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Casparyho nové véty z geometrie trojihelnika.
Dokazuje
A. Libicky,
professor na Kral. Vinohradech.

Ve ¢&lanku ,,Sur quelques nouveaux théoremes, relatifs au
triangle (Nouvelles Annales de Mathématiques, ro¢nik 1900,
pag. 75.—77.) F. Caspary uvefejiiuje bez dikazu fadu vét
o trojihelniku, ve kterych ukazuje, Zze mnohé véty, vztahujfci
se k bodu Lemoine-ovu, plati i tenkrdte, nahradi-li se tento
prisetik symedian jakymkoli bodem v roviné trojuhelnfka.
Vzhledem k dilezitosti, jiz tyto véty maji v geometrii troj-
ihelnika, myslim, Ze nebude neuzitetno, podati zde jejich dikazy.
Ptredesyldm-li téz kratky tvod o soutradnicich barycentrickych,
¢inim tak proto, aby véty i dikazy se staly srozumitelnymi
i tomu, kdo neni obezndmen s témito celkem méné uzZivanyini
soufadnicemi. Ze jsem pouzil téz nékolik malo vét z geometri-
ckého pottu Grassmannova, nebude snad é&ldnku na zdvadu;
tykajit se toliko zdkladG tohoto poétu a porozuménf jejich netini
zadnych obtizi.*) Avsak nejednalo se mi v tomto pojedndnf
jenom o dikazy vét Casparyho; nékteré véty jsem doplnil a roz-
§ifil tfm, Ze jsem k bodiim, jez Caspary v feteném ¢linku uvddi,
ptipojil body dalsi, €imZ docflena jest, jak myslim, ndlezitd sou-
mérnost téchto poucek.

2. Polohu néjakého bodu na piimce stanovime ¢asto po-
mérem vzddlenost! toho bodu ode dvou pevnych bod&. Jsou-li
tyto zdkladni body 4, a 4, (obr. 1.), jest pomér bodu X,
vzhledem k témto bodim 4,X,:X,4,. Kazdé hodnoté tohoto
poméru piislusi jediny bod X, ptfmky vedené body 4, a 4,;
je-li tato hodnota kladnd, lezi bod X; mezi body zdkladnimi,
je-li zaporna, lezi bod ten mimo délku 4, 4,. Sestrojeni bodu 4,

jehoz pomér 4, X, : X;4, :% jest ddn, jest zndmé, tak Ze ne-
1
tteba ho tuto popisovati.**)

*) Viz ostatné mij ¢linek: ,Zdkladové geometrického podtu Grass-
mannova“ v XXV. roéniku tohoto éasopisu.
. **) Viz ,Zdkladové vyssi geometrie od Emila a Eduarda Weyra,
dil I, pag. 10 a 11.
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Poklddejme nynf{ Eleny a, a a, poméru —“— za jakési sou-

¢initele (hmoty), pnsluéelici bodim 4, a 4,; oznatme tedy tyto
body (hmotné) a,4,, a,4,. Bod X, se soutinitelem (a, + a,)
miZeme pak vyjdditi sou(':tem a, 4, + a,4, a pséti

(a, 4 a,) Xy = a, 4, + a,4,,

kterdZ rovnice bodu X, nim jen jinym zplisobem pravi, Ze
4,X;: X, 4, — a,:a,. VSimnéme si, Ze vzddlenosti bodu X; od
obou bodd zdkladnfch 4, a A4, jsou nepiimo dmérny koefficientim,
témto bodim nalezejicim. Lezi tedy bod X; bliZze tomu bodu
zédkladnfmu, jehoz koefficient jest vétSf. Ze zvldStnich poloh
bodu X, vytknéme tyto dvé: stted S délky A, 4, jest ddn
rovnici
28§ =4, + 4,,

a bod ubéZny U piimky vedené body A, a 4, rovnicf
0U= A4, — A4,.

Dva body, jichz poméry se li§f pouze znaménkem, jsou,
jak zndmo, harmonickymi vzhledem k bodim 4, a A,; takové
body jsou a4, + a,4, a a, 4, — a,4,.

Podobnym zplisobem stanovime polohu kteréhokoli bodu
v roviné, vyjddiujice bod ten soucétem tii bodd zdkladnich 4,,
A, a 4; s jistymi koefficienty; o téchto bodech predpokliddime,
Ze nelezi v jedné piimce. I jest na pf.

(n (#, 42, + %) X =24, + 2,4, + 7,4,

UkdZeme snadno, Ze koefficienty «,, =, a 2, jest bod X urten
(obr. 1.). Za tim ulelem zvolime na strané A,4, trojuhelnika
zdkladnfho bod X,, jehoZ rovnice jest

(w0, + 2y) X, = 2,4, + 2,435

takovy bod jest jediny. Rozdélme nyni pii¢ku 4,X, bodem X na
dva dily tak, aby 4,X: XX, = (x, + z,) : z,; jediny bod, ktery
takto obdrzime, mé rovnici

(@, + 2, +2) X =24, + (2, + ;) Xu
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¢ili, pfihlizfme-li k rovnici bodu X, téz
(%, ~F 2, + 7)) X =2 A4, + 2,4, + 2,4,.

Cisla z,, z, x,, jimiZ stanovime polohu bodu X, zovou
se barycentrickymi sowradnicemi toho bodu. Je zFejmo, Ze
k uréenf{ bodu X staci zndti pomér z, :z,: 2, &ili jinak feceno,
barycentrickymi soufadnicemi toho bodu jsou kterékoli stejné
nisobky &isel z,, z,, ,, tedy &fsla tvaru kz,, kz,, kx,. Casto
se volivd koefficient & tak, aby z, + =, -+ 2, = 1; jindy zase

Obr. 1.

k vili stejnomérnosti rovnice (1) podrzuje se obecné&ji jind hod-
nota toho souétu. Hodnotu tu oznadujeme obydejné tymz malym
pismenem, jimZz znamendme bod, na pi. pro bod X piSeme
x =2 +x,+2x,. Na levé strané rovnice bodu byvd vidy
ndlezité vytleno, jakou hodnotu volime za soulet z, + z, + =,
tak e se netfeba obdvati néjakého nedorozuménf. Je-li z, -+
x, +x, =0, jest bod X, jak snadno lze ukdzati, bodem
ibéZoymn roviny.
PiSeme-li rovnici bodu X ve tvaru
(#, + 2, + @) X = 2,4, 4 (2,4, + 734,),

a zavedeme-li néjaky bod X,, dany rovnici
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(3 +2) X, = 2,4, + 7,4,
obdrzfme
@, + 2, + ) X =2,4, + (, + 2,) X,.

Tim odvozujeme bod X z bodu 4, a zavedeného bodu X,, ktery
tedy s body X a A, lezl na téze pifmce. Aviak bod X, nalézd
se dle své rovnice téZ na strané 4,4, trojahelnfka zdkladnfho ;
jest tudiz prisetfkem piicky, body A, a X vedené, se stranou
A,4,.

Podobné jest prisecik X, pifcky, poloZené body 4, a X,
se stranou 4,4, uréen rovnici

(@ +2,) X; =2, 4, + 1,4,
Z rovnic bodd X, X, a X; plynou pro poméry téchto
bodd hodnoty:
4,X: X4, =, 2,
@ 4. X, X4, =, 1 xy,
A4,X: X4, =x,:z,;
polozime-li tedy

A,A, =1, jest A,X, =

Z3
-3 X .
) 1443
Z, ‘f“ Z3 z, -+ 3 ’

uéinime-li

. - . - Z, . 2
(2a) 4,4, =1, jest A4, X, = Z, + 7, X4, = z, -2,
a je-li konecné

Xy T, |

A4, =1, jest 4, X, =

z, +x,’ "7 = x, +x,”
Z rovnice
(@, ‘2, +2) X=2, A+ (2, + 23) X,
jde déle, Ze .
(2b) A X: XX, =(x, +25): 7,

a odtud ,
AIXZ Ale = (x2 + xs) : (27, + Zy + xs);
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jakoz 1
(2¢) XX, A X, =2, (2, + 2, + ).
Polozime-li
% +x,+ 2, =1, jest 4, X=(x, +x,) 4,X,, XX, = 4,X;
podobné nalezneme, Ze

X=(x,+ ) 4,X,, XX, =2,4,X,,
AN = (x, + 4,4) 4,X;, XX, = 2,4,X,.

VSechny tyto hodnoty jsou v obr. 1. u pifsluSnych tdseéek
vyznaceny.

Na zédkladé toho lze snadno sestrojiti bod X, ddny-li jsou
jeho barycentrické soutadnice z,, x,, x, vzhledem k trojihelniku
4,4,4,. Rozdélme na pi. stranu 4,4, v poméru z,: z, a stranu
A,4, v poméru z,:x,; tim sestrojfme body X, a X, a prisecik
ptiek A4,X;, a 4, X, jest bodem hledanym X. Nebo sestrojime
jen jeden z téchto bodd, na pi. X,, vedeme pficku A3X a roz-
délfime ji v poméru (z, +x2) z,.

Jsou-li vSechny tfi soutadnice bodu X kladné, nalézd se
bod ten uvniti trojuhelnika zdikladniho; je-li jedna nebo dvé
soufadnice zdporné, lezi bod mimo trojihelnik 4,4,4,. LeZi-li
bod X ve zvlaStnim piipadé na nékteré strané tohoto trojihelnika,
jest jedna jeho soufadnice rovmna nulle; na pf. vSechny body
strany A4, 4, maji ; = 0. Bod 4, m4 souiadnice 1, 0, 0; bod
4, soufadnice 0, 1, 0; bod 4, soufadnice O, 0, 1.

S bodem X souvisi nékteré body, jichz soufadnice jsou
v uréitém jednoduchém vztahu k soufadnicim bodu X; bodim
tém, zndmym z geometrie trojihelnika, ddna byla zvlaStni jména.*)
Vytknéme z nich ty, jeZ se ndm pozdéji vyskytnou. Bodu
X (%, z,, x,) prislusi:

dva body isobarické proniho druhu, jichZ soutfadnice jsou:
Zyy Xyy Xy & Ty, Xy, T,

tii body isobarické druhého druhw (zvané téi semireciproéné
pridruZenymi) o soutadnicich: x,, x,, x,; &, *,, &, & &3, &,, T, ;

*) Viz ¢ldnek V. Jerdbka: ,0 nékterjch bodech geometrickych“
v XX. roéniku tohoto éasopisu, pag. 141 a 237.
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tfi body algebraicky pridruZené o soutadnicich: — z,, #,, z;;
Ty — Ty Ty & T, Ty, — &5

bod complementdrni o souiadnicich: x, 4z, x; -+ 2,
Z + 2,5 ~

bod piidrugeny v nekoneénu o souradnicich : x, — =z, , — 2,
Ty — T,

bod anticomplementdrni o soutadnicich: —az, 42, +x,,°
Ty — Ty + Tyy Ly | Ly — Ty

bod reciproky (stupné nulltého) o soufadnicich:

1 1 1

) 1)

RS
dva body brocardské o souradnicich:
1. 1 11 1 1

?

s T V] .
z, Z4 Z, Ty x; Z,

Budiz zde jeSté poznamendno, Ze stfed hmotny G troj-
ihelnika 4,4,4, md rovnici

3G = A, + 4, + 4,;

Ze stted kruZnice tomuto trojuhelniku vnitt vepsané md bary-
ceutrické souiadnice:

Ty 1%yt A, = A Ayt A,y

znati-li a,, a,, a, po fadé strany 4,4,, 4,4,, 4,4, trojuhelnika
zékladnfho ; a Ze bod Lemoine-iiv jest uréen hodnotami:

. . [— 2., 2, 2
2,1 %%, =a:a;:al.

2. Nezli pfikro¢ime k vlastnimu pfedmétu tohoto pojedndni,
rozte§me diiv ulohu, kterd se ndm v daldim casto vyskytne.

Dva body, 2 nichZ jeden leZi na nékteré strané trojuhelnika
zdkladniho, druhy na strané jiné, ddny jsouw poméry vzhledem
k prislusnym dvéma (na téZe strané leZicim) vrcholim tohoto
trojuhelnika; jest urciti barycentrické souradnice pruseCiku dvou
pridek, jei obdriime, spojime-li kaidy z dangch bodi s wvrcholem
protéjsim. ,

Bud nejprve jeden z danych bodi X, (obr. 1.), poloZeny
na strané A,4,, dén pomérem 4,X, :X 4, =p,:p, a druhy
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X,, lezici na stran& A,4,, pomérem A,X,: X, 4, = q,:q,; jest
vyhledati barycentrické soufadnice z,, %,, #, prisediku X piitek
AX, a 4,X,.
Z obr. 1. jest ziejmo, Ze
4,X - X\ 4, = x5 2,
jakoz i, Ze
A4:X,: X, A, =z, : xy;
tudiz srovndnim vychdzi, Ze

T3 1 &y =P, ' P

xl:%:%:qn
z kterychZz dvou umér zase plyne
(3a) Zy Tyt Xy = Py : D3y 1 Psq,,
¢imz tloha nae jest feSena.
Je-li jeden z danych bodd X, (na strané 4,4,) ddn po-
mérem
4,5, : 54, =¢;:q,
a druhy X, (na strané A4,4,) pomérem
A X1 Xgdy =iy,
obdrzime tymZ zplsobem
(3b) Ty LTyt Ty =Gy 1 Qa7 Q7.

A je-li konetnd pomér jednoho z danych bodi X; (na

strang 4,4,)
4, X Xd, =70,

a pomér druhého bodu X (na strané 4, 4,)

AzXl : Xl As — D P,
nabudeme

LB mmiamg = rpyinpir P

Obecnéjsi jest tloha:
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Ustanoviti rovnici prisediku dvouw primek, z niché kaidd
jest ddana dvéma body. _

Bud déea ptimka P, body X(z,, «,, z;) 2 X' (z'), &’,, ¥'5)
(obr. 2.) a pifmka P, body Y(y,,%.,¥%) & Y (¥, ¥, ¥y

g X’(.l','qxéqxé)

£ e Yy, e Yo )

TN\ )
Obraz 2.

Abychom nalezli rovnici praseéfku O obou téchto ptfmek, uva-
zujme takto: Spustime-li s bodi X a X’ kolmice XK a X'K*
na primku 7,, plat{ dméra

0X:0X = XK:X'K.

AvSak XK jest vySkou A XYY’ a XK' vyskou A XYY,

béreme-li za spoletnou zdkladnu jejich stranu YY’; tudfz
AXYY: AXYY =XK: XK

a dle predeslé Uméry téz

AXYY: A XYY = 0X: 0X.
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Usetku OX vyjadiujeme dle Grassmanna rozdilem jejtho
bodu koncového a pocitetného X — O,*) podobné piseme misto
usecky OX‘ rozifl X’ — O. Ddle vime z Grassmannovy Aus-
dehnungslehre, ze externf soutin tif bodd, na pf. [XYY’], ma4
za metrickou veli¢inu dvojndsobny obsah trojabelnika, jehoz
vrcholy jsou Cinitelé daného soutinu X, Y, ¥7.**) Jest pak

Zys Y1s Yy
zyy [XYY' )= |2y, Yo, ¥y
Zys Y32 Y's

[4, 4, As]-***)

Kladouce tedy za pomérné &islo plochy 4Xyy  tento deter-
minant déleny soutinem zyy’ a podobny vyraz za plochu 4X'yy’,
zménfme poslednf Gméru ve

. . xl’yl’y,l Ix’17yl’y']
PN —0):2" (X — O0)= Ty, Yo, Yo |} {23 Y2s Y'a |
Tg2 Y52 Y's| |25 Usr U

nazveme-li prvni z téchto determinanti 4 a druhy o, do-
staneme

2 X—0)d =2 (X' — 0)d,
z tehoZz plyne

@I —2d)0=2'dX — g4 X,
aneb, ponévadz
2X= z A, + x, 4, + x,4;,

wX = x A 4 A, o'y 4,

2%
@d—xd)0
=@ d--x, d)VA,+ (& d— T, A) Ay + (2" d— x5 A)A,.

Viozime-li tu za 4 a 4 piislusné hodnoty, nabudeme
konectné hledané rovnice prisecfku O ve tvaru

*) Zdkladové geometrického podtu Grassmanmnova, pag. 193, roé. XXV.

**) ibid. pag. 273. »

*+¥) ibjd. pag. 277, vzorec (21), upraveny pro ten pripad, Ze jde
o body v jedné roviné lezicf a Ze z, + 2, + 2, ==z, v, + v, +- ¥ =y atd.
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’ 4
x'xl_xxu Yy Y
x,x‘:—"' xx’za Yo y,2

4
x'xs_xx,sy Ys Ya

0 ryl’!/’l

4

— (2, @y — 2, %,), Yyy Y
’ 4

Xy &'y — '3, Y35, Y's

’ ’ 4

Ty Ty — X%y Y1y Y0

4

O a.’/21y2

) 4

(B Ty — T3 %), Y3y Yy

’ ) ’

—(xsx’l —xsxl)a Y1, 94
4

Loy — X5 %3 3 Ysr Yo

’

0 1 Y35+ Y3

33

Jeden zvlaStnf pifpad této tdlohy jest dilezity. P¥imka P,

jest ddna body X(z,, z,,x,) a X' ('), &'y, &,); Jest uréiti jeji
priseéiky se stranami trojuhelnika zdkladniho,

BudiZz R, priselfk piimky P, se stranou 4,4,; abychom

vyhledali rovnici toho bodu, polozme ve (4) y, =y, =0, ¥, = 1;
¥, =y,=0, ¥y, = 1. Tim obdriime

(a

a podobné pro prisecik R, pifmky P, se stranou 4,4, :
G b)

a pro priseclk R, piimky P, se stranou A4, 4,:
6Y0)

(Pokracovéni.)

(2" 2, — 22") B, = (%, &', — &', 2,) 4,
- (xa ¥, — @ xl) As ’

@z, — 22"y By = (@, @'y — &’y 205) 4,
- (371 x,‘z - x’l xa) A1 )

(@' x; — 22'3) By = (x, 0"y, — 2y 1) 4,
— (X, 7y — @ymy) 4,
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