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CASOPIS PRO PESTOVANT MATEMATIKY A FYSIKY

‘CAST DIDAKTICKO-METODICKA

VOJTECH TUCEK (Mor. Budéjovice):

Staré a nové o stredoskolské geometrii viibec
a o geometrii trojuhelniku zvlast.

I

Udebné osnovy pro stiedoskolské vyucéovani geometrii lze
charakterisovati tfemi znaky:

1. Planimetrickd a trigonometricka latka od IV. do VI. t¥idy
jest soustiedéna k nauce o trojuhelniku. Ke konfiguraénim
a metrickym vlastnostem trojihelniku se sbihd, od nich se roz-
vétvuje k vlastnostem jinych Gtvari.

2. Pri vyucovam jest sledovdna v podstaté cesta hlstonckeho
vyvoje geometrie prirozené, ktera, vyludujic prvky imaginarni
a nekoneéné, buduje na nauce o shodnosti a podobnosti ve smyslu
Eukhdovy systematlky a vySetfuje vlastnosti geometrickych
atvart prevainou. mérou syntetlcky, synteticky ve starSim
smyslu slova. .

3. Rozhéu;eme -li Vztahy konfiguraéni a metrické, shle-
dédme, Ze sttedoskolské geometrie d4va prednost metrice; sestrojuje
a poéitd délky, plodné obsahy, thly a jiné veliiny z danych prvki.
A tu zase shledame, %e konstrukce i vypolty postradaji.témé&r
docela soustavnosti, ujednocenosti a uspofddanosti ne-
toliko s hlediska praktickych potfeb, ale i po strance metodické
a teoretické, kde ]de o odvozenf zédkladnich metrickych vztahd,
jez pak slou?f k oném konstrukeim a vypotétim.

Z uvedenych znaku plyne zfejmé fada nedostatki a chyb
stfedoSkolské  geometrie ' vibec a geometrie trojihelnfku zvIast.
Nejdtlezit&jsf z nich jsou” ddny okolnosti, Ze jest stfedoskolsks
geometrie trojahelniku v zasadnim a hlubokém rozporu
s modernim chdpdnim geometrie: jako exakint védy a s chdpdnim
vyznamu a vztahu jmenovaného specidlniho oboru k celku této védy.

Sledujeme-li rozvoj geometrie, shleddme, Ze pfirozena geo-
metrie trojahelniku je v podstaté uzaviena v prvni poloving,
19. stoletf. K. W. Feuerbach: ;,Eigenschaften einiger merkwiirdigen
Punkte des geradlinigen Dreieckes und mehrerer durch sie bestimm-
ten Linien und Figuren®, 1822; C. F. Jacobi: ,,De trianguli rectilinei
propnetatlbus“, 1825; Ch. G N agel: ,,Untersuchungen tiber die.
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wichtigsten zum Dreiecke gehérenden Kreise®, 1836; J. B. Feaux:
‘,,Uplné teorie rovinného trojahelniku‘, 1846 a C. Adams: ,.Die
merkwiirdigsten Eigenschaften des geradlinigen Dreieckes™, 1846
rozvedli pouze objevy, které udinili G. Ceva: ,,De lineis rectis se
‘invicem secantibus‘, 1698; L. Euler: ,,Solutio facilis*“, 1765;
0. Fagnano: ,,Problemae quaedam 1775 a A. L. C’relle ,,Uber
einige Eigenschaften des geradlinigen Dreieckes*, 1816. Posledni
souborna dila z druhé polovice 19. stoleti napsali G. Reuschle:
,,Uber die Punkte, Transversalen und Kreise des Dreieckes*, 1853;
G. B. Marsano: ,,Cons1deraz10m sul triangolo rettilineo’, 1863;
E. Ublich: ,,Altes und neues zur Lehre von den merkwiirdigen
Punkten®, 1886 a J. S. Mackay — Cetné prace z posledniho desiti-
letf stol. 19. Ve ostatni jsou kratsf i delsf pojednan{ riznych autort,
jichZz podet jde podle M. Simona do pul tietiho sta jen v druhé
polovici minulého stoleti, uvefejnéna v rozliénych ¢asopisech perio-
dickych pro matematiku a geometrii.

Previdzné vétding jmenovanych praci jest spoledné, Ze:

1. Po strance vlastnosti konfigura¢nich vysetfuji polohové
vztahy t. zv. pozoruhodnych bodd, t. j. prusedikii os stran,
os uhlt, vySek a jinych transversal, které v triplech poskytuji
uréité prusediky, jako mimo uvedené bod Grebe-Lemoiniw, Ferma-
tav, Torricellitiv, body Nagelovy, Brocardovy a j.; dale vySetfuji
polohove vztahy urditych kruznic, jdoucich vice neZ tfemi body,
na pr. Feuerba,chovy, Lemoinovy, Brocardovy, Tuckerovych a j.,
a to tak, Ze vznik kazdého takovéhoto utvaru jest samostatnou,
od ostatnich isolovanou otézkou.

2. Po strance metrické vySetiuji a poé¢itaji z podobnosti nebo
tngonometncky vzdélenosti onéch bodi, délky Gsekt na stranich
a transversilich, polomé&ry uvedenyeh kruZnic, ploéne ©obsahy
zvla§tnich obrazcu aritmetické vztahy mezi nimi a riznymi jedno-
duchymi prvky zékladniho trojahelniku, OdVOZUJI z vyslednych
vyrazi, interpretujice je geometricky, rtizné vlastnosti konfigu-
ratni. Pfitom neni ani zde Z4dného jednoticiho hlediska,
usoustavnu]iciho prmclpu

. 'Tak e jevt pfirozend geometrie trojithelniku jako pouhd sntska
predetnych polohovych a metrickych vztahw, nikoliv jako soustava
poznatki, navzdjem spjatych a logicky uélenénych. podle - urcztyck
my.§lenek které. plynou z povahy same’ zdkladnt konfzgumce t¥i. bodd
. @ Ui pfimek v prostoru.

Bral-li, se vyvoj piirozené geometne do polovice 19. stolet

" :’ééstou, kters vedla k vyliGené roztiisténosti a nevédeckosti, je to

o ‘pochopltelné Nechipeme viak, pro& ustrnula na st¥edni Skole
& prod_se tam dosud udriuje, kdyZ jeji vyvol se nezastavil a Sel
da e od padesétyeh let mmuleho stolet{ aZz po nade dny. Oviemze

%
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nepiisel nahle; byl jiz difve pfipravovan objevy a vyzkumy pied-
chéz;ajicich staleti. Pi‘l’pra,vu treba jest vidéti ve tfech skupinach vét;
prvn
1. ve v&té Menelaové z 1. st. po Kr. o transversélich v troj-
thelniku a
2. ve vété Cevové o prisediku t¥{ libovolnych transversdl
vrcholovych, z r. 1698; jest to dudlni obména véty Menelaovy.
Proé prochdzeji na pf. viechny té&Zinice trojihelniku 4,7,
- A4,T,, AT, tymz bodem ¢*) Proto, ponévadz prochazi tymz bodem
kazdé trojice vrcholovych transversil, sekoucich strany troj-
thelniku 4,4,4; v bodech Py, P,, P;, je- 11 splnéna Cevova metricka
podminka
AP,y . A,P; . AP,
P,A,.P,A,.P A,

Ponévadz plati o téZnicich vztah -
AT, . AT, . A,T, 305 . 3a;, . fa,

= 1.

T4, . T4, . T\4;  }ay. $a,. 3o,
o vy8kach A,V,, 4,V,, A3V, vztah

AV, AV, . AV,  a,cos @ . a3 COS Ay . @, COS ay
Ved, . VsAd,. V,A;  ascos @, . @, COS @, . @y COS a4

=1

b

o spojnicich vrchold A,, 4,, A; s dotykovymi body D, Dy, D,
kruznice vepsané na stranich vztah
A,D, . A;D, . 4,D, _ (s—a) (s —ap) (s —ay) =1
D, A, . DA, . DiA; (s — ay) (s — ay) (s — a3) ’ _
atd., proto prochazf kazda z uvedenych trojic transversal tymz .
bodem t8%istém, ortocentrem atd. ‘

Nebo jin znidmé véta: Prod lexi prisediky stran trojahelniku
A AZA 8 pmsluényml stranami trojahelnfku vyékovych pat
Vs, Vz, Vs na téze piimce? Proto, ponévadz lze dokdzati, Ze jmeno- -
vané pruseélky Sy, Sz, S vyhovu]i Menelaovu metrlckemu vztahu

IS3 A2S1 A S2
8,d; . Sod, . 8,4,

ktery plati pro kazdou. trojici bodu Bl, B,, B; na ‘strandch 4 Aa,
4;4,, 4,4, tro]uhelmku A, A,4;, leii-li body na téZe. ptimce, tedy

=1,

*) P¥isluiné obrazce, o nich bude uvafovéno, necht si &tena¥ narysuje-
sam. Jsout zcela jednoduché a s dostatelnou podrobnosti: popsény —
Z technickych divod& jsou v vynechény znatky useéek nad plsmenanu, 7
znaéi tedy A,P, tGseSku A,P; atd: Loy

.1" ‘

\
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vztah
A\B; . A,B, . A,B,
B,4, . B;A, . B,A,
Dikaz provedeme takto:
V A A,4,4; jsou paty vySek V, proti vrcholu 4,, V, proti 4,,
V, proti 4;. Spojnice V,V, protind stranu 4,4; v bodé 8,, V,V,
- stranu A4, v bod& S,, V,V, stranu 4,4, v bod& S,. Ponévadz je
V,V,S, transversdla v A 4,4,4;, jest podle Menelaovy véty
AV, A8, . A3V, = — V4, . Va4, . 8,4,
a podle Cevy

=—1L

AV, AV, AV, = VoA, . VA, . VA4,
délenim obou rovnic a odstranénim zlomkt obdrzime
o A8, . V43 = — 8,4, . A,V;
podobné jest A, S Vod, = — S A A3V2,
.AlSa V3A2 - — S A

" Néasobenim vSech rovnic obdrzime

A8y . A8y . AyS, . (Vid,y. VoA, . Ved,) =
S Sd; S, . 81 Ay . (A Vg AV, . AgV,).

Soudiny v zévorkéch maji podle Cevovy podminky stejnou
hodnotu, a po kricenf obdrzime Menelaovu podminku

A8, A8 A8y
8,4, - 8,4, . 5,4, ’

coz bylo tieba dokazati; body 8§,, S;, S; leZf na téZe piimce.
, Neni tudiZ s hlediska Cevovy a Menelaovy poutky Zadnych
,,pozoruhodnjrch“ bodi a transversil. VSechny takové atvary
jsou stejnd pozoruhodné, je-li jen vyhovéno ob&ma metrlckym
vztahtim. VSechny specielni prlbuzne konfiguraéni vlastnosti jsou
. onémi metrickymi vztahy vézdny, vSechny specielni metrické
v vztahy toho druhu plynou nutné z onéch konfiguracf a zase naopak.
- Zde jest jednotict princip, ktery méni snu&‘lcu isolovanyjch vztahi
b uspofddanou soustavu.

} Druhé skupina vét, které pnpravovaly vyvoj modern{ synte-
tické geometrie, jest
1. v&ta Desarguesova z r. 1630, Ze prisediky sobs odpovlda]i-

_ cich stran dvou trojahelnfki v takové poloze, Ze spojnice sob&
: odpovidajicich vrchol@i jdou tym% bodem, lex{ na jedné piimce, a.
. 2. vlastnosti 4plného étyrrohu, jimz jest definovén &ife konfi-
.guradngd metncky vztah harmonické &tvefiny bodd.
© Jimi jest vyjédfena podstata druhého jednoticiho principu,
< v -némi - jsou obsa,ieny pi‘eéetné konfxguraéni vlastnostl bod\‘i
e transversé,l
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Jako piiklad uvedu znamou vétu van Swindenovu, Ze paty
kolmice, spusténych s paty libovolné vysky v trojahelniku na
druhé dvé vysky a druhé dvé strany trojahelniku, lezi na jedné
piimce, rovnobézné k protilehlé strané trojuhelniku vyskovych pat.
Dukaz lze provésti takto:

Vi, Vy, V3 jsou paty vySek A,V 4,V,, 4A;Vy v A A, 4,4,.
Ved’me
ViK, | A;4,, tedy | 4,V,,
ViK; | A,4,, tedy || A5Vs,
ViSy L A3V, tedy || 4,4,
ViS; 1 A,V,, tedy || 434,
I jest pruseéik vysek; v konfiguraci bodu V,8;V V4, jest
’ Vid,: ViV =8V, : 8,7V,
a podobné Vid, : ViV =8V, : 8,V
v konfiguraci bodt V,8,VV,4,; jest tudiz i
S, Vs : 8,V = 8,V, : 8, V,
z Gehoz nutné plyne, Ze jest
8382 “ V2V3‘
Déle jest v konfiguraci bodt A4,V,A45S,V,
; A Vi Vidy = ViS; 1 834,
a podobné A Vi Vids = VoK, : K,4,
v konfiguraci bodd A4,V 4,K,V,; jest tudiz i
ViS; : 8345 = VoK, : K2A3
z ¢ehoz nutné plyne, Ze jest
83K, || ViV,
Kone¢né jest v konfiguraci bodi 4,V,4,V,S,
.A2V1 M V1A3 == A2S2 N S2V2,
a podobné AV, : VA, = A.K; : KV,
v konfiguraci bodt 4,V 4,V K;; jest tudiz i
AzSz : SZV2 == A2K3 : -K3V3,
z ¢ehoZ nutné plyne, Ze jest
K38, || ViVs.
Musi tudiz tiseky K;S; 8,9, a S;K, lefeti na jedné primce, na

spojnici. bedt K. SQSSKz, rovnobézne ke strané V,V,, coi bylo
dokazati.
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Na prvni pohled se zd4, Ze véta van Swindenova nemd nic
spoleéného s Gplnym é&tyfrohem. Viimneme-li si v8ak konfigurace
boda A4,V;VV,4,4,, vidime ihned, Ze uréuji aplny étyiroh s Ghlo-
piickami V,V,, 4,V a A,4;. A skuteéné; véta van Swindenova jest
jen zvlastni piipad konfiguraéni vlastnosti v kazdém aplném étyi-
rohu:

Vedeme-li v libovolném tGplném &tyirohu ABCDEF prusedi-
kem tuhlopiitek AC a BD, bodem O, pfimky:

OG | DC ai k prusediku G na strané 4B,
OH || AB a% k prusetiku H na strané DC,
OI | AD az k prusediku I na strané BC,
OK | BC ai k prusediku K na strané AD, lezi body GHIK

na jedné rovnobéice k tithlopii¢ce EF.

Rozdil mezi trojuhelnikem a Gplnym étyf'rohem jest pouze
ten, Ze jest trojahelnik neséislnékrate bohat§i specialisacemi téze
vieobecné konfigurace v Gplném &tyfrohu, ponévadi jest troj-
thelnik spojenim ti{ Gplnych étyfroht netoliko se svymi vyskami,
tedy &tyfroht A4,V,VV,4,4;5, A,V,VV,454,, A,V,VV, 4,4, nybrs
triplem aplnych &étyfrohu s kazdym triplem Vrcholovych trans-
versal, které jdou tymz bodem O,, tedy étyiroht 4,8, —;0,8,+,4.43,
AZS,.O,',S,._IA:,AP A58y, 4,008, 4, 4,, oznadime-li S, prisecik trans-
versaly 4,0, na strané 4,4,, S, priseéik transversaly 4,0, na
strané AgA;, Sp—; priseéik transversily A,0, na strané A4,4,.

TFeti jednotici princip, v némz jsou rovnéz zahrnuty &etné
konfiguraéni vlastnosti trojahelniku, jest princip projektivity.
Projektivni geometrie, vybudovanéd analyticky M obiusem, 1827
a Plitckerem, 1829, synteticky Steinerem, 1832 a v. Staudtem, 1847,
uvazuje kuzeloseéky jako vytvory projektivnich svazka paprski.
Lze tudiZ i geometrii trojahelniku, piedevdim pokud méame na
mysli ,,pozoruhodné‘‘ kruznice a kuzeloseSky vubec ve spojeni
8 trojahelnikem, vybudovati projektivné. Ale nejen to, i geo-
metrii tro;luhelniku samotného. Ukézi to na jednom pnkladé

Jak je znamo, vytvofuje svazek kuZelose¢ek na libovolné
transversale pary pruseélku, které jsou v involuci. Obé mohou
degenerovati ve dva pary piimek a obdriime Gplny étyfroh. Je-li
oznaten ABCDEF, jest dvojice stran ABE a DCE jedna, dvojice
ADF & BCF druhé degenerovand kuZelosetka. Kazda transversala
proting tedy konfiguraci stran a ahloptitek v Sesti bodech, které

_musf byti v involuei, coz dokazal jiz v r. 1843 C. Adams ve spise
,,Die Lehre von den Transversalen in ihrer Anwendung auf die
Planimetrie*. To véak méme zase trojihelnikovou konflguram AEF
a tfi transversily bodem C. Anebo jest& jinak. ABCD muze byt i
étyi‘ﬁhelnik tétivovy, jemuZ lze opsat1 kruznici; v ‘trojahelniku

4,44, se vEemi treml vyskami jest to zfejmé étvf‘ﬁhelmk AV, V'V,
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Zustanou-li' body A,VV, pevné, a Sine-li se pata V; po kruinici,
opsané &tyfahelniku 4,V;VV, smérem k vrcholu 4,, splyne s nim
konetné, a obdrzime konfiguraci specialisovanou: trojahslnik
A, VV,, Vy= A,, Vsd4; = VA, a strana V,4, pfejde v teénu
v bodé A4, ke kruznici opsané. Kazda transversala musi opét po-
skytnouti na strandch trojuhelniku, na kruznici a teéné Sest bodu
v involuci. I to dokdzal jiz Adams ve jmenovaném dile.
Uvedenym ptikladem jest dokazana piibuznost geometrie pro-
jektivni s geometrii Gplného Styfrohu, takZe se dosud uvaZované
jednotiei principy redukup na dva: na p’rmczp projektivity a na
princip, vyjddieny vétou Menelaovou a jeji dudini obménou. vétou
Cevovou. V nich jest podstata jednoticiho hlediska, jimi stmeluje
moderni geometrie viechny konfiguraéni a metrické vztahy a vlastnosts
trojuhelniku v wuceleny systém, jenf mepripoudti hledati a wvidéts
v jednotlivych vlastnostech ikoly a problémy isolované. Pribereme-li’
]este jiné pifinosy vyvoje moderni geometrie, uvazZime-li jesté
vyznam imaginirnich prvkt v geometrii, obdriime exaktni
definici geometrie trojahelniku, kterou podal Felix Klein ve své
,,Elementargeometrie vom hoheren Standpunkte:

Geometrie trojiihelniku neni neZ projektivni teorie invariant
péti bodﬁ; tif realnyeh a obou absolutnich bodé kruhovyeh (1,1, 0),
(1, —14,0). A hned dodava: ,,Erst sie verletht der Geometrie des
Drewckes den Charakter eines systematischen, durckszcht@gen Lehr-
gebdudes, den man bisher an ihr so sehr vermaisste.

Chceme-li tedy péstovati stiedo&kolskou geometru v duchu
moderni exaktni védy, musime ji v naznaeném smyslu reformovati.
Tim v8ak netoliko piekoname zasadni a hluboky rozpor stiedo-
Skolské, pfirozené geometrie s moderni geometrii syntetickou,
nybrz odstranime i druhou zdkladni chybu, jiZz se ona dopousti:

Odstranime disproporci mezi upFilidnénou péét o metricke vztahy
a mnohdy o pFili§ mechanické pouivini téchio vataht, k vypoltim
tire formalistickym a pomérné malow péét o vztahy konfiguraéni.

Slovo ,,geometrie znamena sice méfictvi. Vyvoj dal vSak -
této védé jiny. smysl M¢érictvi ve starém toho slova vyznamu
nikterak neproniké aZ k podstaté vlastnosti prostorovych atvari;
naopak, ono ji zastird. Podstata modernt geomelrie zdle® vak
v pronikdnit lidského ducha do struktury prostorovych konfiguract,
kde jest metrika pouhou aritmetickou ilustraci vlastnosti konh—
guracmch Jest tudiz i po této strance reforma nutna. '

L

Nez viak ‘bﬁde moci byti provedena ¥4douci reforma, 'uplynou
mozné desitileti. Jest tfeba:vée dikladns promyshti a provésti -
Vyber prislusne 1atky velmi peéljvé To nemuze bytl dﬂem Jedmého
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¢loveéka; prdce musi byti vykondna spoleénym silim kolektivu
stfedoskolskych a vysokoskolskych profesort geome-
trie. Organisaénim stfediskem a dirigentem maZe byt
Jednota &sl. matematikii a fysiki.

Co vS8ak mozno uéiniti v dobé prfechodné? Jest mozno od-
straniti roztfiSténost pfi vyudovani geometrii na pidé geometrie
plirozené? RoztiiSténost zaleZi podle mého minéni. hlavné
v tom, Ze odvozujeme zdkladni konfiguraéni a metrické vziahy isolo-
vané, kazdy z jiného zdkladu. To ma ten neblahy nasledek, Ze je

1. v hlavach zakt v nejlepim piipadé snti§ka predetnych
formuli, pro néZ v8ak neni 24dné jednotné opory pro za-
pamatovani, jak byly odvozeny,

2. Ze pri prevaze metriky a vypoéti nad konfiguraénimi vztahy
a vlastnostmi unikaji Zaktim predetné zajimavé a dlulezité
‘vlastnosti konfiguraéni.

Pii¢ina tohoto nezadouciho stavu nespodivd oviem pouze
ve stfedoskolskych osnovach. Jest také v tom, Ze se nma vysokych
Skoldch vénuje stredoSkolské geometrii nepatrnd pozornost. Tim se
stane, Ze mlady absolvent university neovldda dikladné ani svij
vlastni obor, jemuz bude na stiedni $kole vyudovati. Ze stfedo-
8kolské geometrie nepoznal na université nic nového a uéi pak
v praxi zase jenom tomu, demu 'se naudil pfed maturitou. Tak se
potom nutné neustale totime na témz misté.

Chei v8ak ukazati, Ze jest vychodisko aspon z roztii-
Sténosti na pidé staré geometrie stfedoskolské. Jest velmi
jednoduchy konstruktivni ptedpis pro vychodiskovou konfiguraci,
ktera umoziiuje vychazeti pii odvozovani zakladnich vztaht vzdy
z téhoz zakladu jak na stiednim, tak na vyS&§im stupni.

Jest ostrothly trojahelnik 4,4,4;; jeho strany maji delku
a,, ay, a; tak, Ze jest a;, > a; > a,, a Ghly o, > a3 > a,.

Uhel a, pfeneseme kruzitkem k vrcholu 4, od strany (ramene)
A, A, smérem dovnitt trojahelniku. Jeho druhé rameno protne pak
stranu 4,4, v bodé B,. Podobné pfeneseme a3 k vrcholu 4, od
strany 4,4, smérem dovniti trojahelniku a obdrzime na strané 4,4,
priseéik C,. Ze vztahu e; 4 e, + a3 = 180° plyne, Ze jest

X A;,B,C, = X 4,0,B, = ay.
A 4,B,C, jest rovnoramenny a ‘
' A BiA A 00 A CiA, A, 00 N\ 4,4,4,.
Stejné& lze pienésti oy k vrcholu 4, od strany 4,4,, ¢, k vrcholu 4,

od strany A,A4,; e; k vrcholu A4; od strany A43;4,, e, k vrcholu 4;.
od strany A4,4,, vidy smérem dovniti A 4,4,4;. Druhd ramena

- pFenesenych Ghld poskytnou postupné prisediky B; a C, na strané
AsAl, prusetfky B; a C; na strané A, A, Opét Jest
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X A,B,C, = ¥ AyC,B, = a, X 4 ByCy = X A,C,B; = a,

a tro;uhelnlky A,B,C,, A3B;C; jsou rovnoramenné, trojuhelniky
A, B Ay, A0 A5, A3A,B;, A1 ACs, A 4,4, jsou podobné.

Prvnf vyznam popsané konstrukce jest, Ze lze ji pouziti
k pouéeni zaki o podstaté funkcionalniho mysleni v geo-
metrii. Uvazujeme, co se méni v konfiguraci vrcholovych trans-
versal 4,B, a 4,Cy, zmensuje nebo zvétsuje-li se Ghel «, tim, zZe se
gine vrchol 4, ,,pfimo‘ vzhiru nebo ,,piimo‘ doli. Vzdaluje-li se
vrchol 4, od zakladny 4,4, = a,, zmenSuje se a,, a, a a; se zvétiuji;
proto se body B; a C; od sebe vzdaluji a bliz{ se k vrcholim A,,
piipadné A;. B; splyne s A,, C; s 4;, ubéhne-li 4, do nekoneéna,
kdy jest @, = a3 = 90°. Naproti tomu se body B, a C; k sob&
ptiblizuji; podobné i body B; a C,. BliZi-li se viak vrchol 4, k z4-
kladné a,, zvétiuje se ¢,, @, & a; se mensi; body B, a C, se vzdalujf
od vrcholu A4,, A, a blizi se k sobé. Body B, a C,, B; a C; se viak -
od sebe vzdaluji. V okamziku, kdy je thel a, pravy, jest A A;4,4,
pfi A, pravothly, body B, a C splynou, a ramena rovnoramenneho
trojihelnika 4,B,, 4,C; utvori Vyéku AP, (P, = B, = (,), kolmici
vrcholem 4, na stranu 4,4, Vratime- h se k puvodm konfiguraci,
kdy jest tro;uhelmk ostrouhly, zustane kolmice 4,P; vyékou jak
v A A4,4,4,, tak v A AB,C;, puhc zakladnu B,C, i Ghel pii
vrcholu B,A4,0C,. Ponévadz jest v kazdém trojthelniku A3B3 I AlCl,
A0y 11 4 Bl, AyC, || 43B,, jest v pravouhlém A,B; | A,4,, ACy |
1 A4,A4,; tu je 434, vyskou v A Byd4;C;, A,A, viskou v A BA,C,.
Vrchol 4, jest pak spoleénou patou vysSek 4,4, a 4,4, v pravo-
ahlém trojuhelniku, P, = P, = A4,. ;

Prejde-li konetné tro;uhe]mk A4;,4,4; v tupouhly pii 4,
pre;de B,, jei bylo dfive mezi 4, a P, napravo mezi P, a 4, a C,,
]ez bylo pfed tim mezi P, a 4, prejde nalevo mezi A2 a P,. Uhly
pii zdkladné 4,B,C; jsou ted 180°— q,. A% pozdéji dokézeme
zakam, Ze se vy§ky A,P, protinaji v témz bod®, v ortocentru V,
upozornime, %e v trojihelniku ostrothlém leZi paty vSech vysek
mezi vrcholy trojahelniku bodt A4,, ortocentr pak uvnit¥
jeho plochy; v tupouhlem pii 4, viak lezi pouze P, mezi 4, a Ag,
aviak P, a P; vné& usefek 4,4, a 4,4, za vrcholem 4; na pro-
dlouzenjrch stranach a; piipadng ay; ortocentr V je vné plochy
trojahelniku.

Povazuji toto a vibec kardé zkouméani funkéni stranky
konhguraénich vztahd, zde mezi body B,CxP, a V a pislus-
nymi tseékami A,,B,,, AnCr, APy, B,Cy za velmi dileZité prohlubo-
van{ spojitosti mezi ndzorem a logickym myslenim. Ostatné miZe
jenom " touto cestou vniknouti Zdk do podstaty specialisace
konfiguradnich i metrickych vztahd — vieobecné plat-
nych — na pipadech ,,zvlaétnich“ poloh a forem geometriokych
atvard.
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Druhy vyznam popsané konfigurace zile#{ v tom, ¥e miZeme
‘obratltl pozornost Zakt k nezbytnosti zavedeni pojmu kladnych
a zapornych tsetek do geometrie. Jest to dilezité netoliko
vzhledem k rozmanitym konfiguradnim a ‘metrickym vztahim,

R Jepchz zékladem jest véta Menelaova a Cevova, ale i pro vsechny
metrické relace, maji-li byti upraveny tak, aby mély vieobecnou
platnost pro viechny druhy a zvladtni piipady trojahelnikd.
Jest oviem t¥eba jednou provzdy stanoviti zpiisob oznatovani
ruznych usedek, které se vidy vyskytuji v triplu, aby bylo moZno
poubou cykhckou zéménou znadek odvoditi bez potitani cely tripl
prlsluéne relace. Toho dosdhneme nejjednodussim zptsobem, oznadi-
* ‘me-li prvky tého# konfiguradniho druhu tym% pismenem s ukazo-
vateli 1,2, 3. Dile definujeme tuseSky A,B,, 4,B,, AyB,; A,P,,
A2P1! A Pa, 4 037 A201, ASOZ» B Cla B 029 B 03, B As, B A17 B3A27
C14;, C4,, Cydz; Pids, Pod,, Pyd,; Py Py, P,P;, P,P, jako kladné,
souhlasi-li — pii tomto sledu pismen pfi jejich koncovych bodech —
jejich smér se smyslem obé&hu na obvodé trojihelniku 4,4,4,,
pifpadné P, P,P, proti pohybu hodinovych ruéiéek; sou-
- hlasi-li za tychz podminek s obehem rudicek, jsou jmenované

useéky zéporné.

- -Jest tedy na zdkladé této umluvy na pf. usvéka B,C, kladna

V trojahelniku ostrouhlem zdpornd v tupothlém a mé délku nula
‘v pravouhlem
Tfetf vyznam vrcholovych transversél A.B, a A4,C, zileii
v tom, Ze skytaji velmi plodnou piileZitost k nacviteni vét o amér-
nosti . usecek v podobnych trojahelnicich. AvSak vSimnéme si
‘napfed ortického trojihelniku vyskovych pat P,P,P,. Obdrzi-
me jej ne;kratéi konstruktivni cestou, opfSeme-li nad stranami
(priméry) A,,Aa, A4A,, 4,4, kruZnice; ]e]mh prisediky na strandch
. tro;uhelniku jsou paty vysek, body P, P, P, Nyni jest
' A,P,P, = %:AIAsz.—-:90°—a1'=§:P3A3A1—§:PPA1
(uhly obvodové), z teho# plyne S
NI 9:Pz 1Az = %:APIP“‘QI

: a.‘podobné . X PyPoA) = X A PP =y

. X PP A, = X ALPPy =y
,7sou'tudié stmny ortického troyuhelmku rovnobé’zne k. odpomdaywzm
»'l.thmnwersaldm AnBn-a AnCr:
’ Asz 1, aCz I Ple, 101 I AaBa I P1 O

308 l 2 2. . 3

sAzBa, CIAEAU

£y Ayl - THE

202A3’ AlAsaa, AlP ,P a,
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poskytnou 2. (1?) = 90 na sobé nezdvislych amér a tudiz 90 relact
mezi prvky:

a3, PP, = p;, A\B, = A101 = VB1A3 = b, 4,0,

A4, = = ¢,
A4y = ay, PyPy = py, ApBy = A30; = go. Byd; = by, A0, = ¢,
4,4, = a,, Pap; = py, AsBy = A30; = 9s» B;4, = by, A,C; = c,,

prumét strany a, na stranu a, : 4;P, = a,.,
a, as : APy = q,,,
as ay : APy = a3

prumét strany a, na stranu a; : P34, = a,,4
a, a, : PiA; = a,,
as a, : P, A, = ag,.

K rychlému odvozeni tmér pouZijeme tabulky, v niZ jsou
napsdny pod sebou stejnolehlé strany podobnych trojahelniki: -

“Proti thh
v A 1 y | 3
1. [4,4,4;] a, Coa, a,
IL. 1A ds | a, b - 0
III. | 4,B,4, Js a; b,
1V. 3455, bs gs a
V. 149y as % 41
VI. 2ladg Cy a UH
VIL 143075 Js C3 2
VIIIL. 13 y2% Qa3 Qg2
IX. [ P, 4,P, Qg | P2 | O3n
X. 11245 Qe Qg1 Ps
sloupec 1 2 3

Tak poskytne na pf. soudin III 1 krat VIL 3 a III 3 Lrat VII.
1 rovnici g,ay = byg; atd. Obdriime pak 90 part rovnoplochych -
obdélniki nebo tvercti. Pro dalsi rozbor jsou tyto ne]duleilté]si

1. 1.1, 1. 3=1I. 1, 1. 37

- -Gy = Qo
a podobné . aygy = ayay,
A3 = (1@,

t. j. obdélnik 2 kterékoliv strany a k ni prwlu§ne p-tmnsversaly md -
ste;my obsah 7alco obdélnik z. druhych dvou stran troyuhelmlcu :
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Jest tedy rovnief ,
Ay 41051 :
= 1Al I
gn e ( )
vyjadiena délka p-transversély' jako funkce stran trojaihelniku
‘puvodniho.
2.1V. 3, VL. 2=1V. 2, VL. 3:

v @? = g,
a podobné _ _azz = 9391,
' 9192’

t. j. Ctverec z kterékoliv stmny trojihelniku md stejny obsah jako
obdélnik z obou p-transversdl, které prisludeji k druhym dvéma
strandm.

QObecné plati

@? = Gnt1gn— (IT)
3112V3_II3‘V2 '
: g2 = bioy,
a podobné . g2 = byCy,
' g5 = byCs,

t. j. étverec 2 kterékoliv ‘p-transversdly md stejny obsah 7a,ko obdélnik
z obou iseki b, c, které vytvori ona p-transversdla na prislusné strané
trojuhelniku.- ;

Obecnd platf

gn? = buCn . (III)
4. 1.1, IL 2=1 2 IL I '
. '%2 = a,b;,
a podobné ag? = ash,,
| . 0y = aghy;
L 3 V. l—-I 1, V. 3:
. 3" = @y, .
a ‘podobné g = agg,
. (22 = QgC3,

St g clverec 2 Lterékolw 8tmny trojihelniku md stejny obsah jako
- obdélntk 2 kterékoliv ze zb yvayicich stran a z pmlehlého b- nebo c-tiseku
“na te’to strané:. -

Obecné napiéeme .

“n+1 b= anbu uu-—l2 == BuCy,
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a vyjadiime Gseky jako funkce stran relacemi

Onyi1? Gn—r?® 7
by = It g, = Gt V)
Ay ay

5. 1. 2, VIII. 3 =1. 3, VIIIL. 2:

A0z, == A3Qy:3,
a podobné asly,3 = Q0315
A105.1 == AyQy59>
obecné jest
Ap+10n—1,n+1 = an—*lan—i—l,n-—l- (V)

Oba soudiny vyjadiuji zfejmé& mocnost vrcholu A, vzhledem
ke kruinici nad stranouw Ani14n—1, ktera poskytuje na zbyvajicich
strandch trojahelniku paty vySek Pn+1 a Pnp. .

6. Utvotime-li soudiny rovnic kaZdého z tripla I. a IV,
obdrzime zajimavy vztah

919295 = bibsby = ¢,6563 = @185, (VI)

ktery lze interpretovati jako &ty¥i kvadry stejného objemu, jenZ
mé, uzijeme-li znamé relace V = a,a,83/4R, kde ¥/ znaéi plosny
obsah trojuhelniku A4,4,4; a R polomér kruZnice jemu opsané,
hodnotu 4R</, t. j. tyZ objem jako pfimy hranol o zakladné
A A4;4,4; a o vySce dvojnasobného primeéru opsané kruZnice.

I11.

Zkoumejme nyni jednak, co poskytnou relace (III) a (IV), je-li
A4, pii vrcholu A; pravouhly, jednak rozsifme avahu obdobné
i na trojahelnik kosothly. _

Ponévad? v uvedeném trojahelniku pravoihlém je g, vydka
na preponu a,, B; = C, = P, jest jeji pata na pfeponé, b, a ¢, jsou
useky patou vy$ky na pfeponé vytvorené, a a,, a; jsou obé odvésny,
pravi relace ¢,% = b,c,, Ze vySka na pleponé jest stiednf{ méficka
amérna k Gsekiim na preponé; relace a,2 = ab;, a2 = a;¢; pravi,
ze jest kazdd z odvésen stfedni méficka Gmérnd k pieponé a k pii-
lehlému tGseku na této. To jsou viak ziejmé zndmé Euklidovy véty,
které jsou tudii pouze zvlddtnt pripady pro trojihelnik pravouhly,
zvld8int pripady vét (111) a (IV), platnych v libovolném trojuhelniku.
Avsak pravé z Euklidovych relaci lze pouhym poétem odvoditi
vétu Pythagorovu; sedteme;li a,® = a,b, a @, = a,c;, obdriime
ay? + az® = a; (b, + ¢,), a jelikoz jest v pravoahlém trojahelniku
b, 4 ¢, = @, vyjde Pythagorova poudka

a,® = az? + uyd.
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Piirozené vybavi se nyni otazka, jaky vztah obdriime z relaci
obecnych, seéteme li ‘a,? = a,b, a a;* = a,c; v trojahelniku koso-
.Ghlém?

Dostaneme: 7
a? + ag? = a, (b 4 ¢;) = a, (B,C; + C,4; + 4,B, + B,(y),

a

a oznat¢ime-li v rovnoramenném trojﬁhelniku A,B,C, zdkladnu
. B, = .
”mz + a5 = a, (@, + 2), a5 + a* = a® + a2,
a koneéné& a,? = a2 + a? — a2,
Kvadratické &leny jsou ziejmé totoZné s kvadratickymi &leny véty
C'amotovy a véty kosinusové; musi tudiz byti

a2 = 2a2a3 Cos ; = 20,03, = 2a30,,5.

Ze jest g, = @z COS @, Gy,3 = @, COS @, plyne bezprostfedns z pravo-
ahlych trojuhelnikt 4,4,P, a A,P;4;. Ostatni plyne z podobnych
trOJuhelniku

A, APy 00 BiA, Py oo 4, A 3Ps,

z mchz obdrZime uméry 1219, = Oz * O3 = Qg3 * Gy,
ng azas/% = Qg 103 = Qg3 :

a po tpravé
' 2 = 20,03,3 = 20503,
anebo bezprostfedné z A 4B, P,, kde je
}zl —'.‘11 o8 a; = (ay5/a,) cos al,
¢ii - - Doy = 2a2a3 cos a;.
Obdrzime tudiZ uvazovany vztah ve trech tvarech:
Carnotiv vztah
_ a? = - @yt + ay? — 2“2“3’2 = %2 + as - 2“3“2 35
- kosmusova véta '
. o a‘2——a“”—i—a,?,z——2(12113cos'oc1
Coa L a?=al et —az
Véechny pre]dou v tro;uhe]niku pravouhlem pii A1 v Pythagorovu

B, | o =a? + b
3 _.nebot Jest pa,k
aa,,—-am—() cosa1--0 zl—-O
:»;,;;Oznaéime-h vjrraz ‘ ) ’

K "azz'f‘-‘“a —a’ = 2,2
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obecné ' 1?4+ pi% — a,? ="Z,2,
jest : o ,
S Z 2 /=
Qn+1,n—1 = ‘2a;:‘ An—1,0+1 = 2(1,,:.1 (VII)
cos a, = 2 (VIII)'
= ‘)an+lan——l ’ :
Y ~
R . IX
R = an . ( )

Nym miZeme Vy]adrltl 1 strany ortzckeho tro;uhelniku pomocl
umery (viz tabulka) I. 1, VIIL. 2 —1. 2, VIIL '

’ pla"-’ = a;0z,3;
dosadime-li (VII), obdriinie
a’lzlz

=

= a, cos ¢
2a,a, ! !

a obecné

anZn? .
Pn = o = @, COS o : (X)
N 2am+1an-l K S

\Tasobemm viech rovnic kazdého z tripli- VII VIII IX a X‘
obdrzime druhou souéinovou poucku (viz VI)

Hay 1101 = Hag—y n+1 = Hpn H’%zn = Ila, cos aﬁ, 5 (XI)
jejiz prvni éast vyplyva jiz z véty Cevovy.
Vysku A,P, =v v A A, dostaneme z. A\ 4,B,P;:
=gt —int= azzasz/al — (a;? + as® — u12)2/4a12 '

coz provedeno a upraveno da obecne o

Vp = -2—-1/22an+1 a,,_l —_— Z'a,, . ' (XII)

Vyraz pod odmocmnou jest pro vSechny hodnoty uka,zovatele n
invariantni, a jeho odmocnina jest zre]mé étyrnasobek ploéneho v
obsahu tro;uhelnika Ay

V=% V2Zan+1’a,.~1 — Za,, S (XIIa)] :

VAABPIJest' - L
o ) Sll’l (Zl. g 2a2a3 V2zan+1 an—-—l Za'n ’ .

. obecné T o R 1

' g ) sin a,. f_ _.._22__._. ‘ (XI'II) »

-9 o
A d1On—1

» .

Fotor
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" 7 dehot plyne V = {11701 Sin @5, N (XIIIa)
~ Pomér rovnic triplu (XIII) d4 '
8in @ : 8in @, : sin @3 = 2%/ [a,0, : 2V [asa, : 2V [a,as,
L po upravé vétu sinusovou
sin e, : 8in @, : sin @ = @yt dy A (XIV)

Sestrojime-li stied S, strany AZAS a stied V'’ kruZnice opsane
polomérem E, jest v. A A8, V' pti V' Ghel ¢, a platl vztahy la, =

= Rsin ¢, R = a,/2 sin a;, sin a, = a,/2R, coZz dosazeno do
(XIIla) da '
I1a,
. 4R
Nésobime-li je§té vSechny rovnice triplu (XIIIa), obdriime

‘ V3= J-[Ia,,2 II sin ey,

a8 ohledem na (XV), kde Je Ila,? = 16V2R2 zZnamy vzorec

v = (XV)

¥ = 2R?sin o, sin e, sin a,. (XVa)
Délku téznic 4,8, = t, lze urditi dvojim zpﬁsobem; budto z troj-
. Ghelniku A4,8,P, -vétou Pythagorovou = 0?4 (§0, — az,)?,

anebo rychleji z uvaZenf, Ze vyraz t2®— (éal) udava mocnost
vrcholu 4; vzhledem ke kruznici nad stranou A,4; o stiedu 8,
 a poloméru ia, Té% mocnost mé v3ak podle V. hodnotu azaa,a,

a podle (VII) hodnotu 1Z,2. Jest tedy t,2 — (4a,)? = }(ay® + as2 — .
—a, ), z éehoz obdrifme obecnd

tn = 3V2 (@n+1® + Gnr?) — aak. (XVI)

I Gseky na vydkédch A,P,, dolni P,V = d,, horni VA, = h,, lze
snadno uréiti; z podobnych. tro;uheln{ku VP44 a AP A4, dostaneme

“. jednak d;: ag,; = G : Uy jednak h; :a,; = a; : v;, a po dosazeni
- ze (VII), (XII) a Gpravé obecné. ‘

. _ Zn+12 Zn— B :
Cdy = o » - (XVIIa)(
o h,,=“;€“2- : - (XViIb)

Tyi vjrsledek obdrzime tngonometncky z pravothlych tro;uhelnikﬁ
VP,Aa 2 VPaAl, kde je: ph vrcholu V tihel ap: -

s a,,i.cotg a, Ivn i, xm), b _; s (VII VIII).
chny fxseéky, Jepchi délka jest . uréena vyrazem obsahu-‘v'-
‘Z,, ): mohou nabyn hodnoty 0, ]e‘h aa + aa* = a, __‘

‘,1_ . LS
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tedy v trojihelniku pravoahlém p#i vrcholu 4,. Jsou to Gsetky
Qg.3. O3.0, 21, Py, By, dy & dg. To souvisf, jak bylo ukézano, s polohou
boda B;, Cy, Py, Py a V. PonévadZz jest v ostrothlém trojahelniku,
v némz jest splnéna podminka a, > a; > a,, vyraz a,®+ as?> a,2,
jsou jmenované -Gseky vesmés.kladné. V trojihelniku -tupothlém
jest vBak a,® +'a;2 < a,2, a jmenované Gsetky jsou vesmés zaporné.

K prvkim kruZnice vepsané a kruzmc pfipsanych muaZeme
prejiti dvojim zptisobem:

a) Uréfme sin ¢, z cos ¢, znamym zpuso_bem:

2 2__ g2y
. a at —a
-sxn2a1=l—cos2a1=l——(2+ 2 O

4a,%a,?
(4@22% + a® + a® —a,?) (40,7 —a,’ —ag® + “12)
4a,%as? :
coz da obecne
9
SiN oy = —— - -~ VS (8 — @) (8 — ;) (s — ay),
An+1 an—l

a ve spojeni s (XIII) Heron@w vzorec
Vs I (s — a,).

Narysujeme-li jmenované kruznice o polomérech r, Ty, T3, T3y obdrz1-
me obvyklym zpisobem vSechny uZfvané vztahy

b) Nemusime v8ak provésti Zddnou novou konstrukei, uvazi-
me-li, Ze vySky A,P, jsou o8y vnitinich #hld 180° — 2q, v ortickém
tro;uhelniku P, P,P,, strany A,.+1An_1 pak osy jeho vnéjfich hli
2a,, nebot jsme dokazali, %e <L ApPaPrii = X Pp1Ppd, =
= 90° — @,, a pondvadZ jest A,P, | An+1A”_.]_e Jest tudiZ orto- -
centr V stfedem kruiZnice vepsané (o jeji polomér), vrcholy A,
sttedy kruZnic pfipsanych (g, jejich poloméry) v ortickém troj-
Ghelniku - P,P,P,. Stadi tedy povaiavati tento. trojuhelnik za
zakladni a trOJuhelnik dany AIA,A,, za tro]uhelnfk stfedit- S,?
kruZnic pi‘lpsanych '

Tim jsem wkdzal, Ze jest momo odvodm viechny relace stiedo-
Skolské geometrie troyuhelmlcu i na padé geomet'rte pmrozene’ z téhok
zdkladu —. z konstrukce. p-transversl. *) . .

. *) Predneseno ve schiizi odboru J CMF v Brné 4 V. 1933 0 né,métech

bude . diskutovéano tamtéf v zimnim obdobf. Proto prosim st¥edoskolské

Lolegy, aby laskavd zdujali stanovisko a sd8lili je sttuénd pisemnd Jednotd ..
sl mtematxkﬁ a fysxkﬁ A Praze II Vodiékbva 20 ne]pozdéjl do Jedﬂohorv ,
mésice.: :
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