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<

SUR CERTAINS POINTS REMARQUABLES D’'UNE CUBIQUE
RATIONNELLE PLANE.
B. BYDZOVSKY, Praha.

" (Regu le 26 Novembre 1949.)

La généralisation la plus natutelle du probléme des points d’inflexion
d’une cubique, c. & d., des points ou les tangentes ont avec la courbe un
contact triponctuel, est celle dans laquelle on étudie les points ot la -
cubique a, avec une z-ique, un contact du plus haut ordre possible, a
savoir un contact 3n-ponétuel. J’appellerai ces points tout court points
au contact 3n-ponctuel. Pour n = 2 on obtient les points sextactiques bien
connus, oit la cubique a un contact 6-ponctuel avec des coniques.

Dans cette courte étude du probléme annoncé je me bornerai aux
cubiques rationnelles. Pour une cubique ayant un point de rebroussement,
ce probléme est dépourvu d’intérét, puisqu’en cherchant les points én
question on retrouve, pour chaque valeur de n, le méme point, & savoir,
I’unique point d” inflexion de la courbe: C’est. donc la cublque nodale qui
fera 1’objet de notre étude.

Nous écrirons son équation sous la forme .
x3 4 23 — 6x,7,75 = 0. (1)

Pour cette foﬁne le noeud est le sommet O, du triangle de référence, les
t.angentes en, ce point sont les axes de coordonnees 0y, 0, €t les trois points
d’inflexion sont donnés par les équations

2, =0, z3 + 23 =

Cette équation de la courbe donne lieu, comme on sait, & l’expresslon
paramétnque des points de la courbe suivante:

A A )
J’ appellerm un pomt au pa.ramétre ¢ tout.court ,.le pomt £
Une courbe du n-iéme ordre :
xsuo-{-afg— w4+ ot up =0 (3)
(uq est une forme des x,, 2, dé l'ordre 3) coupe Ia ‘cabique (1) eti 3n points
dont les paramétres sont les racines de I'équation en ¢ qu’on obtient.en
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faisant, dans (3), la substitution (2). Cette équation est de I’ordre 3n.
Désignons ses racines par ¢; (1 = 1; ..., 3n). Puisque le coefficient de ¢3#
dans cette équation est le méme que son terme absolu, & savoir u,, les
racines #; satisfont & la relation suivante

bty o tgn + (=171 = (4)
ce qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que 3n points
%, ..., t3, de la cubique soient situés sur une courbe du n-iéme ordre.

.~ Par un calcul facile, nous obtenons I’équation dela droite passant par
les points ¢, t, sous la forme . -

2y(t85 — b — o) + Z[1 — t1t2(t1 + tz)] + 6x3t1t2 = 0. (8)
Rappelons encore qu'une cubique nodale est reproduite par un

groupe de six homographies, dont les equatlons sont, pour la cubique écri-
te sous la forme (1):

’ ’

’
Ty = T, Tg= X, Ty= T,
’ : ’ ’
T = X&), Ty = K%y, Ty = T, ) (6)
Ty = aPx], Ty = OX,, Ty= T,
_— ’ I ’ . ’
Ty = Ty, Ty= T, Ty= 7,
— ! — 2 ’ — 17
Ty = O, Ty= &T|, Ty = T, (7)
2 . ’ — ’
T = 6%y, Ty= &, Tz = T,

ol & est la racine cubique imaginaire de 1'unité. Les équations (6) expri-
ment l'identité et deux homographies cycliques & la période trois; les
points de la cubique se transforment par ces homographles suivant les
_ relations

t=—t ]/1 o (8)

Les équations (7) expriment trois homographies involutives; le

centre de chacune de ces homographies est un point d’inflexion, son axe

est la droite joignant le noeud au point sextactique dont le point tangen-

tiel est le point d’inflexion respectif. Les points de la cubique se transfor-
ment. par. (7) suivant les relations

t= ]/1 v (9)

Le noeud est point invariant pour le groupe tout entier; tout point

-sextactique'est invariant pour une homographie (7). Il n’y a pas, sur la
courbe, d’autres points invariants pour les homographies du groupe.

Une conique
Zauxix, = 0
se transforme par la deuxi®me homographie (6) en la conique

03D - Ggy0,? - Gag®s? + 219,25 + 2a,00,7, + 2045022975 = 0
220



drot 11 suit que les comques des faisceaux

Ags%y® + 20,5773 = 0, ag7y® + 20,537,283 = 0, ay,7:* + 2“23372"73 =0 (10)
sont invariantes par rapport, & la dite homographie; on voit de suite qu’el-
" les sont mvanantes par rapport au groupe cyclique (6) tout entier. Seule-
‘ment les coniques du premier faisceau (elles ont pour tangentes les tangen-
tes au noeud de la cubique, les points de contact étant situés sur.la droite
3 =0, joignant les points d’inflexion) sont, en méme temps, invariantes
‘paf rapport aux transformations ("), ‘donc, par rapport au groupe tout
-enfiers Je les appelerai tout court conigues covariantes. Il en.suit que tout
groupe de six points engendre par le groupe de transforma,tlons en ques-
tion se trouve sur une conique.
.. Abordons maintenant le probléme mdlqué au début. Pour un pomt
au contact 3n- ponctuel I’équation (4) a'lieu, si l’on y pose t = tg = ...=
= t35 = t, & savoir, léquatlon U
+ (—Ip-t=0. " - ' - Qan
Pourn = lonales pomts d'mﬂexxon, leurs parameétres satlsfont a
l’equatxon '
. 841=0. - ©(12)
‘Donc, les paramétres des points d’inflexion sont '
. : . i bni
—1, ¢, . T
Pour n = 2 l’equatlon (11) donne
0 —1=@FEB41)(r—1)=0 .
<. & d., les points d’inflexion (les coniques respectives sont les tangentes
L'inflexion comptées deux fois) et puis trois points satisfaisant a 1’équa-
‘tion :
$8—1= 0 . . (13)
2ni 4mi ‘
dont les racines sont 1,¢ 3 , e 3 . Ce sont les para.métres des trois points
sext&cthues en lesquels la cubxque a un contact 6-ponctuel avec des
coniques régulidres. :
En substituant pour ¢, on obtlent pour les coordonnées des points
sexta.cthues l'équa,tion ! :
xls —_— Za = 0 - . ’ '
On sait que s pomts sextactiques sont les pomts de contact des
tangentes menées a la courbe des points d’mﬂexxon On obtient une autre
‘propriété de ces points en déterminant la conique covariante qui les con-
tient. On obtient son-équation en déterminant les coefficients dans la- -
premitre équation (10) de sorte que ‘la comque respective contlenne le S
pomt 1 dela cublque on obtient ainsi la conique - . :
: - " Qaly -—z,x,...o oL o _.(14)'
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En éliminant de (1) et de cetite derniére équation z,,"on obtient
(@ — 2% =
ce qui nous dit que cette conique covariante touche la cubique aux points
sextactiques. La conique (14) est un covariant connu de la cubique. On
peut mener, d’un point ¢ de la cubique, deux tangentes & la courbe;
u étant le point de contact, la relation (4) donne
tu? + 1=0, ' (15).
d’olr uyp = + V:l_:_t, u; étant les deux points de contact. On a u,
+ ug = 0, uyuy = 1: ¢ et la droite joignant les deux points de contact —
je Vappelerai la corde appartenant au point t — a, d’apreés (5), 1’équation
@, -+ 12, + 6tz = 0. . - (16}
On trouve que I’enveloppe de cette droite est précisément la conique (14).
Appelons - la conique des cordes. On a le résultaht:
a) La conique des cordes d’une cubique nodale touche cette courbe en ses
points sextactiques.

Faisons remarquer que la conique (14) est la seule conique covariante
dont les points d’intersection avec la cubique ne sont pas distincts. En
effet, les points d’intersection de la cubique (1) avec la conique

- Aga%3% + 20,5717, = 0
satisfont & I'équation

Bag(1® + %) + T2a,9%,%25% = 0 -
laquelle on obtient en éliminant x; des équations des deux courbes. Pour
que cette équation ait une racine double, les deux relations doivent avoir
lieu:
. g%, (2,® + 2,°) 4 36a,57,%2,% = 0,
. . 3%y *(71° + %) 4 36a,,7,%2,% = 0.
Puisque les cas 2, = 0, z, = 0 ne donnent pas de racine commune, on:
tire de ces deux relations la suivante

C@y5(2y® — x,3) = 0,

Comme a3 + 0, cette relation veut dire que ce n est qu’aux: pomts
sextactiques que la cublque peut étre touchée par une conique covariante;
on retrouye ainsi la comque (14). 11 suit.de 1a:

b) Pour'n > 2 le nombre de poznte au contact 3n-ponctuel ést dwmbl,
par six.

En effet, par un de ces pomts une seule coniqtie covariante est dé.
terminde. Elle coupe la cubiqte en six points de la' méme éspéce, qui sont.
distincts, d’aprés le résultat précédent Si, par ces six points; le nombré
des points en question n’est pas épuisé, il existe une deuxitme conique
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covariante contenant six des points en qu'eétion Les deux coniques co- °
variantes n’ont d’autres points d’intersection que deux points de contact
situés sur la droite z; = 0. Donc, le théoréme est démontré,

Pour n = 3 on obtient les points au contact 9-ponctuel; en ces points
1a cubique a un contact 9-ponctuel avec des cubiques (formant un fais-
ceau). Leurs pa,ra.métres satisfont & I'équation

£ +. 1 = 0.
Les racines de cette équation sont ,

(2k+1)m
tr=e , 9 pour k—O 1,.

Xci, ¢, ¢4, t; sont les points d’inflexion, les points £, #,, £, L5, 25, t; sont les
points au contact 9-ponctuel proprement dits. Les groupes de' points '
to, s, tg; La, L5, tg SONt des cycles du groupe cyclique (6), ce qui suit de la
relation (8). On trouve facilement. que

U et 1 =0, gt 4+ 1= 0, tetsty 4 1 =0,

donc — voir (4) pour 7= 1 — les points ¢, Z,, ¢, sont en ligne droite, et
ains{ de suite. Donc, les deux triangles dont les sommets sont les points
des deux cycles mentionnés plus haut sont perspectifs, le centre de per-
spectivité étant un point d’inflexion. Ceci a lieu pour les trois points
d’inflexion; par suite, ces deux triangles sont trois fois perspectifs, les
centres de perspectivité étant les trois-points d’inflexion. Mais ceci
n’est pas une propriété caractéristique des points au contact 9-ponctuel;
cette propriété découle du fait que ces points forment deux cycles d’une
homographie cyclique 3 la période trois. En effet, chaque couple de tels
cycles se trouve en perspectivité de trois maniéres, les centres'de perspec-
tivité respectifs' formant encore un cycle.*) Les trois points d’inflexion
forment un cycle de Phomographie (6). On se rend facilement compte du
fait que ces trois centres de perspectivité sont situés sur‘une droite dans
le cas ou Jes deux ¢ycles en question se trouvent ce qu1 est le cas actuel
sur une ‘conique (et inversement). ' :

On trouvera une propriété _ca.ractéristique;des points é.u conta.ct‘ ‘
9-ponctuel en déterminant le point tangentiel d’un tel point. Soit # ce
point, ;" son point t.a,ngentlel d’aprés (4) pour 7 = 1 la relation a- heu

- tk tk -|— 1= 0
Il en suit »
, e (7—4k)ni

- #) Voir V. VOITRCH: Geometrie projektivni, p. 278,



‘o8 q\n donne, pour k = 1 4,7 les points d’inflexion, pour tout aitre %
. (< 9) des pomts au contact 9-ponctuel Donc, on a, tout d’abord, le
resultat . 4

) Le point tangentiel d’un point au contact 9-ponctuel est encore un tel
Le pomt tangentiel du point ¢, est le point ,, le point tangentlel
 de celui-ci est le point t; et le point tangentiel de ce dernier est le point ¢,.
De la méme maniére se comportent les trois points #,, g, ¢;. Appelons un
triangle qui est circonscrit et en méme temps inscrit & la courbe (c. & d.,
_dont les sommets se trouve sur la courbe et dont les c6tés sont tangents
4 la courbe) triangle tangentiel de la cubique. On peut alors énoncer le
- résultat suivant: -

e d) Les points au contact 9-ponctuel sont les sommets de deux trmngles
‘tangentiels de la cubzque

Ceci est une propriété caractéristique des points en question, puisque-
la cubique nodale posséde seulement deux triangles tangentiels. En effet,
A u, v étant les sommets d’un triangle tangentiel, les relations ont liew

t2ut+1=0, w4 1=0, v%+4+ 1=0.
En éliminant «, v, on obtient pour ¢ I’équation

| #4+1=0

c. a d, le sommet d’un tna.ngle ta.ngentlel est un pomt au contact-
9-ponctuel

. L’étude des: pomts au-contact 3n- ponctuel peut étre ratachée, pour
certaines valeurs de n, & un autre probléme concernant la cubique nodale

. Boit ¢, un point de la cubique, différent du noeud. On peut mener de ce:

point deux tangentes & la courbe; soit ¢, un des points de contact; désig--

. nons par ¢, un des points de contact des tangentes menées & la courbe du.
point ¢, en ainsi de suite. On obtient ainsi le point #, que j’appellerai.

- k-iéme point de contact du point ty. A un pomt ty a.ppartlennent 2% points ;..

Les relations ont lieu:

. .t,,t1=+1._.0 tlt,+1=0 t,,_lt,,2+1_=0.
I en. suit B - . L
S _,%"% (— o)~ VF

e = (— to)(. ¥ ' (17)’1

s

: “ce’ qm donne blen 2k dlfférentes valeurs du pa.ramétre tr.

r appel]eral h-itmé eorde du’ pomt 1o ﬁoute dorde  qui ]omt deux



h-iémes points de contact de ce point. Une A-iéme corde du point ¢, est
bien entendu, (k — j)-iéme corde d’un point £,. Considérons deux A-i¥mes '
cordes du point ¢, qui ne sont, en méme temps, (b — j)-iémes cordes d’un
point ¢; pour aucune valeur de j > 0. Ces deux cordes se coupent en un
point que j ’appellerai, dans.un sens plus restreint, point d’intersection
de deux k-iémes cordes (c. & d., je ne considérerai les points d’intersection
de deux h-idmes cordes qui sont en méme temps, des cordes (h — j)-
iémes pour j > 0). Si I'une des deux cordes considérées est (hA—1)-
-iéme corde du point ¢,, Pautre est (b — 1)-ibme corde du point — ¢,
(t,, —1; sont les deux premiers points de contact du point #)). Rempla-
¢ons la formule (17) par deux formules, I'une qui exprime les k-itmes
points de gontact dérivés du point —¢, et que je désignerai par #;, et
l'autre qui exprime les k-i’émes points de contact dérivé du pointt, et que
je désignerai par t;. Puisque ces points sont (k£ — 1)-iémes points de
contact des points —t,,#,, les deux formules sont, d’apreés (17):

tr= (8)P*T, = (—)(-DF L, - (18)

s

Il en suit la r;la,tion
t]:; ] tk(—' l)(_“k-l = Ekt];

Ep—= (— )0 — (ywkt

La corde appartenant au poini; i, 8, d’aprés (16), I'équation

¥, + iy + Blyzg =0 (19)
et celle, appartenant au point thy 8 I’équation ’ - _
)+ %, + 6tiz, = 0. : (20)

Ces deux cordes sont (k - 1)-i¢mes cordes du point £, telles qui ne sont -
(k + 1 — j)-itmes cordes pour j > 0. Déterminons le lieu du point d’in-
tersection de ces deux cordes; ce sera, d’aprés la définition donnée plus,
lelieu des points d’intersection des cordes (k -}-'1)-iémes. En substltuanb
pour £/, léquatlon (20) peut 8’écrire ’

PR Ekakx, + 6E'kths —o0. @1y
En éliminant, de (19) et (21),1e paramétre t;,, on obtlent l’équatlon du heu

cherché:
(1 —|— E;)2 xlx,, — 36K x4 = O _ - (22) _

La racine de T'unité E; prend 2k-1 différentes valeurs, Soxent E s Ek deux.
différentes valeurs de cette racine. Pour que la conique expnmée par ("2)‘ )
soit la méme pour les deux valeurs £y, Bi’ . il faut que ; :
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C o U B Be= (L4 B < B
dobilsuit = - ) ;
Ey+ B3 =B+ By ' c.ad Bi=Ep "

Dohc la conique (22) est Ja méme pour deux différentes valeurs de Ej,

(B! est tou,]ours différent. de Ej). L'équation (22) exprime 2%—2% diffé-
rentes coniques. Donc, on a ce théoréme:

o) Lelieu des points d’ mtersectwn de.s h-zémes cordes sont 2"-3 comque.s'
oovarwntes

Déterminons d’autre part une conique covariante contenand un point
. .au contact 3n-ponctuel. Pour un tel point l’équatlon (11) ‘& heu, d ou 11

suit
1

= (1 g
ol 11 faut prendre le signe -~ (—) pour # pair (1mpa1r) Les coordonnees
d’un point au contact 3n-ponctuel sont .

2

1 2 1
2y = 6 (+ 1)3", 2y =6 (4 1)3“, 2y =14 (£ 1)

Par un calcul simple on trouve I’équation d’une conique covariante con-
tenant ce point sous, la forme

1 1 '
i+ (:{: 1" 2,23 — 36 (4= 1) 232 = 0. (23)

Pour que cette conique soit: idenfique a la conique (22), il faut que les
relations aient lieu ) !

2
ES 1)" = gE, [1 + (& 1)"] =o(l+ By
En éhmmant la ra.cme (+1)", on, obtlent pour g l’equatlon
C F ) F By =0,

o .
8) Fgt+1=0,0=1, u:lﬁ By

. b)1FotEr=0,p= Ei? o (= 1)" E’;, ce qui est encore-une ra-
<ine E;. Donc, en tout cas o
. 1
REERE AR A
: 1
- Pour le sxgne mfeneure n = 2¢-1, pour le. s:gne supéneur + 1)" =.

= (-— 1)“)’"'l - (4 1)@*, done n = 2*. Ainsi, en tout cas; n est un nom:
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bre pair (pour k> 1) et il faut prendre le signe supérieur. Donc, on &
n = 2%,

Cette condition, qui est nécessaire, est encore suffisante pour que les deux
coniques (22), (23) soient identiques. On a le théoréme:

f) Pour n = 2%, o k > 1, les coniques covariantes qui contiennent les
_points au contact 3n-ponctuel sont identiques aux coniques lieux des poinis
d’intersection des cordes (k - 1)-iémes.

. Il en suit que le nombre de coniques éontenant les points en question
est 2¢¥—2, I’équation (11) donne pour n égal & 2%:

. .2 _1=0
ou bien : '
. (@21 __1)“3.2"—1_*_ 1) =0.

La premiére parantheése egé.lée & zéro fournit les points au contact 3 , 2¢-1.
-ponctuel; pour les points au contact-3 . 2%- ponctuel on obtlent

#3241 =

Cette equatlon a 3.2kl = 6, 2k2 racines; les points en questxon se
trouvent en effet sur 2¢—2 coniques covariantes,

Faxsons encore Temarquer, que pour k¥ = 1 (le cas exclu plus ha.ut)
‘ ’ By=—1 )
et, alors I’équation (22) donne la droite %y = 0, On a le résultat:

.. 8) Les points d’intersection des cordes deuxiémes se trouvent sur la
. ligne 7ozgmmt les points d’inflexion.

, Pour k = 2 on obtient comme equa,tlon de la comque lieu des cordes .
tromémes o _
' 1822 — xla:, =0

ce qm est, d’aprés le theoréme f), en méme temps la conique covana.nte
.qui contient les six points au contact 4-ponctuel.

- 11 vaudrait peut-étre la peine de chercher des propriétés caractéris-
tiques des coniques contenant les points 3n- ponctuels pour des valeurs de
n» autres que celles auxquel]es se borne le théoréme f).

‘ Nék'_teré vjzna¥né body racionélni kubiky rovinné.
(Obsah ptedeslého ¢lanku.)

- -Problém inflexnich. bodd kubické ktivky se nejpfirozensji zobecni
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tim, %e se studuji body, v nich¥ maji s kubikou styk 3»-bodovy kfivky
stupné n-ho. Budu takové body nazyvati 3n-dotykové. Toto zobecnéni
vede pro n = 2 ke zndmym bodim sextaktickym. V pfedchozim é&éldnku
se zabyvam timto problémem pro kubiky racionélni a to nodédlni, poné-
vadZ pro kubiku s bodem tvratu nemé tento problém vyznamu.

PiSeme-li rovnici kubiky v tvaru (1) v predchozim textu, lze soufad-
nice jejich bod& vyjédfiti parametricky v tvaru (2). Podmfnka nutnd
& dostadujici pro to, aby 3n bodd kubiky o parametrech ¢, ..., t5, leZelo
na kfivee n-ho stupné, je vyjddfena rovnici (4), jejichZ disledkd je v dal-
8im stédle uZ{védno. Rovnice (5) vyjadiuje spojnici dvou bodi ¢, ¢,. Pfipo-
merime si také, Ze noddIni kubika se reprodukuje grupou Sesti kolineaci,
které jsou vyjadieny rovnicemi (6), (7); rovnice (8), (9) ukazuji, jak se pii
téchto kolineacich transformuji parametry. Viechny kuZelosedky

g5} + 2019273 = 0

jsou invariantn{ vii¢i viem kolineacfm uvedené grupy. Nazyvéme je strug-
né kovarianini kuZeloselky.

Parametry bodid 3n-dotykovych jsou dény rovmicf (11). Pro n =1
se dostanou body inflexni, pro n = 2 jednak body inflexni, jednak t¥i
body sextaktické. Body sextaktické maji za body tednové body inflexni.
Dalif jejich diilezitd vlastnost je, Ze kovariantni kuZelosetka, kterd je obsa-
huje, se v nich kubiky dotykd a je zdrover; kufeloselkou t&tiv kubiky. Polet
bodit 3n-dotykovych pro n > 2 je vidy délitelny Sesti; tyto body lest po Sests
na kovariantnich kuleloselkedch.

Pro n = 3 dostdvéme body 9-dotykové, jichZ je Sest. Tvoii po t¥ech
vrcholy dvou trojihelniké, které jsou trojndsob perspektivni, p¥i demz
stiedy perspektivnosti jsou tii inflexni body. Tato vlastnost neni pro
tyto body charakteristickd, nebof jim pisludf jakoité dvéma cyklim
terndrné cyklické kolineace (6). Charakteristickd vlastnost téchto bodil je ta,
Ze jsou vrcholy dvou teénovych trojihelnikit kubsky, t. §. trojihelnikd kubice
opsanyjch @ zdroveri vepsanych.

Studium n&kterych bodi zde uvaZovanych lze uvésti v souvislost
8 jinym problémem tykajicim se kubiky. Nazveme k-tgjm bodem dotyku
bodu t, dotykovy bod tedny, kterou dostaneme, kdyZ z bodu ¢, vedeme ke
kubice teénu, z dotykového bodu dalsf teénu a to opakujeme k-krat.
k-tych dotykovych bodi je 2% a jejich parametry udévé vzorec (17).
Spojnici dvou dotykovych bodfé k-tych nazveme k-tou tétivou bodu t,.
Uvazujme dvé tétivy h-té, které nejsou zdroven tétivy (h — 5)-t6 bodu ¢,
pro j > 0. Geometrické misto prisedikii takovych tétiv jsou urdité ko-
variantni kuZelosetky v podtu 24-3; jsou dény rovnicf (22) proh = k 4 1.
Plati pak véta, e pro w = 2%, kde k > 1, jsou kovarianiné kuZelosetky



obsahujict body 3n-dotykové (a dané rovnici (23)), totoZné s kutelosetkams,
které jsou geometrickd mista priseétksd (k 4 1)-nich tétiv.

. Pro k = 1 dévé rovnice (22) pfimku z; = 0. Tim je dokdzdno, %e
geomelrické misto prisettkd druhyjch tétiv je primka spojujict inflexnt body.

Bylo by zajimavo hledati geometrické vlastnosti kovariantnich
kuZelosedek obsahujicich body 3n-dotykové také pro jiné hodnoty n.
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