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Les points, les plans, et les droites en coor-
données homogeénes.

(Notes de M. Enrico d’Ovidio, prof. au licée Principe Umberto & Naples.)
IL

15. Reprenons la considération du tétradédre A, 4, 4, A,,
et désignons par Ze,, ey, ey, Loy les distances du point A«
aux plans X,, X,, X,, X,. On voit aisément, d’aprés le n°12,
que la résultante ordinaire.des aires planes (X,, a,), (X;, ;)
(X,, a,) est égale a—a,, et quelle est placée dans un plan
conduit par le point A, parallelement au plan X;; de sorte
que ce plan aura par rapport au point A la distance Ze,—z,,,
en désignant par x,, la distance de 4, & X,. Si nous prenons
donc les moments des aires composantes et de la résultante
par rapport au point 4,, et si nous appliquons le théoréme du
»n°12, nous aurons :

Gy Loy = Ay Tty = 0, Loy = — al(xa, — ),
c est-a—dlre .
Z ez, =3V (r=1,2,3, 4), C(29)
puisque @, z,, = 3V. .

Les quantités 2, ,...,2«, ont regu la dénomination de
coordonnées quadriplanaires du point A¢ par rapport au tétra-
édre; car, sil'on donne trois d’entre elles, ou encore les rapports
de trois d’entre elles & la quatrieme, les quatre quantités seront
toutes déterminées d’une maniére unique, ainsi'que le point A«
lui méme; et réciproquement, le point A« étant donné, les
quatre quantités @e, ,.., seront uniquement déterminées. L’é-
quation (24) exprime-la relation fondamentale .qui he les €oor-
données quadriplanaires d’'un point.

15
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Nous préférons souvent d’employer au lieu des qgiantités
Oy Zay Oy Loy Ay oz AyZoy,
3V ' 3V’ 3V ' 3V’
nous appelons ces rapports coordonnées tétracdrales du point
Ao, et nous les désignerons par les symboles ze;, Zag, Zag, Zoy.
La relation fondamentale entre ces nouvelles coordonnées sera
: e =1 (r=1234). (24)"
16. Les produits @, Zey,, — @ Tay, Oy Ziy, — @, Ze, Etant.
réspectivement égaux & un tiers des tétraddres .de 4, 4, 4,,
Ao A, Ay A, Ao A, A, Ay Ac A A, 4, il résulte du n°13
que le point (4e, 3¥) est le barycentre des quatres points
(4y ,a,2%) , (dg 5 ,2%) , (45 , a370,) , (4, , @,2e,). Si nous pre-
nons donc les moments de tous ces points par rapport & un
plan arbitraire X1, nous aurons (n°14).

Zr ar zor Err = 3VEe (r = 1,2, 3, 4), (25)
en désignant par &1, ,..,£& les distances du plan X, aux
points 4,,..., da.

Pour que le point A« tombe dans le plan X3, il faut et
il suffit que &1« = 0, c'est-a-dire que

Z, a, Tor E1r = 0. (26)

Par conséquent, si Ae est un point quelconque du plan
X1, cest-a-dire si X3 est le liew du point Ae, les coordonnées
%oy ,... du point A« seront variables, tandisque &1, £&1,, &1,
£1, resteront constantes; et comme elles suffisent & détermi-
ner parfaitement le plan X3, ainsinous appellerons ces quan-
tités les coordonnées quadriponctuelles du plan X1, et Iéqua-
tion (26) sera Uéquation du plan Xa.

Si, réciproquement, X1 est un pian quelconque qui passe par
un point Ae, cest-a-dire si A« est Penveloppe du plan X, les
quantités Ell , «». seront variables, tandis que Zey ... demeu-
reront constanteb et Véquation (26) sera l’equatwn au pomt A«

~Souvent nous employons, au lieu de &1, ,..., les rapports
a 1, a1, aé, a,él
"8V '3V 3V '3V ' e
les symboles £i;,81, §2;,81,; et nous les distinguons par la
dénomination. de coordonnées tétraédrales du plan Xai.
- D’aprés les définitions précédentes, I'équation (25) peut
g'écrire aussi sous trois formes différentes :

Zay, Tog, ez, Tay, l€s rapports

pous désignons ces rapports par
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2er Ear Ghe

Lr.’fm‘fh—§1a,2raar§11—§laax ar -= 37 ° (25)

selon que Ton emplow lés coordonnées quadriplanaires ou té-
tragdrales du point Ao, et les coordonnées quadriponctuelles
ou tétraedrales du plan Xa.

Une remarque analogue va se présenter souvent dans la
suite; car toutes les fois qu’une formulc renferme des ‘coor-
données de points et de plans, on peut faire quatre combinai-
sons entre ces coordonnées. Nous nous bornerons chaque fois
4 une seule combinaison, étant la transformation d’une d’elles -
dans les autres bien facile.

17. L’équation (25) montre que les aires (X,,8,),
(X,, 81,), (X5, 814), (X, &2,) ont pour résultante laire (X2, 1),
d’apres le théoreme des moments du n°12, Par conséquent, si
Pon applique & ces aires les formules du #°12, on trouve, en
indiquant par Xy un autre plan -arbitraire,

cos (Aw) = Zr &ar cos (ur), ©1))

1 = Zr §ar cos (Ar), "~ (28)

cos (A1) = Zy &r cos (17) , ..., cos (M) = Zr Eur cos (47), (29)
1 = Zrs &r &as cos (rs) , (: =1, 2, 3,&4.) . (30)

La derniére équation exprime la relation fongiamentale entre
les coordonnées d’un plan.

Des équations (27) et (29) on' tire, en changeant dans
(7) 4 en g et viceversa,
cos (Aw) = Zrs Ear Eus cos (rs); (31)
formule, qui donne Ie cosinus de I'angle de deux plans, et qui
renferme comme corollaire la formule précédente.
L'équation (31), & Paide des formules (17) et (18) du
7.8, prend deux autres formes:

0 0 &4 &, &, &,

0 01 1 1 1

L&, 1 0 0%, 0%, 0°
144 V%os (Au) = | 3"? ¢ 31y
() 5“2152066;?.()

Euy 1 0%, 0% a2,

épy 1 646 s 07

15*
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‘ — ycos (Aw) O £, gx; .

- 0 o1 1 .
fp, .10 0°%,. /=0, @31)”
'El‘z 16221 0

d’ou T'on déduit deux autres formes de la relation (30), en
faisant g = 4.

Si Von emploie deux tétraddres, les formules (29), ete: se
changent dans les suivantes:

cos-(A1') = Zy Earcos (1Y) ,. .. ,’cos (AdY) = Xy &ar cos (r4‘), (29)

1 = Zip §1i §ap’ cos (ip’) 30y
( t=1,...,4
p'=1..., 4 »
cos (Aw) = Zip' §1; Eup' cos (ip’), 31)*
0 0 591 fli .
0 01 1

144V VY cos () = | &pyr 1 0% 0% .
‘fﬂz’ 1 d22'1 622‘2 .

—Jcos(dp) 0 &, &y

’ 0 0 1 .
o 0 0%y 0%, .|=0, @D
fﬂz" 1 07 2l d\22’2 _ ' :
etc etc

18. Une équation linéaire entre o, ,... To, OU 2oy ... 20,
Zr pir Tor = 0 o Zppir Xar = 0,
- représente un plan, c’est-a-dire le plan qui a pour coordonnées
' 1 3Vpu
p ou &1 = 2

§1i=-
" Zhs par pas cos (rs) Zar as pir pis cos (rs)

¢ désignant successivement 1, 2, 3, 4, et : =1, 2, 3, 4

Une équation linéaire entre £1,,...,&1, ou §,,...,8, -
Zr or Etr = 0 ou 2y war §1r = 0y
représente le point qui a- pour coordonnées
- Mo 3Vroi
Rt = ou Lot =

e, 4. e, - 0% .. e T,
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Au moyen de ces relations on pourra toujours transformer
les formules qui renferment les quantités z, #, & §, pour faire
qu’elles porter a renferment les quantités p et =.

19. Désignons par D une droite indéfinie, donnée de po-
sition et de direction positive; et portons sur cette droite un
segment égal & l'unité. Sur les arétes du tétraddre 4, 4, 4, 4,
on peut toujours déterminer wuniquement un systéme de six
segments, dont le segment donné (D, 1) soit le résultant ordi-

_natre,*) c'est-d-dire tel quon le définit en Mécanique, lorsqu’on
regarde les segments comme des forces.

Réciproquement, si I'on donne cinq segments sur cing
arétes du tétraedre, on peut déterminer sur la sixiéme aréte un
autre segment, qui, composé avec les procedents, donne un
segment résultant ordinaire.**) Ce segment est I'unique: le ré-
sultant sera de méme uniquement déterminé de grandeur et de
direction, et sa droite sera déterminée de position. Si l'on
change la grandeur du segment résultant en le réduisant & I'u-
nité, les composants changent leur grandeur dans le méme
rapport; et si 'on renverse la direction du résultant, il en arrive
de méme des composants: dans P'une et dans ’autre hypothese
les trente rapports mutuels des composants demeurent invari-
ables. De 14 on conclut que, si 'on donne les rapports de
quatre composants & Pun des restants, et si I'on veut que le
systtme admette un résultant ordinaire et égal & I'unité, les six

*) En effet, si D coupe X, au point p, on peut décomposer le segment
donné en deux: le premier suivant p4,, le deuxidme suivant linter-
section des plans D4,, X,. Le premier se décompose en trois, sui-
vant les arétes 4, 4,,4,4,,4, A,; et le deuxiéme (si I'on appelle
q le point ou sa droite coupe 4,.4,) se décompose ‘en deux: Pun
suivant D'aréte 4, 4,, Vautre suivant ¢4,. Celui-ci enﬁn ge décompose
en deux suivant les arétes 4, 4,, 4, 4,.

**) En effet, si les segments’ donnés existent sur les arétes 4, 4,, 4, 4,, )

A, A,A,4,, A, A,, composons les trois premiers, et supposons que la
droite du résultant ordinaire coupe le plan 4, 4, 4, au point p; com-
posons encore les deux derniers, et supposons que leur résultant
ordinaire coupe 4, 4, au point ¢. Sur la droite 4, 4, déterminons

le segment qui, composé avec ce résultant, donne un‘résultan't ordi-

naire passant par p; et composons ce dernier résultant avec le premier,
Nous aurons ainsi le sixidme segment et le résultant en question.
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segments composants seront uniquement déterminés de longueur
mais non de direction; et le résultant appartiendra & une droite
qui sera déterminée uniquement de position, mais ne sera pas
déterminée de direction positive.

11 résulte de tout ce qui a été exposé cx-dessus que I'on
peut choisir comme coordonnées d’une droite par rapport- & un
tétraddre, les rapports de quatre parmi les six segments com-
posants d’un segment égal & l'unité et pris sur la droite, & I'un
des deux, qui restent;*) cependant nous préférons d’employer
comme coordonnées les six segments eux-mémes. On voit que
ces nouvelles coordonnées ne sont pas tout & fait indépendentes
‘entr’elles, et nous nous occuperons bientét i exprimer leurs
relations mutuelles au moyen de deux équations.

20. Cela posé, jappelle indifféremment A;4; ou A4x 4; la
droite indéfinie qui passe par les points A4;, 4 considérée dans
sa position et dans sa direction positive; tandis que dx (=— 0%)
désigne la distance, positive ou negative, de 4; & 4. De plus
j'appelle:

Cig €6 Gy, 05 b €y, 0, €L €y
les composants du segment (D), 1) suivant les arétes
' A4, et 4,4, , 4,4, et 4,4, ,A4,4, et A,A4,;
et M, et My, , M, et M,,, M, et My
les moments de la droite D par rapport aux mémes arétes.

Je suppose que ¢,,... et M,,,... changent de signe
lorsque on renverse l'ordre des indices dont ils sont affectés.
Par conséquent, si I'on désigne par ¢kmn une permutation du
groupe 1, 2, 3, 4 donée d'un nombre pair d’inversions, = cx
et &+ cnn seront les composants suivant les arétes opposées
Aidy, Am A ; et My, M,, seront les moments relatifs aux
mémes arétes.

D’aprés un théoréme coinu (n° 14),**) le moment du segment
(D, 1) par rapport a A4;d4; est égal a la somme des moments

*) 11 faudrait y ajouter le signe d’un segment, pour determiner aussi
la direction positive de la droite.

**) Dans Pendroit cité, ce théoréme a ét6 ¢noncé seulement pour des
droites sitnées dans un plan; mais il se généralise aisément pour
des droites admettant une régultante ordinaire, bien qu’elles ne tom-
bent dans un méme plan,
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des segments composants; et comme les moments des compo-
sants placés sur les arétes qui aboutlssent aux points 4 A,
sont nuls; ainsi P'on a
My = Cn mom (A; Az , Am Ay). (32)
Cette relation prouve que ’on pourrait bien prendre comme
coordonnées de la droite D les moments M,,,... ou bien des
composants Cypy ...

Relations métriques en coordonnées de droites.

21. Soit D‘ une autre droite; ¢'y7q¢y ... les composants
du segment (D, 1) suivant les arétes A,-4,.,... d'un second
tétraédre de référence A, A, A, A, 5 et Mype, ... les mo-
~ ments de D par rapport aux mémes arétes. Le moment de
(DY, 1) par rapport A une droite arbitraire étant égal a la
somme des moments des composants c¢’,r,..., O0 aura, par
rapport & A;A4z,

Mg = Zipr g ¢y q:mom(A Ax, AP'A )
(g’ = 12,13, 14,23, 34", 42').
D’apres la méme ploposition on a
, . mom (D D)= Zpea M's
(zk-—12 13, 14, 23, 34, 42);
et si I'on remplace ici M‘; par sa valeur, on trouve,
mom (D D) = Z, prgs it €'prgr mom (A; Ax , Ay Ag).  (33)

(k=12, 13, 14, 23, 34, 42 et p'g’ =12',.....);
équation qui donne le moment de deux droites D, D’ détermi-
nées patr leurs coordonnées. relatives & deux tétraddres de
référence.

Les deux drmtes sont placées dans un méme plan (pa-
ralléles ou convergentes), lorsque mom (D D') =0, c'est-a-dire
lorsque les coordonnées des droites remplissent la condition::

Zit, prgt Cin C'pr o mom (AiAy  Apr Ag) = 0.

- Cette condition est satisfaite aussi, lorsque les deux droites
" coincidenf; par conséquent on aura toujours cette premiére
relation fondamentale et homogéne entre les coordonnées d’une
droite D par rapport & deux tétraddres: .

Zit, p'gt Cie Cpr g oM (A Ay 3 Apr Ag) = (34)

En projetant - le segment (D, 1) et ses composants sur -
la drmte D', on a
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cos (D , D) = Xz cq cos (1M, Ai i) ; (35)
et en projetant (D, 1) et ses composants sur 4; 4,
cos (D', A; Ar) = Zp ¢ C'peqc0s (Ai Ai y Ay Ay).
.De ces. deux équations on tire _
€08 (D D) == Z g Cir C'peqe €08 (As Aiy Ay Ay) ; (36)
formule qui donne le cosinus de l'angle de deux droites dé-
terminées par leurs coordonnées relatives a deux tétraédres.
Faisons coincider D’ avec D; nous aurons la deuxiéme
relation fondamentale * entre les coordonnées d’une droite par
rapport aux deux tétraedres,
1 = Zi prg’ Cir Cprgr €08 (Ai Aiy Ay Ag). (37)
Elle n’est pas homogéne.

22. Supposons & présent, pour rentrer dans le cas le plus
ordinaire, que le second tétraédre se confonde avec le premier:
alors les équations (33), (36) donnent le moment de deux droites
D, D' et le cosinus de leur angle en fonction des coordonuées
de ces droites par rapport & un méme tétraédre: on a
mom (D D) == Zigmn (Cit: ¢'mn ~+ 't Cun) mom (A; A , Am A2) (33)

(ekmn = 1234, 1342, 1423),

c0s (D D') = Zg, pq Cix ¢'pq T08 (Ai Az , Ap Ay) (36)
’ o k
X (;q =12, 34, 13, 42, 14, 23)).

Dans la méme hypothese les équations (34), (87) donnent
les deux relations fondamentales entre les coordonnées d’une
droite par rapport & un tétraédre.
0= cn cgy mom (4, 4, , Ay A) + ¢,5 ¢,y mom (4, 4, , 4, A4)+

Crq Cpy mom (A, A, , A, 45), .. . . (3%
1= 2y pqci Cpq €08 (Ai Ar y Ap Ay)- - @8y

On voit que ces deux équations sont du second dégré, et
que la premiére est homogéne.

23. Imaginons un tétraddré, qui ait pour arétes opposées
une aréte du tétraddre A, 4, 4, A, et un segment égal & Tu-
nité sur la droite D : nous aurons ainsi six tetraedres, et le
volume de célui qui corresponde & I'aréte A; A, sera exprimé*)

K

*) Le volume d’un tétraddre est égal & un sixiéme du produit de deux
~ ardtes oppposées multiplié par le moment des droites dont ces ardtes
font partie. )
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par 10a My, c'est-d-dire [d’aprés (32)] par 2w 0umom (A; Ax,
A, Ay). Ce volume, divisé par le volume du tétraddre 4, .. 4,,
qui a pour expression V =0y 0, mom (A; Ax , Au A,), donne

;’"” ; et je désigne ce quotient par ya, Cest-i-dire je pose
yzkz—;:: , d’olt Com =Yik O (38)

On voit par 13 que les six quantités
Yie Y341 Y13 1 Y32 Y145 Y3
pourront étre employées comme coordonnées de la droite D par
rapport au tétraddre 4, .. 4,, au lieu de ¢,,,... et de Mm,
C’est ce systeme de coordonnées que nous allons employer le
‘plus souvent dans la suite. *)

Commencons par transformer les expressions que I'on vient
de trouver pour mom (D D’) et cos (D D*), a l'aide de la relation
(38) : nous aurons

mom (D DI) = GE,kmn,p ‘Q'r's! :l/,k y p'q’ s Am A Ar' Asl (39)
skmn = 1234, 1342, 1493, 3412, 4213, 2314
( plYr's = 1234 . ..o e ) !
08 (D D*) = Zigumn, prg'r's' Yik Y'pq* Omn Ovrs €08 (Am An y A Ay), (40)
d’oll

.
38 (D D) = 5507 Zinarahal'yuis axciy ayrsin (i) sin (g cos (ikp'q’) - (40)

(k =12, 34, 13, 42, 14, 23 et p' ¢’ =12/,34,.....);
et dans le cas d'un seul tétratdre, -

mom (D D) = 6V (4,, '35 + Y34 Y10+ Y13 Y42 + Y4213 +
. Y14 Y2+ Y23 Y1) » (39)
€08 (D D') = Zmnpgrs Yix Y'pg Omn Ors €08 (Am An , A, 4,) (40)"

tkmn
pqrs— 1234, 1342, 1423 ,3412, 4213 2314)

*) Ce systtme a été introduit par M. Cayley (Quarterly Journal t.
I p. 226, 1860 et Transactions of the Cambridge philosophical
Society vol. XI p. 11), et il a été repris par M, Zeuthen (Mathé-
matische Annalen vol. I p. 482, 1870). Dans lexposition des prin- |,
cipes fondamentaux de ce gystéme j’ai suivi de prés M. Zeuthen;
et je me flatte d’avoir porté quelques perfectionnements dans cette

~ exposition,
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cos (D D)= q‘]lﬂ kpg YiuY'pa Qi A ApagSint (ik) Sin (pq) cos (ik, pg)  (40)"

ik _
 (pg=12 3413, 421 23).
. Dans ce méme cas les deux relations fondamentales (34)
(37)" entre les coordonnées d’une droite se réduisent i
Yi2 Yss F Y13 Yar + Y14 Y23 = 0, (41)
1 = Zitun, pgrs Yit Ypq « Omn Ors €08 (Am Arny Ar Ay) 42)
dont la deuxitme peut S'écrire aussi
2
v == Zit,pq Yik Ypq « Ci Qx Ap Qg sin (1K) sin (pq) cos (th, pg). (42)
24. Si dans la formule (35) on remplace I’ par une droite
D@ perpendiculaire au plan X;, on a, en désignant toujours
par ¢kmn unn permutation de 1,2,3,4 avec un nombre pair
d’inversions,
cos (D D®) = ¢y cos (D® s Ai A) F Cim c0s (DP, A; A) = ciacos (D@, A; 4,),
' et d’apres (38), ~
€08 (D DD?) = Yy Oyt cos (DWy A; Ar) + YurOim €08 (DP, A; An)+
Yim Oin cos (DD | 4; Ay):

les: coefﬁments de Ymn , ...s0tant égaux 3 la distance de A; &
V4

X, cest-a-dire a

— , on trouve
IS 14 ,
cos (D D®) = (Yim =+ Y == Yrie )s
. et on en déduit

c0s (D DW) = 2Ly, o5 D D®)= 31 Y,, cos (D D®) =
1 .

3V ¥, cos (D D{*))-EKY (43)
) .

en” posant

Yy =Yt Yt — L=+ Y0+ Y%, Vs =y, +
Yo+ Y2ay— Yy = Y10+ Yoz £ Yn-

Ces formules nous permettent de donner de nouvelles ex-
pressions pour cos (D D’) et pour la deuxitme relation entre
.. 1es coordonnées d’une droite. En effet, si dans I’équation (22)
“du #°9 on remplace Xo , Xp ) X,,... par les droites D, L

D, ... (ce qui est permis), l’équatxon (22) devient
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— 2c0s (D D)=2%,Y; Y\ 0%, (44)
(=123 4 et p'=1, 2, 3, 49,
d’ou I'on tire

— 205 (D D) = Zyp Y: Y%, 0%, (44)/
) i
‘ (p_ 1, 2, 3, 4)
et 2= Y; Ype 0% (45)
—2=2,%,Y,0%. 45y

On pourrait transformer de la méme maniére les équations
(19), (20), (21) du »°9..

25. Avant de continuer la recherche des relations meétriques
en coordonnées de droites, il faut d’abord établir deux formules
importantes, qui d’ailleurs auraient bien trouvé leur place au
n® 12. _

Supposons que X,,...,X, et X;,..., X, désignent deux
systémes de directions données, et qu'une droite variable (Xe,
ax) ait pour composants suivant le premier systéme ae,,...,qan
et suivant le deuxidme aoy,... yaen'. Faisons des hypothes
analogues pour les droites Xg, Xy, X, et projectons le systéme
Aay, .., Gan sur Xy et le systéme ay1e, ..., ayn’ sur Xeo: nous
aurons

e cos (Xe Xy) =%, aor cos (X, Xy) (r=1,...,m),

ay cos (X, Xy ) = Z, ays' cos (X, Y,) =1,... , n),

et par conséquent
ac ay 08 (Xo Xy ) =Zip aci ayp' €08 (X; X ) - (46)
¢t=1,...,met p=1',...,0).

Cela posé, si dans la relation connue [éq. (1) »°3],

sin (Xa Xp) sin(Xy Xe ) cos (X Xp, Xy X&),
_leos (X Xy ) cos (X Xe)

" leos (Xg Xy ) cos (Xp Xe )|’
on remplace la valeur de cos (X« Xy) donnée par DI’équation
précédente et les valeurs analogues.de cos (Xa Xe),. .., il
résulte - ’ ' )

ax ag ay as sin (X Xp)gin (Xy Xe ) cos (X X, Xy Xe)
Zipi Qi ayp'- 08 (Xi Xpi ) i Geiasp’ €08 Xi Xpo )
Zipt i ayp’ c0s (X; Xy ) Xip api asp' cos X; X )
av, ... aun| |Spayp cos(X; Xp). .- Zp, ayp’cos (Xn Xp)
agy ... apn | | Zpacp cos(X, Xp) ... Zp aep c0s(Xn X))
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ip ! ayp cos (X X )Zp «Ayp’ COS (.Xk

= Z (aei apk — aak aﬁ‘) 2 asp' cos (X; X)) = “ep’ €08 (Xi X,

) V(]:.—-l,---,n et z<k)
= zu(aciapk — ack ags). Zy ‘ (;};::" iX

cos (Xi X,*)... cos (X X))

cos ( Xz X,2) ... cos (Xx X))
= Zit,p'¢’ (aci apk — aok aﬂ;) (ayp‘ QAeq' — QAyq' asp’) X,
cos (X; X) cos (Xi X))
cos (X Xp') cos (Xi Xg) |’

(1’ =10 8 p'<g');

on peut Oter les restnctxons 1<k et p’<<q' en écrivant
acagay as §in (Xa Xg) sin (Xy Xe) cos (X Xp, Xy X&) (47)
=Ziprg e Ak Ayp* asq' SIN(X; Xi)sin( Xy Xg)eos (X X, X Xy)
Voila la premiére des deux formules en question.
On obtient la deuxiéme en appliquant le méme procede
a la relation connue [éq. (4) n°3] %)
08 (X Xo') cos (Xe Yg) cos (Xo Xy )
cos (Xp Xa) cos (Xp Xg) cos (Xp Xy)|,
cos (Xy Xeo) cos (Xy Xp)cos (Xy Xy)

s{n (Xot X’S’ X‘y ) =

et il vient

axapg ay sin (X« , Xp ) Xy ) =(Zitn aai apl aym Stn (Xi X Xn) (48)

(5;1,2,....,%)-

"Les deux membres de cette équation représentent six fois

~ le volume d’un tétraédre, dont trois ardtes convergentes soient
.6gales & anapgay et paralleles & Xo, Xpg, Xy.

Il est bon de remarquer que les formules (47) et (48) sub-
sistent aussi lorsque Xeo,...,X;,...,X;’,...désignent des
plans, et Ga,...,@0 ,-..,8ar,... des aires situées dans ces
plans. A

26. Nous allons maintenant aﬂbliquer la formule (47) a
quatre droites arbitraires (D, 1), (D', 1), (D*, 1), (D", 1) et

- %) L’équation (6) n% ne donner‘ait;rien de plus général.
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4 leurs composants suivant les axetes de deux tétraddres de
référence: on obtient
sin (D D*) sin (D" D) ¢os (D D*, D" D‘“) (49)
= Zof, it, p'q’ stw’ Cof Cli €' gt C%u . SIR (Ae Aj y A; A/,) sitn (Ap' Aq' y
Ay Aw) cos[(Ae Ay | A; Ap), (A Aq y Av Ay)]

(5{—12 84,13, 42, 14, 28 ot DL=19/, ... .. )

—'.ZJefy Y’y q’J ‘vt yh Omn Oy au’w’ sin (4y Any An Ay)
Xsin(Ady Ay y Ap Ay cos (Ay Ay AnA2) (4 Ay, Ay A)]

h
(f,f;‘,’m:1234 3412, 1342, 4213, 1423, 2314)

l ¢
et (”“f o =1234,...)

4 . .
= (W) SYr Y r ¥ g Y G o v Ay sin (ef) . .. sin (¢ u)

X sin (ef , ik) sin (pg’ , t4') cos [(ef , ik) , (g’ , t0))
Si I'on fait coincider D“ avec D et D™, avec D‘, on
.’ trois expressions de sin (D D’): la troisiéme est :
sin® (D D) = (50)
2
(9—;—1,,) ZYef Yo Wik Yeus « Mo o .. Ay i (ef) ... sin (tu’) sin (ef, k)
X sin (p'gt, tw) cos [(ef , iF) , (0'q’ , t).

En remplagant la valeur de sin (D D‘) donnée par cefte
formule, et la valeur analogue de sin (D" D), dans la formule
précédente, celle-ci donnera trois expressions de cos (D D",
D D), c’est-a-dire le cosinus de Pangle formé par un plan
paralléle aux droxtes D, D’ avec un plan paralltle aux droites
DH DIII

Et en divisant V'expression de mom (D D’) trouvée plus
haut par celle de sin (D, D‘), on obtient l'expression de la
distance des droites D D"

Si I'on efface les accents des indices p’, ¢’ ,7‘,s' et ¢/, u’,
v’,w', on obtient des formules relatives au cas le plus ordinaire
. d’un seul tétraédre de référence. '
Enfin la formule (48) donne

sin (D D’ D“)=X € C'pg ¢"'uu S0 (tk, pq, tw) (51)

ik
{pq =12, 34, 13, 43, 14, 23}
tu :



P

* multipliés par '/ A;4; mesurent les volumes des tétraddres A

230

= Eyik./ Pq‘/”lu . d‘mn d\n d‘UW Sin (Am An', A ,A‘q 3 A .Aw)

tkmn
pgrs = 1234, 3412, 1342, 4213, 1432, 3214
tuvw _

—— (_3.7_) Z Yt Yoo Y Ci .. a, sin (ik) sin (pg) sin (tw)
X sin (ik, pg, tw).

Transformation des coordonnées de droites en eoordon-
nées de points et de plans.

27. Supposons que la droite D soit déterminée par deux
points A, Ap. Puisque le segment A, A, est le résultant- ordi-
naire de A, e et AeA,, le moment de A, 4, par rapport &
la dvoite A; A, (tkmn étant toujours une permutation du groupe
1234 douée d’'un nombre pair d’inversions) sera égal a la somme
des moments de A, Ao et Aad,; et puisque les trois moments
Ap Ai Apy Ay Ao A; Agy Ax Ay A; Ai, ainsi Ton a

An AnA; Ay = A Aa A; A+ Ao Ay A; Ak,
et analoguement
AotAﬁAiAk :AocAmA; A -l— AmAﬂAiAk.
En multipliant ces deux d&galités entre elles, on trouve
Am A"'Ai Ak. Ao AﬂAl A],; = A« A”A,' Ak. Am Aﬁ A,‘ Ak

+Ao¢ AmAi Ak (AﬂAmAi A -+ AmAa A; A -+ Ax A, A; Ak),
et en remarquant que la somme entre les parenthéses équivaut &
‘Ap A A; Ak, ou que ApAn est le résultant ordmmre de Ag An,
A, Ax, Ax A,y on conclut que -

Ap Ay A; Ai, Aw Ap A; A, = :

AuA A; Av. ApAp A Ay— Ao Ay A Ay . A A, A; Ar.

Mais on sait déja que .

AnAn A Ay = A Ap A 4, =V, Ae ApAi Ay =3 Vo3 ya
(0op désignant le segment A« Ap), et que
AuAm.A Ak-_.A Ak.A Aa.——-— 130/”.%()(% AﬁA A Ak“"'
A Ay Ag A, = /gamxﬂ)fl’
AaA A Ak A Ay Aa A, = mamxam, AﬂAmA Ay =
- — A Ay A .Aﬂ—-—"‘ /;»,anxﬂ”h

done la relation que Pon vient de trouver se réduit &

.
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_ 1 O Gy (Zem 0 Ton Zm)
: *yu= g et 3)

ou iyik:.eamzﬂng—zan,?ﬁm : (53)"
of

formule qui servira a transformer les coordonnées d’une droite

- ey fonctions des coordonnées de deux points de la droite. Il faut

prendre le signe -~ lorsque ¢k = 12, 34, 13 42,14, 23 et le —

lorsque ok =21, 43, 31, 24, 41, 32.

28. Supposons maintenant que la droite D soit donnée
comme intersection de deux plans X1, Xgu; et désignons par
Aca, Ag deux points de la droite, et par 41, 4. les points ol
X1 et Xucoupent l'aréte 4; 4;. Si dans la relation (52) trouvée

" ci-dessus on change a, 8, m,n,t% en 4,k 4, u, o, B, elle devient
Ar Ay Ae Ap . A; Ay Ao A =
A; Ay Au A . Ay Ay Ao Af— A; Ap da AR . 4y AAAaAﬂ, :
0,, de I’équation (14) du »°7 on tire

o AL AwAF. Ay Au Ag sin (X2 X
Ay Ap A A = — A Ae g e;“aAppsm(Xz, ),

et on a d’ailleurs

A,‘ Ay AaAﬂ = i VAo{Aﬁ Yik o
A,‘ Al AuAﬂ = I/J‘Al Aadﬁ . gli, Ak A{L Ax Aﬂ - l/;,Ay, Ao Aﬁ. gy,k
A; Au Acdp= I/SA(L Ao Ap fpi, Ay As Ao A= 1/3A2. A Ap . Eik;
il résulte donc

§lz §yk — §1k f;f:. (54)

ou Y= 6 Vsin(Xa Xp).
: 3V §as ur — Eax tus ,
E Y= 2sin (X1 Xp) * a; ax ! 64)

formule qui sert & passer des coordonnées de droites aux coor-
données de plans. ~

. Ces deux transformations, que nous venons de devclopper
sont bien fécondes: elles nous permettent d’établir un grand
nombre de relations metriques relatives aux coordonnées de points -
et de plans, par un procédé tout-a-fait différent de ceux que
Top a suivi jusqu'a présent. Notre procédé présente le double
avantage de faire découler les dites relations d’une source unique,
. et de donner une explication satisfaisante de I'analogie entre.
les formules relatives aux coordonnées de points et celles rela-
tives aux coordonnées de plans.
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Relations métriques en coordvnnées de points.

29. Désignons par A«, Ap deux points d’une droite D),
et par Ay , A: deux points d’une autre droite D’. Si dans les
formules (40), (40)* du »°23 on remplace les coordonnées de
D, D' par les expressions équivalentes en coordonnées des
points A« et Ag, Ay et A:, on trouve .

dap dye cos (D D) (55)
= Zpig Loi2fk2yp' Zeq' . OuOpigcos (Ai Ay y Apr Ag)
(tk =12, 34, 13, 42. 14, 23 et p¢'=12',...),
OV V3
da,..a,0;. .. 0,

— 0ap Oy: cos (D D*) (55)’

== Sikmn, prg'r 0 B 2Pk Zyp' Tep' . S (mm) sin (r’s’)'cos (mn , r's)
(tkmn = 1234, 3412, 1342, 4213, 1423, 2314)
(pg'r's' =1'2'3'4,..))
0 0 Zoy Zag Zag Loy
0 0 ap, P B3 2B,
iy Zeyr cos (11) cos (1'2) cos (1'3) cos(1'4) |
Ty, Xey' €08 (2'1) cos (22) cos (23) cos (24)
@y, Ze,' cos (31) cos (32) cos (3’3) cos (3'4)
Zy,' e, cos (4'1) cos (4‘2) cos (43) cos (44)
et de la formule (44) du n°24, ou des relations évidentes
Zai —xpi = — O0ap cos (D DV),...
combinées avec la formule (22) du n°9 aprés le changement
© dé Xo,Xp,X,,...en D,D',D®V,...), on tire
— 204 Oy cos (D D) = Zip (20i — 26) (eyp' — 2ep*) 0% (55)"
((=1,...,4etp'=1,...,49. )
On aurait des formes nouvelles en consxderant les équations
(19), (20), (21) au lieu de (22) n°9.

En faisant coincider Ay avec A« et Ae avec 4g, les

-

formules précédentes deviennent .
L 0%B =Sy Zai Zap' 2Bk 2pq’ 03z 0peg/ cos (A Ay Ay 4g), (56) :
(3 V) ¢ 2 ' ‘
T e O (56)°

= tmnpigrs xaz Zap' xﬂk zBq' . SN (mn) sin (r's’) cos (mn,r's’)
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0 0 Lo, KA
0 0 =z xp, - .
= | ®o,. 2B, cos(1'l) cos(1'2). .
Za,’ xp, cos(2’1) cos(2‘2)
— 26’::# 2,,, (zae—zm) (zup'—zﬁp) 0%pr. (56)"
Les équations (56), (56), (56)" donnent, sous quatre formes
différentes, la distance de deux points Ade«, Ag" déterminés par
leurs coordonnées relatives & deux tétraedres. Si I'on porte
ces expressions de dug et les analogues expressions de dye dans
les formules (55), (55)), (65)*, on obtient, sous quatre formes
différentes, le cosinus de l'angle formé par deux droites D, D
" déterminées par couples de points. '

11 est. presqu'inutile de rappeler qu’en effagant les accents
de p’, ¢', 7, s*, on a les formules relatives & un tétraddre unique
de’ référence. -

Dans cette hypothese, transformons Péquation (39)’ du
%°23: nous aurons deg dy: mom (DD’), c'est-a-dire

Loy 2oy Za:-, Zoy
— 1 | %P1 By B3 2B,
tétr. Aedpdydi=V o fyy Bys By, ©D
Be) Peg Peg Pty
formule bien connue.

30. Désignons encore par D”, D' les droites déterminées
par les points Ay et Ao, 4. et A=; et transformons I'équation
(49) du n%26: il résulte

0o Oys 04@ O sin (DD') sin (D D) cos (DL, D”D”') (58)

= Bya, pa'vw Bue BBf 2yi 2k enp' 20g' ' emw' . Oy Oik Oprgr Opre S0 (Ao Ay y Ai As)
X sin (4ps Agey Ap Aw) cos [(As 4y A Ai), (4p Agy Ay Av))

f = 12, 34, 13, 42, 14,23 et e -—142'...7'...)

t/ / .
2 .
= (4%)'],7% ,) Z 2ue pf . . . . Tt w510 (gh) sin (mn) sin (r's’) sin (v'w’)

X sin(gh,mn) sin (r's'p'w’) co8 [(ghy mu), (r 8'vw’)]
efgh _ pig'rs’
(@k n = 1234,3412, 1342,4213,1423,2314 et 4 0,
=123+ ). . L
. L 16
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En faisant coinciderdy, de, 4., Az avec du, Ag, Ay, Ae,
on tire de ces équations
‘ ) zaﬁ ) zfys sin® (DD') (59)
= EZacZﬂnyiz’skZap’ 2Bq' yt'ssu’ aefd\u 6plql O sin(Ae Af ,A.’Ak)Sin(Ap'Aq',At’Au‘)
’ cos [(As Ay, Ai Az), (Ap Ay y Av Ai)],
4a . . . ,
:—L(—S)‘?r,,)—ﬁ—)—zxae &ek Tap'. .. Xew' . Sin(gh) ... sin (VW)
sin (gh, mn) sin (r's', V' W*)
1. A cos [(gh'; mn)’ (rlsla Vw9l
De ces équations, combinées avec celles qui donnent d%«g
et 0% [éq. (56), etc. n°29], on a deux expressions de sin (DD'),
cest-a-dire du sinus de l'angle formé par deux droites deter-
minées par couples de points. Si 'on porte dans les équations
(58) les expressions de dop dye sin (DD’) et les analogues de
070 Oz sin (D“,D"’), on obtient deux expressions pour cos
+ (DD', D“D'), cest-a-dire pour le cosinus de 1’angle formé par
deux plans, le premier parallele aux droites D, D’, et le second
aux droites D*, D', ces droites étant déterminées par couples
de points.
D .
Enfin, de (51) il résulte
0o 0ye 076 sin (DD' D)= Xz pq, tu Xeti Xk Lyp Xeq Tt X@u « O 0y Oy
X sin (4; Ax, A Ag, A Au), (60)
formule, dent chaque membre représentc siz fois le volume
d’un tétraddre construit avec trois arétes convergentes égales
et paralleles a d‘aﬁ, Oye, 070.

Relations métriques en coordonnées de plans.

31. Désignons par- D Vintersection des deux plans X1, Xy
et par D’ lintersection des deux plans X», Xo. Si dans les
formules (40), (40) du »°23 on remplace les coordonnées de *
D, D’ par leurs expressions en coordonnées des plans X1 et
Xy.,X‘v et Xg, ona

(36T V) sin(ig) sin (o) cos (hsyve)  (61)

.= Z‘kﬂm,p ‘9'r’s! gl’l &.Lk gvp fgq . dmn 0;- ‘8! cos (Am An, Arl A‘I)
(ikmn=1234 3412, 1342, 4213, 1423, 2314 et p'g'r's'=1234/,.. )
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0 0 0&, &, . y
0 0 Ofy &u
410 0 01 1 .
- /2 fv of@,‘ll’lld‘ '
E" 592‘10\ ‘L dz'z ’

i sin (Ay) sin (1/9) cos (ly, vQ) (61)’
= Zitprq §13 Euk Gupr Eoq' . sim (ik) sin (p'q’) cos (ik, p’d’)
(tk =12, 34,13, 42, 14,23 et p'g' = 12/,...).
On a encore, en posant -

§1 §3 §3 é4 ot
&, &, &, &,
&u, Ep, &u, &u,
11 11"

ash
(;g‘“ Y(, etc M

par conséquent la formule (44) n°24 devient

‘”'lp = , etc.

— 12V V' sin (Ap) sin (v) cos (Ag,v0) = Zyp d;g“ d;;" 0%,

' ((=1,2,8,4et p'=14....)
Lorsquon fait coincider X» et Xo avec Xi et Xu, les
formules précédentes se réduisent &
—[36VV*sin (Aw)]> (62)
— szmn p'e'r's! §M §lp E{.bk 5{»{1 anm 0 rig' COS (A An ) -Ar' A )
X cos (ikp'q’),
. 0 0 0&, &, .
. 0 0 O0fu, &, -
0 0.-01 1 .
. §J, ! gl"’xl 1 6 d '
g; 15,, 1 a 02- .

l
[l

sin*(Ap) = Ziapg Cu Clp §uk qu sin (zk) sin(p'q’)  (62)

— 12V V! sin® (Ap) = Zip d;gy d;g” 0%, .
16*
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Ces équations donnent, sous quatre formes différentes, le
sinus de l'anglé formé par deux plans déterminés par leurs
coordonnées relatives & deux tétraédres. En portant ces expres-
sions de sin (du) et les .analogues de sin (vo) dans les équa-
tions (61),..., on obtient sous quatre formes différentes le
cosinus de I’angle formé par deux droites Au, v¢ déterminées
par couples de plans. o

En effagant les accents des indices p’,... on a les for-
mules relatives & un tétraédre unique.

32. Dans cette hypothese on peut appliquer la formule
(48) du »°25 aux trois aires planes (X1, 1), (Xgu, 1), (X», 1);
car nous avons remarqué au »°17.que ces aires ont respe-
ctivemeot pour composantes

i, g"‘) L (X4 ' §7.‘) 3 (X4 26 e (X5, €y s (Xn £9,) 100y (Xv Xv,):
il -vient: .
stn (Auv) = Zim &1i Euk Eom sin (tkm) =

(—317)—3 E15 &k Evm a; QG Si0 (Thm) s

i
k=—=1,234!;
m

9p?

et puisque [éq. (15) n°7] @; ax an sin (ikm) =+ 5 selon

- que #kmn représente une permutation du groupe 1,2,3,4 douée
d’un nombre pair ou impair d’inversions, ainsi. on trouve
‘ | &1, .. &2, )
. [u, oo .
6V sin (Awv) = = - E1; Eik Evm = St -« St . (63)
: Ev, .. &y,

1 ..1

Cela posé, nous allons transformer' la formule (39) du
n°23. Elle devient

A _ &,..8, A
sin (A1) sin (vg) mom (A, ve) = _6%_7— ?:‘ g:‘ ;o (64

i g?f v &’4



mais on a dailleurs *)
_ [sin (Au) sin (ve) mom (A, ’”9)]

sin (uvg) sin (voh) sin (Aug) sin (uiv)

donc il résulte
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=9 tétr. XIX‘u,XvXQ, (65)

161, .. &, |2
g!‘l 0o g!‘c
gv, . ?,
, oo QL 50,
et XX Xo Ke= Vg T T

é’yl j fgl .o E| §1 gy,l

591 . & lgl‘z g‘”l

1 ..|[1 ‘-fl. 1l1

équation qui donne le volume d'un tétraédre en fonction des
coordonnées de ses faces.
33. Désignons encore par D* Yintersection des plans X,
Xz et.par D' Dintersection des plans X¢, Xvy; et transformons
Véquation (49) du »°26: il vient
1 (Al) sin (vg) sin (07) sin (99) sin (DD") sin (D" D*) cos’(DD’, D"D) (g7)

= *(3—6%71—,,—)«},‘ g“e g!‘f fﬂi fo‘k g(’p' 'fo’ ‘fqot‘ §1Pu’ . d\gh Oumn d\a-,':‘ ()\u'w‘.

X sin (Ay Auy AnAn) Sin (Aye Agy Ay Au) €08 [(Ag Any Am An),
(Ap Ay y Ay A )]

e,fgh — 1234, 3412, 1342, 4213, 1423, 2314, et

dal
f?f’: ':0’ 1/2:34¢,, )

*) En effet, de (14) n°7 on tire

9vV*  _ 2sin(ck)sin (mn) _ sin (k) sin (mn) mom (¢k nm)
2a,a,0,0, Ok Omn 3V
et de (15) )
@8r)eE 3 —si , W e
= stn (kmn) sin (mn?) sin (nak) sin (ikm) _

“24(a,0,0,0,) .
En divisant la premiére équation élevée au cube, par la deuxiéme, on a
6V = [stn (ik) sin (mn) mom (ik , mn)]® )
T sin thkmn) sin (mni) sin (nik)-sin (dkm)
1l suffit de changer Xi, Xa, Xm, Xn en X3, X, Xy, XQ pour eb-

tenir la formule du texte.
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(2 ' .
:( 9 ZV ) Z8e. .. Syu. sin (ef) sin (¢k) sin (p'q?) sin (t'u’)
X sin (ef, ik) sin (p'q't'n’) cos [(ef, ik), (p'q’, t'u)]
(ef =12,34,13,42,14,23 et 77 =19/, ).
Si I'on fait coincider Xo, Xz, Xp, Xy avee X1, Xu, Xv, Xo
on a
[sin (Aw) sin (vo) sin (DD")]? (68)

1
=@y = bie bur bvi Lok Eip Eug bt fqu'. On Omn O Guro

X sin (4 Ay Aw Ay) sin (4, Ayy Ay Ayy) cos [(Ay A,.,A 4,),
‘ (Ar' An‘ Av' Ay )] ’
144

_T_) Z8ie. .. Eou . sin (ef) sin (¢k) sin (p'q’) sin (t'u’)

X sin(ef, ik) sin ('’ ') cos (ef , i) , (w'q’, tu").
. Des formules (68), combinées avec (62),... qui donnent

sin (Aw) et, par conséquent, siw (vg), on tire deux expressions
de sin (DD’), cest-a-dire du sinus de Pangle de deux droites
déterminées par couples de plans. Si Pon porte dans les for- -
mules (67) les expressions de sin (Aw) sin (vg) cos (DD’) données
" par (68), et les analogues de sin (o7) sin (@) cos (D“D*), on
obtient " deux expressions de cos (DD’, D“D"), cest-a-dire du
cosinug de I'angle formé par deux plans; le premier paralléle
aux droites D, I)’, et le second aux droites D D', ces quatre
droites étant déterminées par couples de plans.

. Enfin de (51) on déduit
sin (Aw) sin (r@) sin (o) sin (DD'D¥)

(6 7)3 = Eri Epk Evp Eoq ot Evu . Omn Ops Oy SUN (A Ay Ay A, ,A A4y)

[ tkmn
pgrs == 1234, 3412, 1342, 4213, 1423, 2314
tuvw

3V 3 " . . . . 3 3 . A
= (—2—-) 8. .. bou . sin (8K) sin (pq) sin (tw) sin (sk ,mn , tu)

ik
{mn = 12,34, 13,42, 14, 23} .
tw ‘



