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Les points, les plans, et les droites en coor­
données homogènes. 

(Notes de M. Enrico d-Ovidio% prof, au licée Principe Umberto à Naple$.) 

II. 

15. Reprenons la considération du tétraèdre Ax A2 A9 Av 

et désignons par xau Xa2, #or3, Xa4 les distances du point Aa 
aux plans XD X2, X3, X4. On voit aisément, d'après le w°12, 
que la résultante ordinaire des aires planes (XJJ, a2), (X3, a,), 
(X4, a4) est égale à—aM et qu'elle est placée dans un plan 
conduit par le point Ax parallèlement au plan X- ; de sorte 
que ce plan aura par rapport au point Aa la distance XaL—xlly 

en désignant par x1L la distance de AY à Xv Si nous prenons 
donc les moments des aires composantes et de la résultante 
par rapport au point Au et si nous appliquons le théorème du 
w°12, nous aurons 

a2 Xa2 + a3 Xa3 + a4 Xa4 = — Cli(Xat — # n ) , 
c'est-à-dire 

2rarxar=3V(r = 1,2,3,4), (24) 
puisque ax xlx = 3 F. 

Les quantités Xax,..., xa4 ont reçu la dénomination de 
coordonnées quadriplanaires du point A* par rapport au tétra­
èdre ; car, si l'on donne trois d'entre elles, ou encore les rapports 
de trois d'entre elles à la quatrième, les quatre quantités seront 
toutes déterminées d'une manière unique, ainsi que le point Aa 
lui même; et réciproquement, le point Aa étant donné, les 
quatre quantités aUl,.., seront uniquement déterminées. L'é-
quatioji (24) exprimera relation fondamentale qui lie les coor­
données quadriplanaires d'un point. 

15 
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Nous préférons souvent d'employer au lieu des quantités 
, , a, Xa* a* Xao a% Xa» a4 Xa« 

xaL, xa2, xa3, Xa4, les rapports --Lpl , ^ ^ , - | ^ , -jgyri 
nous appelons ces rapports coordonnées têtracdrales du point 
Aa, et nous les désignerons par les symboles zaL, za2, zas, #a4. 
La relation fondamentale entre ces nouvelles coordonnées sera 

2U«r = l (r = l,2,3,4). (24)' 
16. Les produits aLxax, —a2 xa2, asxk3, —a4xa4 étant, 

respectivement égaux à un tiers des tétraèdres AaA2A3A4, 
Aa J a A4 Ax, Aa A4 Ax A2,~ Aa AL A2 A3, il résulte du nà13 
que le point (Aa, 3 F) est le barycentre des quatres points 
(AL, aLx^), (A2, a2x*2), (A3, a3xaz), (A4 , a4xa4). Si nous pre­
nons donc les moments de tous ces points par rapport à un 
plan arbitraire Xx, nous aurons (w°14). 

Er aT Xar %Xr = 3 Fft« (r = 1, 2, 3, 4), (25) 
en désignant par ixL,.., Çxa les distances du plan X2 aux 
points AL,..., Aa. 

Pour que le point A" tombe dans le plan Xx, il faut et 
il suffit que %Xa = 0, c'est-à-dire que 

2Jr ar Xar %Xr = 0 . (26) 
Par conséquent, si Aa est un point quelconque du plan 

Xx, c'est-à-dire si Xx est le lieu du point AKi les coordonnées 
xaL,... du point Aa seront variables, tandisque la,, £x2, £x3 

|x4 resteront constantes; et comme elles suffisent à détermi­
ner parfaitement le plan Xx, ainsi nous appellerons ces quan­
tités les coordonnées quadriponctuelles du plan Xx, et l'équa­
tion (26) sera Héquation du plan Xx. 

Si, réciproquement, Xx est un pian quelconque qui passe par 
un point Aa, c'est-à-dire si Aa est Venveloppe du plan Xx, les 
quantités £xL, . . . seront variables, tandis que xaL,... demeu­
reront constantes : et ^équation (26) sera Véquation du point Aa 

Souvent nous employons, au lieu de £xL,..., les rapports 

^i^^^^p,. fmB désignons ces ^ 5 0 ^ par 

les symboles tk \ th th > fiU î e t n o u s l e s distinguons par la 
dénomination de coordonnées tétraèdrales du plan Xx. 

D'après les définitions précédentes, l'équation (25) peut 
s'écrire aussi sous trois formes différentes: 
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£r &'ar ŠXr ^>,ŠXa , 2.V St'ar %Xr = ŠXa , 2Jr 
Sur ţ,Xr ţla 

(25) 
ar ~ 3V 

selon que Ton emploie les coordonnées quadriplanaires ou té-
traèdrales du point Aa, et les coordonnées quadriponctuelles 
ou tétraèdrales du plan Xx. 

Une remarque analogue va se présenter souvent dans la 
suite; car toutes les fois qu'une formule renferme des Coor­
données de points et de plans, on peut faire quatre combinai­
sons entre ces coordonnées. Nous nous bornerons chaque fois 
à une seule combinaison, étant la transformation d'une d'elles 
dans les autres bien facile. 

17. L'équation (25)' montre que les aires (XL, ft, ) , 
(X2, ÇA2), (K3, fo3), (X4,ga4) ont pour résultante Taire (X,i,l), 
d'après le théorème des moments du w°12. Par conséquent, si 
l'on applique à ces aires les formules du w°12, on trouve, en 
indiquant par Xp un autre plan arbitraire, 

cos (AJJ) = Hr &r cos (pr), (27) 
1 = Sr tXr cos (Ar), (28) 

cos (Al) = Zr &r cos (lr),..., cos (A4) = 2r %Xr cos (4r), (29) 

1 = Sr8. %xr %Xs cos (rs), (J = 1, 2, 3 ,4 j . (30) 

La dernière équation exprime la relation fondamentale entre 
les coordonnées d'un plan. 

Des équations (27) et (29) on" tire, en changeant dans 
(27) A en fi et viceversa, 

cos (Afi) = 2rs &r fa cos (rs) ; (31) 
formule, qui donne le cosinus de l'angle de deux plans, et qui 
renferme comme corollaire la formule précédente. 

L'équation (31), à l'aide des formules (17) et (18) du 
n.°8, prend deux autres formes: 

0 0 I*. èx2 èh èh 
0 0 1 
'fa 1 0 
fa 1 d\x 0 d\ 

£(*4 i 

ШУ2cos(Џ) — 

1 
ð2 

12 

1 1 
ð2 ð2 

У І 4 ° J 

ð2 ð* 0 
u 31 U 32 U 

ð2 ð2 
U 41 U 4* 

23 

4 
2 ^ 
24 

s\ 
2 * - „ • *» o-

(31)' 

15* 
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£ cos (A/І) 0 ÇxL Uг 

0 0 1 1 . 
fri 1 0 ð\2 

lŕ*a l*%i o 
= 0, (31)" 

d'où Ton déduit deux autres formes de la relation (30), en 
faisant ji = A. 

Si l'on emploie deux tétraèdres, les formules (29), etc: se 
changent dans les suivantes: 
cos (Al') = Sr &r cos (ri') , . . . , cos (A4') = Zr tir cos (rA% (29) 

1 = Hip' %Xi tip' cos (ip') 
( » = l , . . . . 4 \ 
V =-'.. • •, 4'J 

cos (Afi) -= .Tip' lu im> cos (ip% 
O O | S l íai 
O 0 1 1 
W i 'V i 'V 
lř**' 1 *Vl *%'2 

(30)' 

(31)' 

144FK1ew(Ař») = 

• | cos (A/*) O lii f iia 

0 0 1 1 
&,< • o *Vi ů\* 
I-,.' 1 íV. ď2 

ť l 2'2 

= 0, (31)' 

etc. etc. 
18. Une équation linéaire entre xa j , . . . ,#<x4 ou Sax,... ,?a4 : 

27r pir Xar = 0 ou ErpXr Xar = 0, 

représente un plan, c'est-à-dire le plan qui a pour coordonnées 
pxi ^ ttt> __ SVpxi 

řя» = 
. 2$rs pir pis cos (r$) 

OU ŠXІ 
2$ar as pxrpxs cos (rs)' 

i désignant successivement 1, 2, 3, 4, et = 1, 2, 3, 4. 
s 

Une équation linéaire entre |x19*'. . , | A 4 OU f i n . . . , f j i 4 

27r #ar |*r = 0 OU I f -Tar frr = 0 / 

représente le point qui a" pour coordonnées 
Jtai 31 Ttai 

øai . . — - 0U Xai -=: — , . 
JT«. •+•• • -+* 3řcř4 k ' a^nai T " , T a 4 ^4 
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Au moyen de ces relations on pourra toujours transformer 
les formules qui renferment les quantités x, #, f, £, pour faire 
qu'elles porter à renferment les quantités p et TC. 

19. Désignons par D une droite indéfinie, donnée de po­
sition et de direction positive; et portons sur cette droite un 
segment égal à l'unité. Sur les arêtes du tétraèdre A1 A2 A3 A4 

on peut toujours déterminer uniquement un système de six 
segments, dont le segment donné (D, 1) soit le résultant ordi­
naire, *) c'est-à-dire tel qu'on le définit en Mécanique, lorsqu'on 
regarde les segments comme des forces. 

Réciproquement, si l'on donne cinq segments sur cinq 
arêtes du tétraèdre, on peut déterminer sur la sixième arête un 
autre segment, qui, composé avec les précédents, donne un 
segment résultant ordinaire.**) Ce segment est l'unique: le ré­
sultant sera de même uniquement déterminé de grandeur et de 
direction, et sa droite sera déterminée de position. Si l'on 
change la grandeur du segment résultant en le réduisant à l'u­
nité, les composants changent leur grandeur dans le même 
rapport ; et si l'on renverse la direction du résultant, il en arrive 
de même des composants: dans Tune et dans l'autre hypothèse 
les trente rapports mutuels des composants demeurent invari­
ables. De là on conclut que, si l'on donne les rapports de 
quatre composants à Fun des restants, et si l'on veut que le 
système admette un résultant ordinaire et égal à l'unité, les six 

*) En effet, si D coupe XL au point p, on peut décomposer le segment 
donné eri deux: le premier suivant pAlf le deuxième suivant l'inter­
section des plans DA , ,XV Le premier se décompose en trois, sui­
vant les arêtes A} A2,A1A2,AlAl; et le deuxième (si l'on appelle 
q le point ou sa droite coupe A%A3) se décompose fen deux: l'un 
Buivant l'arête A2A3, Pautre suivant qAA. Celui-ci enfin se décompose 
en deux suivant les arêtes A2 A4, A8 -

44-
**) En effet, si les segments donnés existent sur les arêtes AlA2,AlAê, 

AxA±,A%&i,A3A4, composons les trois premiers, et supposons que la 
droite du résultant ordinaire coupe le plan A% Aa Aé au point p ; com­
posons encore les deux derniers, et supposons que leur résultant 
ordinaire coupe Aa A4 au point q. Sur la droite A3 A4 déterminons 
le segment qui, composé avec ce résultant, donne un résultant ordi­
naire passant par p ; et composons ce dernier résultant avec le premier. 
Nous aurons ainsi le sixième segment et le résultant en question. 
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4 segments composants seront uniquement déterminés de longueur 
maïs non de direction ; et le résultant appartiendra à une droite 
qui sera déterminée uniquement de position, mais ne sera pas 
déterminée de direction positive. 

Il résulte de tout ce qui a été exposé ci-dessus que Ton 
peut choisir comme coordonnées d'une droite par rapport à un 
tétraèdre, les rapports de quatre parmi les six segments com­
posants d'un segment égal à l'unité et pris sur la droite,* à l'un 
des deux, qui restent;*) cependant nous préférons d'employer 
comme coordonnées les six segments eux-mêmes. On voit que 
ces nouvelles coordonnées ne sont pas tout à fait indépendentes 
entr'elles, et nous nous occuperons bientôt à exprimer leurs 
relations mutuelles au moyen de deux équations. 

- 20. Cela posé, j'appelle indifféremment A{Ak ou AkA{ la 
droite indéfinie qui passe par les points A{,Ak considérée dans 
sa position et dans sa direction positive ; tandis que d& (= — <?*?) 
désigne la distance, positive ou négative, de Ai à Ak. De plus 
j'appelle 

cl2 et £34 , £j 3 et c42, cl4 et c23 

les composants du segment (D, 1) suivant les arêtes 
yj±^j±2 e t JX^JXQ J ALJL^ e t J\.^JX2 , JL^JL^ e t J±2JX£ ; 

et MK2 et Jf34 , Jf13 et Jf42, Jf14 et M23 

les moments de la droite D par rapport aux mêmes arêtes. 
Je suppose que CL2 , . . . et Ml2,... changent de signe 

lorsque on renverse l'ordre des indices dont ils sont affectés. 
Par conséquent, si l'on désigne par ihmn une permutation du 
groupe 1, 2, 3, 4 donée d'un nombre pair d'inversions, ± cik 
e t ± cmn seront les composants suivant les arêtes opposées 
AiAk, Am An ; et Mik,Mmn seront les moments relatifs aux 
mêmes arêtes. 

D'après un théorème connu (n° 14),**) le moment du segment 
(D, 1) par rapport à AtAk est égal à la somme des moments 

*) Il faudrait y ajouter le signe d'un segment, pour déterminer aussi 
la direction positive de la droite. 

**} Dans Pendroit cité, ce théorème a été énoncé seulement pour des 
droites sîtnées dans un plan;' mais il se généralise aisément pour 
des droites admettant une résultante ordinaire, bien qu'elles ne tom­
bent dans un même plan. 
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des segments composants; et comme les moments des compo­
sants placés sur les arêtes qui aboutissent aux points A\Ah^ 
sont nuls; ainsi Ton a 

M» = cmn mom (A.{Ak , Am An): (32) 
Cette relation prouve que l'on pourrait bien prendre comme 

coordonnées de la droite D les moments Ml2,... ou bien des 
composants c 1 2 , . . . . 

Relations métriques en coordonnées de droites. 

21. Soit D' une autre droite; c\i^,... les composants 
du segment (D\ 1) suivant les arêtes Av< A2<,... d'un second 
tétraèdre de référence A1<A2<A3<A4<;vtMl<2<,... les mo­
ments de D par rapport aux mêmes arêtes. Le moment de 
(D\ 1) par rapport à une droite arbitraire étant égal à la 
somme des moments des composants c\<2',..., on aura, par 
rapport à AiA*, 

M'ik = EPi q< c'p< q< mom (A{ Ak\, Ap< Aq<) 
(p'q' = l ' 2 ' , l ' 3 ' , l '4 ' , 2 '3' , 3'4', 4'2'). 

D'après la même proposition on a 
_ mom (DD4) = 2ikcik M'ih 

(*ft="l2, 13, 14, 23, 34, 42); 
et si l'on remplace ici M'ik par sa valeur, on trouva* 

mom (D D') = Eik> p<q< cik c'p<q< mom (Ai Ak. Ap< Aq*'). (33) 
(ik= 12, 13, 14, 23, 34, 42 et p'q' = l '2 ' , ); 

équation qui donne le moment de deux droites D, D' détermi­
nées par leurs coordonnées relatives à deux tétraèdres de 
référence. 

Les deux droites sont placées dans un même plan (pa­
rallèles ou convergentes), lorsque mom (D D4) = 0, c'est-à-dire 
lorsque les coordonnées des droites remplissent la condition: 

£ik, p'q' cik c
4
p<q< mont (AiAk, Ap< Aq<) = 0. 

Cette condition est satisfaite aussi, lorsque les deux droites 
coïncidenf; par conséquent on aura toujours cette première 
relation fondamentale et homogène entre les coordonnées d'une 
droite D par rapport à deux tétraèdres: 

-£**, p'q' Cik cp< g/ mom (Ai Ak, Ap> Aq<) .= 0, (34) 
En projetant le segment (D, 1) et ses composants sur 

la droite D', on a 
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cos (D , D') = Sik cik cos (D\ AiAk) ; (35) 
et en projetant (D\ 1) et ses composants sur AiAk, 

cos (D\ AiAk) = 2P< q* &p<q<cos (Ai Ak, Ap< Aq<), 
De ces. deux équations on tire 

cos (D D') = Svttfq' cik c\<q< cos (Ai Ak, Ap< Aq<) ; (36) 
formule qui donne le cosinus de l'angle de deux droites dé­
terminées par leurs coordonnées relatives à deux tétraèdres. 

Faisons coïncider D' avec -D; nous aurons la deuxième 
relation fondamentale entre les coordonnées d'une droite par 
rapport aux deux tétraèdres, 

1 = Eikp<q< cik cp<q< cos (Ai Ak , Ap< Aq<). (37) 
Elle n'est pas homogène. 

22. Supposons à présent, pour rentrer dans le cas le plus 
ordinaire, que le second tétraèdre se confonde avec le premier: 
alors les équations (33), (36) donnent le moment de deux droites 
D, D' et le cosinus de leur angle en fonction des coordonnées 
de ces droites par rapport à un même tétraèdre: on a 
mom (D D') = Sikmn (c* c'mn + c'ik cmn) mom (A{ Ak, Am An) (33)' 

(ikmn = 1234, 1342, 1423), 
cos (D D') = 2ik>pq Cik c'pq ïos (Ai Ak , Ap Aq) (36) 

' . Ga^ 1 2 ' 3 4 ' 13'42' 14' 2 3 ) ) ' 
Dans la même hypothèse les équations (34), (37) donnent 

les deux relations fondamentales entre les coordonnées d'une 
droite par rapport à un tétraèdre. 
0 = cl% cZ4 mom (Ax A2, A3 A4) + cl3 c2i mom (A± A3, A2 A4) + 

c14 c2Z mom (Ai A4 , A2 Az\ . . . . (34)' 
1 se Uik,pqCik cpq cos (Ai Ak, Ap Aq). (37)' 

On voit que ces deux équations sont du second degré, et 
que la première est homogène. 

23. Imaginons un tétraèdre, qui ait pour arêtes opposées 
une arête, du tétraèdre Ax A2 Az A4 et un segment égal à l'u­
nité sur la droite D : nous aurons ainsi six tétraèdres; et le 
volume.de celui qui corresponde à l'arête A{ Ak sera"exprimé*) 

*) Le voluine d'un tétraèdre est égal â un sixième du produit de deux 
arêtes oppposées multiplié par le moment des droites dont ces arêtes 
font partie. 



225 

par là* Mit, c'est-à-dire [d'après (32)] par lctnnàikmom(AiAk, 
Am An). Ce volume, divisé par le volume du tétraèdre Ax.. J4 , 
qui a pour expression V= lâik âmn mom (Ai Ak , Am An)y donne 

~~^-; et je désigne ce quotient par yik, c'est-à-dire je pose 
"mn 

yik = —~-, d'où Cmn = y^k âmn. (38) 

On voit par là que les six quantités 
2/l 2 » #34 1 2̂ 13 » y41 » 2/l4 . #23 

pourront être employées comme coordonnées de la droite D par 
rapport au tétraèdre Ax . . A4, au lieu de <?12,... et de Ml2-,.. s 

C'est ce système de coordonnées que nous allons employer le 
plus souvent dans la suite.*) 

Commençons par transformer les expressions que l'on vient 
de trouver pour mom (D D') et cos (D D'), à l'aide de la relation 
(38) : nous aurons 

mom (D D') = Q2ikmn, p V r V yik yW * Am An AY< As> (39) 
/ifcwn = 1234, 1342, 1423, 3412, 4213, 2314 v 
[p'q'r's' = l'2'3'4' J ' 

cos (D D') = 2ikmn,p'q'r's' ytk y4p'q' àmn <W cos (Am An , Ar> As), (40) 
d'où 

. 4 
os (D D') = gyy;2ik>P'q<yiky'p<qi-aia*av' av'sin(**)sin(P'îOcos(ik$'(ï) C40)' 

(tft=12, 34, 13, 42, 14, 23 et i ? ' g ' = l '2 ' , 3'4', ) ; 
et dans le cas d'un seul tétraèdre, 

mom (D D') = 6 V(y, 2 y'34 + y34 y'1% -f yl8 y'4a + y,2 y'l3 + 
yu^s + yu^iJ i (39)' 

cos (D D') = £ikmn,Pqrs yik y'pq 4 n àrs cos (Am An ,ArAs) (40)" 

(ÍJS -1234 *1342 > 1 4 2 3 > 3 4 1 2 » 4 2 1 3 • 2 3 1 4 ) ' 
*) Ce système a été introduit par M. Cayley (Quarterty Journal t. 

IH p. 226, 1860 et Transactions of the Cambridge philosophicaï 
Society vol. XI p. 11), et il a été repris par M. Zeuthen (Mathé-
matische Annaîen vol. I p. 432, 1870). Dans l'exposition des prin­
cipes fondamentaux de ce système j'ai suivi de près M. Zeuthen; 
et je me flatte d'avoir porté quelques perfectionnements dans cette 
exposition. 
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4 
605 (D D') =—yî-2ikm yiky'pq a{akapaqsin (ih) sin(pq) cos (ih,pq) (40)"' 

( * = 12, 34, 13, 42, 14, 23). 

Dans ce même cas les deux relations fondamentales (34)' 
($7)' entre les coordonnées d'une droite se réduisent à 

y 12 #34 + #13 #42 + #14 #23 = 0, (4l ) 
1 r= Zikmn, pqrs yih yPq - C *w COS (Am An , Ar As) (42) 

dont la deuxième peut s'écrire aussi 
qV2 

~ T— = 2(k,pq y\k yPq . ai ak ap aq sin (ih) sin (pq) cos (ih, pq). (42)' 
24. Si dans la formule (35) on remplace D4 par une droite 

W>perpendiculaire au plan X,-, on a, en désignant toujours 
par ihtnn unn permutation de 1 , 2 , 3 , 4 avec un nombre pair 
d'inversions, 

cos (D D® ) = cik cos(W>,A{ Ak) + cim cos (W>, A{ Am) + cia cos (D&, A{ An), 
et d'après (38), 
cos (D DM) = ymn dik cos (W>, At Ak) + ynk âm cos (W>, A, Am) + 

ykm $in COS (D® , Ai An) l 
les coefficients de ymn,... tétant égaux à la distance de Ai à 

' 3V 
Xi , c'est-à-dire à , on trouve 

ai ' 

3 F 
cos (D D<1>) = (ykm + ymn + ynk), 

tti 

et on en déduit -

cos (DW>) = — Yi, cos (DW>) = - — T2, cos (D W>) = 

^V *\V 

^Y„cos(DDW)=^-V-Y4, (43) 
• * a 3 a4 

en posant 
r i = # 2 3 + # 3 4 + #42 >— ^ = # 3 4 + # 4 1 + # 1 3 1 ^ = # 4 1 + 

#12 + # 2 4 l — ^4 = # 1 2 + # 2 3 + #31 • 
Ces formules nous permettent de donner de nouvelles ex­

pressions pour cos(DD') et pour la deuxième relation entre 
les coordonnées d'une droite. En effet, si dans l'équation (22) 
du n° 9 on remplace X« , Xp , Xt,... par les droites D, ir 
D<4 \ . . . (ce qui est permis), l'équation (22) devient 
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(44)' 

(45) 
(45)' 

— 2cos (D D') = 2.V Yi Y\< d\. (44) 
( t = l , 2, 3, 4 et p ' = l', 2', 3', 40, 

d'où Ton tire 
— 2*08 (D D') = 27* Yi Tp â\ 

( j - 1 , 2 , 3 , 4) 

et 2 = Zip< Yi Yp< * V 
— 2 = 27/p Yt- r^ â iP . 

On pourrait transformer de la même manière les équations 
(19), (20), (21) du n° 9.-

25. Avant de continuer la recherche des relations métriques 
en coordonnées de droites, il faut d'abord établir deux formules 
importantes, qui d'ailleurs auraient bien trouvé leur place au 
n° 12. 

Supposons que XM . . . ,XW et X1.,...iXn. désignent deux 
.systèmes de directions données, et qu'une droite variable (Xa, 
aa) ait pour composants suivant ie premier système aa i,.,.,acw 
et suivant le deuxième a « r , . . . ,acm\ Faisons des hypothès 
analogues pour les droites X/?, XY, Xe, et projectons le système 
aai,..., aan sur Xy et le système ayV,... , ayn4 sur Xa : nous 
aurons 

aa COS (Xa Xy) = 2Jr aar cos (Xr Xy) (r = 1 , . . . , w), 
ay cos (Xr Xy ) = Zpt ayg' cos (Xr Y9<) (p4 = V,..., n'), 

et par conséquent 
aa ay cos (Xa Xy ) =2ip< aai ayp' cos (Xi Xp< ) (46) 

(i = 1 , . . . , n et pé = 1 ' , . . . , n). 
Cela posé, si dans la relation connue [éq. (l)w°3], 

sin (Xa Xp) sin (Xy Xe ) cos (Xa Xp, Xy X* ), 
_* COS (Xa Xy ) COS (Xa Xe ) 
~ \C0S (Xp Xy ) COS (Xp Xe )| ' 

on remplace la valeur de cos(Xa Xy) donnée par l'équation 
précédente et les valeurs analogues. de cos (Xa Xe ) , " . . . , ' il 
résulte - " 

aa ap av ae $iri(Xa Xp)$in (Xy Xe ) cos (Xa Xp, Xy Xe ) 
_ Eip<aai ayp* cos (Xi Xp, ) 2ip< aaiaep' cos Xi Xp< ) 
"" Sip< api ayp' cos (Xi Xp> ) Eip api aep' cos Xi Xp< ) 

a«x . aan 
apn 

£p<ayp' cos (Xx Xp)... 2P, ayp'cos (Xn Xp<) 
27p. aep* cos (X± Xp<) ...£P< aep' cos(Xn Xp<) 
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Ľp, ăypé cos (XІ Xp<) sp< aYp
4 cos (Xk Xp> 

£p< asp4 cos (XІ Xp<) sp< asp4 cos (Xk Xp. 
= Ľik(aaiaßk — aaк aßí) 

( ^ ' = l , . . . , n et • < * ) 

= Siк (a<xi aßк — daк aßi) X 

= žík, 
p-q< 

ayŁ
4 . . . ayn1 

asL
4 . . . asn' 

cos (XІ XL')... cos (XІ Xn<) 
cos (Xjfc X. . ) . . . cos (Xк Xn<) 

(aai aßк — aaк aßг) (ayp4 asq4 — ayą4 asp') X , 
cos (XІ Xp<) cos (XІ Xq<) 
cos (Xк Xp

к) cos (Xк Xq) ' 

K = l ' , . . . , n ' « t . p ' < g ' ) ; 

a là relation connue 

s(n*(XaXpXy) = 

on peut ôter les restrictions i < h et jp' < q* en écrivant 
aaapay as sin (Xa Xp) sin (Xy Xs ) cos (Xa Xp , Xy Xs ) (47) 

=2ik>p<q<aat apkayp4asq'sin(Xi Xk)sin(Xp< Xq<)cos(Xi X*, Xp<Xq<) 
Voilà la première des deux formules en question. 

On obtient la deuxième en appliquant le même procédé 
[éq. (4) n°3]*) 
COS (Xa Xa ) COS (Xa Y§ ) COS (Xa Xy ) 
COS (Xp Xa) COS (Xp Xp) COS (Xp Xy ) , 
COS (Xy Xa ) COS (Xy Xp ) COS (Xy Xy ) 

et il vient 
aa ap ay sin (Xa , Xp, Xy ) = (2^»* aai apk aym sin (Xi Xk Xm ) (48) 

f* = l , 2 , . . . . , w ) . 
\m J 

Les deux membres de cette équation représentent six fois 
le volume d'un tétraèdre, dont trois arêtes convergentes soient 
égales à uaapay et parallèles à X«, X^, Xy. 

Il est bon de remarquer que les formules (47) et (48) sub­
sistent aussi lorsque X a , . . . , Xx,. . . , X ^ , . . . désignent des 
plans, et aa , . . . , aoi, • . . ' , aai<,,.. des aires situées dans ces 
plans. 

26. Nous allons maintenant appliquer la formule (47) à 
quatre droites arbitraires ( A l ) , (D\ 1), (D", 1), (2)'", 1) et 

*) L'équation (5) n°4 ne donnerait.rien de plus général. 
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â leurs composants suivant les arêtes de deux tétraèdres de 
référence: on obtient 

sin (D D') sin (ù" D"') cos (D Dé, D" D'") (49) 
— Seft ik,p'q',t<u< cef c'ik c"p<q< c'"t,u,, sin (Ae Af , Ai Ah) sin (Ap< Aq<, 

At<Au<) cos [(Ae Af , Ai Ak), (Ap.Aq<, At<A«)} 

(1=12 ,34 ,13 ,42 ,14 ,23 e t g = l ' 2 < , ) 

-=*2yefy4ikyéép<q<y4"t<«<. âgh dmn dr<s< <W sin (Ag Ah, AmAn) 
Xsin (Ar< As<, A*AJ) cos [(Ag Ah , AmAn), (Ar<As<, Av< Aw<)] 

{itmn = l2U> 3 4 l 2> 1342> 4213' 1423> 2 3 1 4 ) 
et (P'4'r's' —vwAé 1 
ei Kt'iïv'w-Uj4» —J 

C 4 \ 2 

= (977 / J £y* y'*y"M y'"™ • <** • • • «« ' s ^ (*/) • • •**w (*' w') 
X sin (ef, ik) sin (p'q', t'iï) cos [(ef, iJc), (p'q', t'iï)]. 

Si Ton fait coïncider D" avec D et D" , avec D' f on 
.a trois expressions de sin(DDé): la troisième est 

8m2 (D D') = (50) 
/ 4 V 
[ $vy<) sy*f yp'ty'* y'™ •««••• <V**V(ef)... sin (t'iï) sin (ef,iJc) 

X sin (p'q', t'iï) cos [(ef, iJc), (p'q', t'iï)]. 
En remplaçant la valeur de sin(DD') donnée par cette 

formule, et la valeur analogue de sin (D" D"'), dans la formule 
précédente, celle-ci donnera trois expressions de cos(DD", 
D" D'"), c'est-à-dire le cosinus de Fangle formé par un plan 
parallèle aux droites D, D' avec un plan parallèle aux droites 
D", D'". 

Et en divisant l'expression de mom (D D') trouvée plus 
haut par celle de sin (D, D'), on obtient l'expression de la 
distance des droites DD'. 

Si Ton efface les accents des indices p4, q4, ré, s' et t4, iï, 
n', w*, on obtient dès formules relatives au cas le plus ordinaire 
d'un seul tétraèdre de référence. 

Enfin la formule (48) donne 
sin (D D'D")=s cik c'pq c"tu sin (ik, pq, tu) (51 ) 

I ïk \ 

1)2=12, 34, 13, 43, 14, 23 | 
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= sy»y'my"t« • àmnânàv«> sin (Am A*, Ar As, Av Aw) 

pqrs = 1234, 3412, 1342, 4213, 1432, 3214J 
Uivw j 

c 2 \ 3 

= ~\ sv ) s yikyipqyi4(u'Gi "' • a"sin (**) s in (#2) sin Cw) 
Xsin(iJc,pq, tu). 

Transformation des coordonnées de droites en coordon­
nées de points et de plans. 

27. Supposons que la droite D soit déterminée par deux 
points Aa,Ap. Puisque le segment AmAn est le résultant ordi­
naire de AmAa et A a An, le moment de AmAn par rapport à 
la droite Ai An (ihmn étant toujours une permutation du groupe 
1234 douée d'un nombre pair d'inversions) sera égal à la somme 
des moments de AmAa et AaAn\ et puisque les trois moments 
multipliés par llBAiAk mesurent les volumes des tétraèdres Àm 

An AiAk,AniAa AiAk,AaAnAiAk, ainsi Von a 
Am An Ai Afc = Am Aa Ai Ak + Aa An Ai Ak, 

et analoguenient 
AaApAiAk =AaAmAiAk + AmApAiAk. 

En multipliant ces deux égalités entre elles, on trouve * 
AmAnAiAk. AaApAiAk = AaAnAiAk.AmApAiAk 

+ A a Am Ai Ak (Ap Am Ai Ak + Am Aa Ai Ak + Aa An Ai Ak) ; 
et en remarquant que la somme entre les parenthèses équivaut à 
ApAaAiAk, ou que ApAn est le résultant ordinaire de Ap Am, 
AmAa,AaAn> on conclut que 

AmAn Ai Ak, Aa Ap Ai Ak = 
AaAmAiAk.ApÀnAiAk—AaAnAiAk.ApAmAiAk. 

Mais on sait déjà que 
AmAnAiAk = AiAkAmAnz=: F, AaApAiAk = ±m Vdapyik 

(âap désignant le segment AaAp\ et que 
Aa Am Ai Ak = Ai Au Am Aa = — 1/3«n OCan, Ap An Ai Ak = 

AiAbApAn=
 1h<Zmœpmi 

Aa An A{Ak = AiAk AaAn~
 lj^omXam\ ApAmA{Ak = 

— AiAkAmAp~-*1kan%pn\ 
donc' la relation que Ton vient de trouver se réduit à 
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, 1 ama„(XamXân XanXâm) .-„. 
±yik = - ^ . - ^ (53) 

OU ZamZfin—ZanZpm /KQV 
± y* _ j j - - , (M) 

formule qui servira à transformer les coordonnées d'une droite 
eij fonctions des coordonnées de deux points de la: droite. Il faut 
prendre le signe + lorsque ik = 12, 34, 13, 42,14, 23 et le — 
lorsque i/c =21 ,43 , 31,24, 41,32. 

28. Supposons maintenant que la droite D soit donnée 
comme intersection de deux plans Xx,Xfi\ et désignons par 
Aa^Ap deux points delà droite, et par Ax, A^ les points où 
Xx et Xfi coupent l'arête AiAk. Si dans la relation (52) trouvée 
ci-dessus on change cc,(i,m,n,ik en i,lc,l,ii,a,fi, elle devient 

Ax A{i Aa Ap .AiAkAaAp— . 
AiAxAaAp. AkApAaAp—AiA^AaAp.AkAxAaAp, . 

Ori de l'équation (14) du n°7 on tire 
. o, AxAaAp.AnAaApsin(XxXii), 

AX An AaAp— — % ——-
et on a d'ailleurs 

Ai Ak AaAp = ± VAaApyik, 
Ai Ax Aa Ap = lj3Ax Aa Ap. i;Xi, Ak Ap Aa Ap = V3 Ap A a Ap. Ijnlc 
Ai A[i Aa Ap = l/3 Ap Aa Ap fa, Ak Ax Aa Ap = % Ax Aa Ap. £xk ; 
il résulte donc 

— _ &iê[iJc — èXïci;tii (54) 
ou + »-* — <sVsin(XxXp) 

— tJtk-2sin(XxXp)- diak ' {0*> 
formule qui sert à passer des coordonnées de droites aux coor­
données d̂e plans. 

. Ces deux transformations, que nous venons de développer 
sont bien fécondes: elles nous permettent d'établir un grand 
nombre de relations métriques relatives aux coordonnées de points 
et de plans, par un procédé tout-à-fait différent de ceux que 
YOJX a suivi jusqu'à présent. Notre procédé présente le double 
avantage de faire découler les dites relations d'une source unique? 
et de donner une explication satisfaisante de l'analogie entre 
les formules relatives aux coordonnées de points et celles rela­
tives aux coordonnées de plans. 
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Relations métriques en coordonnées de points. 

29. Désignons par Aa>Ap deux points d'une droite D, 
et par Ay , As deux points d'une autre droite Z)'. Si dans les 
formules (40), (40)' du w°23 on remplace les coordonnées de 
D, D' par les expressions équivalentes en coordonnées $es 
points Aa et Ap, Ay et As, on trouve 

dafiâys cos(DD') (55) 
= 22ik>p<q< ZaizpicZyp'Zsq'. âikdp<q,cos (Ai Ak , A? Aq<) 

( « = 12, 34, 13, 42. 14, 23 et p'q'=l'2\. ..), 
(9 FF')3 

*«/» ây* cos (D B') (55)' 4a, . . a4 «j - . . a4 

="• Sitmn,p'q'r V XaiX§h Xyp'Xep' . SMÍ- (»M») SÍVÍ (r's') COS (mtl , rV) 

(fttmi = 1234, 3412, 1342, 4213, 1423, 2314) 
(p'q'r's' = 1' 2' 3' 4',...) 

Xaл Xa. Xa% 
XaA 0 0 

0 0 xp t xp2 xp3 xp4 

>Hx xsV cos(V\) cos(l'2) co's (l'3) 008 (l'4) 
\xy2' xs2' 008 (2'1) 008 (2'2) 006-(2'3) 008 (2C4) 
xy^ xsz* 008 (3'1) 008 (3'2) 005 (3'3) 008 (3'4) 

\xYi Xsi é08(4'l) 008 (4'2) 008 (4'3) 008 (4'4) 

et de la formule (44) du w°24, ou des relations évidentes 

Xai —Xpi = — âap 008 (D D<1>) , . . . 
combinéies avec la formule (22) du n°9 après le changement 

'* de Xa 1X/?,X 1 , . . .en D , D', ZKl>>,...), on tire 
— 2dap âys 008 ( D D') = 2ip< (Zai — Zpi) (zYp< — Zsp') d'%, (55)" 

( * = 1 , . . . , 4 e t ^ ' = l ' , . . . , 4 0 . 
On aurait des formes nouvelles en considérant les équations 
(19), (20), (21) au lieu de (22) n° 9. 

En faisant coïncider Ay avec Aa et As avec dp, les 
formules précédentes deviennent 

â2ap = SiuwZai Zap* zpi zpq* âikÔptq< COS(AtAk) Ap< Aq<), (56) 
(3F)6 

4a. . . a4 a.< 
ð\ß (56)' 

=-£ o n i v w #«e Xap1 xpjc xpq'. 8w (mn) sin (r's') cos (mnjr's') 
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O O Xav Xat 

O O xp} xp2 . 
xax» xpt' CO$(Vl) cos(V2\ 
Xa2' xp2' cos(2'l) CO$(2'2) 

— 2â2afi = 2 .V (Zai—Zpi) (Zap'—Zpp*) Ô2
ip<. (56)'' 

Les équations (56), (56)', (56)" donnent, sous quatre formes 
différentes, la distance de deux points Aa\ Apm déterminés par 
leurs coordonnées relatives à deux tétraèdres. Si Ton porte 
ces expressions de ôap et les analogues expressions de ôys dans 
les formules (55), (55)', (55)", on obtient, sous quatre formes 
différentes, le cosinus de l'angle formé par deux droites D, D' 
déterminées par couples de points. 

Il est. presqu1 inutile de rappeler qu'en effaçant les accents 
de p\ q', r', s', on a les formules relatives à un tétraèdre unique 
de' référence. 

Dans cette hypothèse, transformons l'équation (39)' du 
n°23: nous aurons âap dy* mom (DD% c'est-à-dire 

I Zaï Za2 Za3 Za% ] 

tétr. AaApAyAs = V *h *fo *fo *P* 
Zyx Zy2 Zy3 Zy4 

Zsx Zs2 Zs3 ZsA 

(57) 

formule bien connue. 
30. Désignons encore par D", D'" les droites déterminées 

par les points An et A©, Ai et A% ; et transformons l'équation 
(49) du w°26: il résulte 

da§ ôys dv® Sin sin (DD') sin (#"£" ') cos (DD\ D"D'") (58) 
E*fÀ*,p'<i't'u' 2ae zpf Zyi Zsk Zr\p' Z0%' ZiV ZflW . ôefdik ôp<q< ât^sin(A6 Af,A\Ah) 

X sin (Ap< A?, At> Au) cos [(Ae Af, At Aie), (Ap> Aq<, At< Au*)] 

(ll= 12,34, 13,42, 14,23 et £ * ' = l '2 ' , . . . . . . ) 
t A \ 2 

: ?9yro* 2XccexPf---Xtt'Xnu'•sin^sin^mn)sin(r's'ïsinWwi) 
X sin (gh, mn) sin (r's\v'w4) cos [(gh, mh), (r s'vw')] 

( t o = 1 2 3 4> 3 4 1 2 ' 1 3 4 2 ' 4 2 1 3> 1 4 2 3 ' 2 3 1 4 et twí = ' 
= r2'3'4',...). . 

. 16 
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En faisant coïncider^, A&, Ai, A% avec Aa, Ap, AY, As, 
on tire de ces équations 

d\pâ2
yssin2(DD4) (59) 

iSzccezpfeytéekZccp'epq'Zyt'Zsu'. defâik dp<q< ôt<u<sin(Ae Af ,AiAk)sin(Av<Aq',AvAH^) 
cos [(AeAf, AiAk\ (ApAq<, At<Au<)], 

= (byv'Y ScCcce Xsk Xci&- 'Xm% ' sin(9fy • • • 8*n (V4W) 

sin (gh, mn) sin (rés4, Ve W4) 
l cos [(gh, mn\ (r4s4, F TV')]. 

De ces équations, combinées avec celles qui donnent d\p 
et ô2yS [éq. (56), etc. n°29], on a deux expressions de sin (DD$), 
c'est-à-dire du sinus de l'angle formé par deux droites déter­
minées par couples de points. Si Ton porte dans les équations 
(58) les expressions de âap âys sin (DD4) et les analogues de 
ârj& dm sin (D44, D444), on obtient deux expressions pour cos 

' (DD4, D44Dii4\ c'est-à-dire pour le cosinus de l'angle formé par 
deux plans, le premier parallèle aux droites D, D', et le second 
aux droites D", D'", ces droites étant déterminées par couples 
de points. 

Enfin, de (51) il résulte 

âafi âys Ôri® sin (DD4D44) = Sik,pqt tu Xai Xfà Xyp Xeq Xrjt XQu . âik dqp dtu 

X sin (Ai Ak ,ApAq, At Au\ (60) 

formule, dent chaque membre représente six fois le volume 
d'un tétraèdre construit avec trois arêtes convergentes égales 
et parallèles à ô^p, ây£, dnB. 

Relations métriques en coordonnées de plans. 

31. Désignons par D l'intersection des deux plans Xx, Xp 
et par D4 l'intersection des deux plans Xv, XQ. Si dans les 
foi-mules (40), (40)' du n°23 on remplace les coordonnées de * 
D, D4 par leurs expressions en coordonnées des plans Xx et 
Xfi, Xv et ^X$, on "a 

(36VV4)2sin(k(i)8in(vQ)cos(Xii,vQ) (61) 

— 2ikmnJp'q'rJs™èxil;ti7cèvpl;Qq.âmnôry cos (AmAn,Ar*As) 

(ïkmn=1234,3412,1342,4213,1423,2314 et jp'g W = l '2'3'4' , . . .) 
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= v . 

o o oiд, !*, . 
0 0 Ofo І„г . 
0 0 01 1 . 

! v ! < i ď V i < ? V 2 . 
*»,'&,'i*V. *V, , 

sw(Лfł)sm(vp)cos(A/t,vp) (61)' 
= -Sa^y gw gftŁ ftíp< f92'. sw (ťЛ) sгn (p'qf) cos (Җtfй') 

(ih = 12,34,13,42,14,23 et p'ą' = í'2\...). 
On a encore, en posant 

S i SЗ »3 S4 

5*-. feД, »Л3 §A| 

Ŕ*l l # 2 lf*3 !í*4 
1 1 1 1 

Äд = , etc. 

dh 
TІ> etc; 

par conséquent la formule (44) w°24 devient 

- 72 VV'sin (Aft) sin (vo) cos (l(i, VQ) = 2* - ^ - . - S - ^ V , 
»S< #W>' 

(« = 1,2,3,4 etjp' = 1',....)-
Lorsqu'on fait coïncider Xv et X9 avec Xi et Zf», les 

formules précédentes se réduisent à 
— [ 3 6 F P s w ( W (62) 

= -S*»», p'gvv &« ifAjp' £[ik inq'. âmn <Jrv COS (Am An , Ar> A»-) 

X CM (»*iPY). 
10 0 0 & & 
0 0 o&, | h 

0 0 0 1 1 
IVlft'l^,', *\\ 

llvfe'i'Vi **.'•• 

— 1 
— 2 

si»2(A/t) =: jZ^y &» g^' g -* ̂ g-. sin (ik) sin (p'q') (62)' 

TOTГT7У ' 2 / 1 Л — . V ^ЯЏ CÜ V д 2 

— 72 VV sm* (Џ) = 2 ^ - r-. - ц - 7 o V< đ|, ' đ|P ' 
16* 
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Ces équations donnent, sous quatre formes différentes, le 
sinus de l'angle, formé par deux plans déterminés par leurs 
coordonnées relatives à deux tétraèdres. En portant ces expres­
sions de sin (l(i) et les .analogues de sin (VQ) dans les équa­
tions (61) , . . . , on obtient sous quatre formes différentes le 
cosinus de l'angle formé par deux droites A/i, VQ déterminées 
par couples de plans. 

En effaçant les accents des indices p\... on a les for­
mules relatives à un tétraèdre unique. 

32. Dans cette hypothèse on peut appliquer la formule 
(48) du w°25 aux trois aires planes (Xx, 1), (X^, 1), (Xv , 1); 
car nous avons remarqué au n°17. que ces aires ont respe-
ctivemeot pour composantes 

il vient: 

sin (lpv) = Zikm èti Ç(ik Ivm sin (ikm) = 

Tgyp | « Htik èvm aé ak am sin (ikm) ; 

9F 2 

selon 

k = 1,2,3,4} 
m 

et puisque [éq. (15) n°7] a{ ak am sin (ikm) = ; 

que ikmn représente une permutation du groupe 1,2,3,4 douée 
d'un nombre pair ou impair d'inversions, ainsi, on trouve 

j 1*1 • • & 4 

61sin(l(iv) = s±itiftftèvm = if^4 f̂ 4 .' (63) 
£vx . . £v4 

1 . . 1 
Cela posé, nous allons transformer la formule (39)' du 

n°23. Elle devient 

sin (Џ) sin (VQ) mom (Лfi, VQ) — -^-

Šh . . Šh 
!г*l • • &4 

l * i •. èvŁ 

i l e í • • ŠQå 

(64) 
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mais on a d'ailleurs*) 
[sinm**0^^Ç^.»8)]» ... = (J tétl. XlX[lXvX<}. ^ 

donc il résulte 
I&1-.Ê-4 , 3 

&*i • • &*« 

In • • l*4 
I d • • l?4 

tétr. XiXpXvX9=zV-r 
fr... ; f o . . : i - - . . - | 
l e . . . Іft.. • i l ^ . " 
1-... ' f c . • frk-
1 . . !- • i!l . . 

.1 

(66) 
ô*i 

& . • 

* * • 

i . 
équation qui donne le volume d'un tétraèdre en fonction des 
coordonnées de ses faces. 

33. Désignons encore par D" l'intersection des plans Xa, 
Xx et par D'" L'intersection des plans Xp,Jfy; et transformons 
l'équation (49) du w°26: il vient 

(Af*) sin (VQ) sin (et) sin (<M>) sin (DDé) sin (D"D'") cos (DD\ D"D'") (67) 

l<^ II"/ | w Çok £op' £tq' £a>t' |ipw' . dgh âmn âr<s< dv<w< 
~ (36 rrf 

X sin (AgAh,AmAn) sin (Ar< As<, AV<AVV<) cos [(AgAh, AmAn), 
(Ar< Ast, Av< A u,i)\ 

[if1 =1234,3412,1342,4213,1423,2314, et 
V iкmn' 

*) En effet, de (14) n°7 on tire 
9 F* 2sin(ik)sin(mn) sin (ik) sin (mn) mom (ik, mn) 

Oik Omn 2а1ага3а4 

et de (15) 
(37)8 

37 

—— 3 = sin (кmrì) sin (mni) sin (nih) sin (ikm) 
2*(a1a2a3a4) 

En divisant la première équation élevée au cube, par la deuxième, on a 
[sin (ik) sin (mn) mom (ik, mn)]9 

sin (ikmn) sin (mni) sin (nik)sin (ikm) 
Il suffit de changer X%, Xh, Xm, Xn en Xx, X^, Xv, Xç pour ob­
tenir la formule du texte. 

6V=-
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c 9VV \2 
= v A ) 2&e<" ^u • s^n (ef) s^n fà) s%n (p'q') sin (Pu') 

X sin (ef, ih) sin (p'q't'u') cos [(ef, iJc), (p'q', Pu*)] 

g = 12,34,13,42,14,23 et f* = 1<2' , . . . ) . 

Si l'on fait coïncider X6, Xr, Xy, Xy avec Xx, Xp,Xv, XQ 

on a 
[sin (Afi) sin (VQ) sin {DD4)]2 (68) 

= fâQyyyT -S &e ètif Ivi ÇQJC £xp' |fig' hv içu'. âgh dmn #rv dv'V*' 

X sin (Ag Ah Am An) sin (Ar* A8^ Av< Avv) cos [(Ag Ah,Am An), 
\Ar* Aa*, Av* Avv*)\ 

r 9VVé \* 
= I — j J 2 Z>Xe... ÇQU . sin (ef) sin (ih) sin (p'q') sin (Pu') 

X sin (ef, iJc) sin (p'q', Pu') cos [(ef, iJc), (p'q', Pu*)}. 
Des formules (68), combinées avec (62),.. . qui donnent 

sin(lyi) et, par conséquent, sin(vç), on tire deux expressions 
de sin(DD'), c'est-à-dire du sinus de l'angle de deux droites 
déterminées par couples de plans. Si l'on porte dans les for­
mules (67) les expressions de sin (Ip) sin (VQ) COS (DD') données 
par (68), et les analogues de sin (QT) sin (ç> )̂ cos (D"D"'), on 
obtient deux expressions de cos (DD', D"D'"), c'est-à-dire du 
cosinus de l'angle formé par deux plans; le premier parallèle 
aux droites D, D', et le second aux droites D'[, D'", ces quatre 
droites étant déterminées par couples de plans. 

, Enfin de (51) on déduit 
sin (Xp) sin (rç) sin (et) sin (DD'D") 

-=- (s>y\z2 %M£[*>1civpicqèatfrt*.àmndrsâvwsin (AmAn%ArAt,AvAvv) 

( iJcmn \ 

pqrs = 1234,3412,1342,4213,1423,2314} 
tuvw j 

— I -g-J S &%... &u. sin (ifc) sin (pq) sin (tu) sin (ih, mn, tu) 
ih 

,mn = 12,34,13,42,14,23 
tu 


