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Ptiloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Theorie maxim a minim.
Uvod k poctu differencidlnému pise dr. B. Byd¥ovsky.

I. Funkce kvadraticka.

1. BudiZz rozieSena tloha:

Kladné éislo a jest rosloZiti ve dva séitance tak, aby
soudet jednoho scitance a poloviéniho Ctverce séitance druhého
byl co nejmensi (minimdlng).

) Nazveme jeden z obou s¢itanci z; tislo # mize byti kladné
nebo zdporné, jezto jeden stitanec miZe byti zdporny (a druhy
pak nutné kladny). Stitanec druhy je (¢ — z); tloha Zddd uréiti
z tak, aby vyraz

y=z+ j(a—2x)*° @
nabyl hodnoty co nejmensi. Uloha Fesi se zndmym zpisobem :
pokldddme v rovnici (1) x za nezndmou a rovnici rozfeiime.
Rovnici upravime:

y=12*—(a—1)z+ La®
22—2@— 1)z +a®—2y=0
: 29 = (a—1) + 2y — (2@ — 1).
I soudime: nejmensi piipustnd hodnota diskriminantu
2y — (2a—1)
je 0, jezto pro hodnoty mensf, totiz zdporné, x pfestivd byti
redlnym. I musi
2y —(2a—1)=0
2y =2a—1
y=a—j
12
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t. j. y je bud vétsi nebo rovno e — %; i jest nejmensi moznd
hodnota y rovna a — 1. Pkisluiné z je rovno (a — 1); a odpovéd
na tdlobu zni: aby zminény soutet nabyl hodnoty co nejmensi,

musi druhy séitanec byti roven jedné a prvy (a — 1).
2. Sledujme jednoduchou dlohu privé provedenmou podrob-

néji. K tomu cfli zvolme za @ néjaké Cislo zvldstni, na pi. 3.
Do rovnice (1) tuto hodnotu dosadime:

y=z+41(3 — ) 2)

Tato rovnice md takovy vyznam: z{*olime-li jeden stitanec
z tisla 3 zcela libovolné (bud kladny nebo ziporny), udivd ndm
rovnice (2) ihned, jak velky je p¥islu$ny soutet y, jinymi slovy:
rovnice (2) pfifazuje kazdé hodnoté x uréitou hodnotu y.

NaSe uloha 24dd urtiti « tak, aby y mélo hodnotu co moZnd
nejmensi; vSimnéme si v8ak také, jakych hodnot nabyvd y pfi
jinych hodnotich z. Polozme na pi. za z postupné vSechna celd
Usla (nullu v to potitaje) od — 3 do 4 7; vypolitejme vidy
pifslusnou hodnotu druhého séitance (3 — z) a piisluinou hod-
notu y. Vysledky jsou sestaveny v tabulce:

r=—3, —2, —1,0,1,2 3, 4 5 6, T
3—z= 6, b5, 43210 —1, —2, —3, —4
y= 1, %, 7,33 %38 4§ 1, 4, 15

Z tabulky této je patrno, Ze, klademe-li za x celd Cisla
postupné o jednitku vétsi od — 3 pocinaje, nabyvd y hodnot
nejprve postupné mensich; hodnoty nejmensi nabude pro x=2;
pak nabyvd y hodnot zase postupné vétsich. Aviak tabulka ndm
nepravi ni¢eho o tom, jaké jsou hodnoty y pro jiné hodnoty z,
na pi. pro viechny ty, jeZ lezi mezi celistvymi hodnotami z
v tabulce uvedenymi. Abychom tedy nabyli ptedstavy o tom,
jak se méni y, kdyZ x nabyvd vSech moZnych hodnot (tedy lo-
menych, nebo libovolné velkych kladnych nebo zdpornych), zod-
povézme otdzku: kdyZ x roste od jisté dané hodnoly k jiné,
jak se méni y? t. j. roste také hodnota y &i klesd ?

3. Abychom roziefili tdlohu prdvé vyslovenou, uvaZujme
takto: necht md v rovmici (2) z zcela urtitou hodnotu, které
tedy odpovid4 zcela urtitd hodnota y; zvétime pak x o &slo
kladné, prozatim libovolné velké, které oznalime Az, abychom
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naznatili, ze bézi o ptiristek, o kter§ mé pravé z vzristi.!)
Zvétsime-li takovym zpusobem z, zméni se také y; tuto zménu
analogicky oznatme 4y. Je pak Jy kladné, zvétsi-li se, zd-
porné, zmen&i-li se y. Tento piristek 4y vypolteme z rov-
nice (2); nebof dosadime-li do ni za x hodnotu z 4 Az, na-
stoupi podobné y 4 .Jy za y.
Rovnici (2) upravime:
y =2 — 22 4 %
I bude
y+ dy=73(x+ d2)® — 2(x + dz) +
Y+ dy =32 — 2+ § 4+ xdx — 24dx 4 L(4r)
AvSak y na levé strané rusi se — dle rovnice (2) — proti
32 — 2z <4 ) na pravé strané, i obdrzime
Ay = dzx(x — 2 + L 4dx). 3)
Vzroste-li z o piiristek Ax, vzroste y o pfirdstek Ay,
Jejz z rovnice (3) vypocteme. '
Na pf: 2 =5; tomu odpovidd y = 7. Necht z vzroste
0 0'1; pak y vzroste o '
4y =015 —2 4 301),

t. j.
Ay = 0305,
t. j. pro
x=5401=>51
je
y =174 0305 = 7-305.
Je-li £ =1, ¢emuz odpovidd y — 3, ulitime 4z = 0'1;

pak

Ay =01(1-—2 4 101) = — 0°095.

V prvém ptipadu tedy y vzrostlo (4y > 0), v drubém
kleslo (4y < 0).

1) Pfi tom Ax neznali soutin 4 .x, nebof 4 samo neznadi Zidnou
veliginu, nybrz jen symbol, ktery lze vyjadfiti slovem »piiristeke; Ax
tedy znadi »piirtistek ku x« (srv. s tim jiné takové symboly v mathematice:
log, sin, arc atd). Cte se: delta x.

19%
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4. Nds zajimd v rovnici (3) znaménko Jy: kdy je kladné
a kdy zdporné. Na pravé strané této rovnice je soulin, jehoz
Jjeden ¢tinitel, totiz 4x, je kladny dle zavedeni.

Je tedy patrné 4y > 0 kdyz (z — 2) + ;42> 0

dy<<0 , (@—2) 4 142 <<0.

Kdyz z je zcela urtité ddno, zdvisi znaménko vyrazu

(®—2) 4 34z
na dz. Na pf. pro 2 =1 je tento vyraz —- 1 4 ;4x. Pokud
14z je men&i nez 1, je tento vyraz ziporny; stane se kladnym,
je-li 3 4z vétsi nez jedna.

Pripomeiime si, co je nasi dlohou: sledovati zménu y,
kdyz se ménf x. Polne-li = se zvétSovati od urcité hodnoty, y
bud se rovnéz poéne zvétSovati a pak pravime, Ze y roste pro
tuto urcitow hodnotw x; nebo y se polne zmenSovati a pravime,
ze y klesd pro tuto wréitow hodnotu z. Pravime, potne-li se x
zvétiovati; tim rozumime: nabyvi-li # hodnot postupné vétSich
neZ je urtitd dand. Ale hodnoty vyS$8i neZ je dand nabude x
.pFidénim p¥iristku sebe menifho. Chceme-li tedy poznati, zdali
pro dané z hodnota y stoupd nebo klesd, musime pfipojiti k =

piirdstek co moZnd maly a potlitati pfirtstek 4y. Priklad ndm
tuto véc objasni: budiz

z = 1'9; pak plyne z rovnice (2)
y = 2 505.
Zvétsme z 0 Az = 1; vypolitime z rovnice (3)
4y = 0075.
Jestlize tedy z se zvétsi z 19 na 1'9 4 05 =24, vzroste
Yy z 2605 na 2'580. Ale nejsme oprdvnéni souditi z toho, Ze pro
& =10 ystoupd. Nebot zvétiime-li # o piiristek mensf, na pf.
4z = 01, obdrZime
dy=01(— 01+ }.01) = — 0005,
t. j. Ay zase zdporné. Zsroveii viak pozorujeme, %e, kdybychom

awolili sa Az jakouwkoliv hodnotu mensi nef 0°01, vyjde Ay
© wfdycky sdporné, nebof v rovnici

A4y = 01(— 01 + } az)
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v zdvorce stdle pievlddd — O'1 nad jdx. I je jasné, Ze, kdyz
x potne risti od 19, Ay je zdporné a y tedy pro tuto hod-
notu klesd. )
Tuto dvahu mozno provésti pro jakoukoliv hodnotu z. Ve
vzorci
Ay = dz(x — 2 4 3 4z)

zvolme Az tak, aby j 4z bylo ¢iselné mensi nez (r — 2). Pak
znaménko zdvorky bude se Fiditi znaménkem vyrazu (x — 2).
Je-li tento vyraz kladny, je Ay kladné nejen- pro zvolené 4z,
nybrs i pro kaidé mensi, at je malé jakkoliv. 7 toho ndsleduje,
7e, potne-li z risti, 4y je kladné. Obdobnd tuvaha plati pro
ptipad, Ze x — 2 je zdporné.

I nabyli jsme tohoto vysledku: chceme-li rozhodnouti,
zdali pro dané z hodnota y stoupd nebo klesd, t. j. zdali se
y zvétsi nebo zmendi, kdyZ x= vzroste o piiristek co mozng
maly, musime zvoliti za tento piiristek C¢islo takové, aby jeho
polovina byla ¢iselné mendi nez x — 2. O znaménku Ay pak
rozhoduje privé vyraz x — 2; i je

Ady>0 pro z—2>0,
dy<0 , z—2<0,

t. j. y stoupd pro vechny hodnoty z, pro néé x—2=0, klesd
pro vsechny hodnoty z, pro nét x — 2 < 0.

Pokud tedy = je menSi nez 2, y s rostoucim z klesd; je-li
x vétsi nez 2, y s rostoucim z stoupd. Z toho plyne, co jsme
Jjiz dfive nalezli: kdys x =2, prechdai klesini ve stoupdni,
hodnota y prestdvd klesati a pocind stoupati; pravime, fe y
nabyvd hodnoty minimdlni (kterd je ).

Je nyni patrno, Ze jsme nabyli dosti jasného piehledu
0 celkovém prabéhu hodnot y, kdyZ « nabyvd vSech hodnot od
— o do + = ; miZeme totiZ vysledek prdvé nalezeny vyslo-
viti také tak: kdyz x od hodnoty 2 stoupd do nekomeina, y
stoupd od ¢ do nekonetna; a kdyz x od téZe hodnoty 2 klesd
k — =, y zase stoupd od £ do nekonetna. Cili: kdyZ z pro-
bihd vsechny hodnoty od — = do + o, y napred klesd od + o
k % a pak zase stoupd od § do + .

5. Prehledu nejdokonalejsfho nabudeme, kdyZ to, co jsme
provddéli dosud jen poltem, graficky zmdzornime "dle zpisobu
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analytické geometrie. 2) Zvolime v roviné dvé osy navzdjem
kolmé, jez se protinaji v potdtku O; oznatime osu béZici od
levé ruky k pravé OX, druhou OY. Osu OX nazyvime osou
dselek (také osou z-ovou), OY osou pofadnic (osou y-ovou).
Na osu usetek nandSime useky od pot¢dtku v pravo kladné,
v levo zdporné; na osu pofadnic nand§ime od poldtku vzhiru
useky kladné, doli tseky zdporné. Vytkneme-li v roving libo-
volny bod a spustime s ného kolmice na obé osy, vzniknou
v obou osdch tseky méfené od poldtku; tsek v ose x-ové na-
zyvédme usetkou daného bodu a znatime z, Usek v ose y-ové
nazyvime pofadnici bodu a znatime y. z, y jsou pak soufadnice
bodu. Je patrno, Ze vzddlenost bodu od osy uselek je jeho po-
fadnice, vzddlenost od osy pofadnic jeho tisetka. Kazdému bodu
piisludi urtitd usetka x a pofadnice y; naopak je svymi sou-
fadnicemi bod v roviné jednozna¢né urcen, ¢ili ku kazdé dvojici
soufadnic z, y nédlezi jediny bod v roviné. Abychom jej nalezli,
naneseme na osu usetek od potatku usetkan z (v pravo, je-li z
kladné, v levo, je-li zdporné); v koncovém bodu tselky vazty-
¢ime kolmici, na niZ naneseme od osy usetek vzhiiru nebo doli
pofadnici y. Tak obdrzime bod, jenZ md dané soufadnice.

Sestrojme v roviné body, jez maji za soufadnice dvojice
z, y, jak jsou sestaveny v tabulce (obr. 1.). Tak obdrzime celkem
11 bodd; prvni odpovidd dvojici x = — 3. y = 15, druhy dvo-
jici z=—2, y =24 atd. Toto zndzornéni je prehledn&jsi nez
tabulka; vidime na obrazci jedendct bodd, jichz pofadnice, t. j.
vzddlenosti od osy z-ové, svou délkou zndzoriiuji hodnoty y,
piisluiné k tém hodnotim z,  jeZ jsou zndzornény piislu§nymi
fiseckami.

Kdybychom pro kaZdou hodnotu x vypoletli piisluiné y a
sestrojili body tomu odpovidajici, obdrzeli bychom souvislou fadu
bodd, jez by tvofila kfivku. Tato kiivka musi — dle vykladu
svrchu provedeného — klesati a% k hodnoté z —2 a odtud
stoupati. I spojime body 1 az 11 kfivkou, kterd by méla tuto

) K pochopeni toho, co zde vykladano, neni nezbytné tfeba obsirné
znalosti analytické geometrie; pokud pomiicek jejich bude uzito, vidy se
fo stane s ‘nilezitym .objasnénim.
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vlastnost a nabyli jsme tak iplného piehledu o pribéhu hodnoty
y, kdyz méni se z.%)

V obr. 1. je zdroveli zndzornéna uvaha, kterou jsme pro-
vedli vySe (odst. 4.). Zvolme z — 2; zvétdme = o0 dx: a) Az,

Obr. 1.

= 3; tim obdrzime bod 8. Bodem 2 vedme rovnobéiku s osou
X, jez protne pofadnici bodu 8 v bodé a; je pak ihned patrno,
Ze tsetka a8 znali dy,, které je v tomto ptipad® kladné, smé-
fujic vzhiru;

%) Krivka ta byla by sestrojena ptesné, kdybychom uréili vSechny

Jjeji body, coZ oviem neni moZno; je viak sestrojena tiin ptesnéji, &im vice
jejich bodd uréime.
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b) 4z, =2; v tomto pipadé Ay, = 0;

¢) dzg = 1; Ay, je vyjédteno délkou 56 a je zdporné.
Kdybychom Az volili stdle mensi, bude Ay stdle zdporné, jak
je z obrazce patrno,

Méme tedy zndzornénu tu okolnost, Ze znaménko Ay zd-
visi na velikosti A4r, ze viak je stdlé, kdyz 4z klesne pod jistou
hodnotu.

Jako nejdilezitéjsi vysledek dosavadni vytykdme tento:
zména hodnoty y je zdvisld na znaménkuw linedrného viyrazu
x — 2; pro tu hodnotu, pro nif temto wvyraz je roven nulle,
nabyvd y hodnoty minimdlni.

6. Tento vysledek znalné sevieobecnime. UvaZujme totiz
libovolny vyraz kvadraticky

y = az® + 2bx + ¢,

kde a, b, ¢ mohou byti libovolnd &isla kladnd nebo zdpornd.
Vypotteme Ay, o které vzroste y, kdyz x vzroste o Az. I jest

Y+ dy =a(z+ 4r)% 4+ 2b (x + dx) + ¢
Ay = Az (2ax 4+ 2b 4 a dx).
stoupd

Zase bychom usoudili zcela obdobné, Zze y Klesd

pro ty

hodnoty z, pro néz
. 2ax + 2b > 0
2ax + 2b <

Jestlize pak z je takové, Ze 2ax + 2b = 0, je patrno, Ze
prechdzi klesini ve stoupdni a y pak nabyvd své hodnoty nej-
mendf (minimdlnf), nebo pfechdzf stoupdni v klesdni a y nabyvd
své hodnoty nejvétsi (maximdlni). Z 2ax + 26 = O plyne

b
r=— —

a’

t. j. pro tuto hodnotu nabyvd y hodnoty nejvétsi nebo nejmensi,
stru¢né: hodnoty krajni (extremnf).

Aviak tim dochdzime téhoz vysledku, k jakému nds vede
onen obvykly zplisob, zpfedu uvedeny; nebof ptdme-li se, kdy

‘y=—az?+ 22 + ¢
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nabyvd hodnoty nejvétsi nebo nejmensi, feime tuto rovnici dle z :

=2+ Vit —da(c — v) .
pr— 2(1, b

polozime diskriminant rovnym O ;

g=_ 2

- a’
je pak ta hodnota z, pro kterou y méd hodnotu krajni. AvSak
zptsob, jakym jsme zde k témuz vysledku dofli, md dvoji vy-
hodu pfed timto zddnlivé jednodussim: jednak objasnil se ndm
vyznam vyrazu 2ax + 2b a poznali jsme nékteré nové pojmy :
jednak je to zplsob, ktery ndm dovoluje Fediti také takové
ulohy, v nichZ z vystupuje v mocnindch vy$8ich nez drubé. Po-

zndme to co nejdiive na pifkladech.

7. Diive viak je§té musime zavésti nékolik novych ndzva.
Velitinu y, kterd tak zdvisi na veli¢iné xz, ze pro kazdé z lze
udati urcitou jeji hodnotu, nazyvdme funkei velidiny z; i piseme
y =f(x), coz tteme ,y je funkce z“ a znamend to tolik: y je
vyjddteno jako urtity vyraz, jenZz obsahuje z. Tak v nasem na-
hote provedeném piikladé je y kvadratickd funkece x; chdpeme,
ze existuji také fumkce jinych stupiid, na pr.

w=—32%+4 bz3— 22+ Tz — 3;

u je funkce z stupné 5. atd.

Jiné zndmé piiklady funkef jsou funkce goniometrické, lo-
garithmus, arcus thlu.

Vzpomindme si, Ze x znatilo v nasem piikladu jeden séi-
tanec tisla 3; tento stitanec jsme mohli voliti, jak jsme chtéli,
nebof mohl byti ¢islo jakékoliv. Neni tedy z &islo urdité, nybrz
miize nabyti hodnot velmi rozmanitych; pravime, Ze je velidina
proménnd, a sice mezdvisle prominnd, jezto zména x nenf pod-
minéna z4dnym mathematickfm vztahem, nybrz zdvisi jen na
nadi. libovili. KdyZz se # méni, méni se i jeho funkce y; je tedy

také y velitina proménnd, ale zdvisle proménnd, jezto zména y
je zdvisld na zméné z, -
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II. Funkce kubickd. Funkce goniometricka.

1. Uzivajice ndzvi prdvé zavedenych, rozieSme tuto ulohu,
jo% je podobnd prvé, ale vede k funkei stupné tfetiho (kubické):

Cislo 3 rozlositi ve dva séitance tak, aby souéet pétiny
treti mocniny jednoho a poloviny Ctverce druhého nadyl hod-
noty nejmensi nebo nejvétsi.

Nazveme-li jeden sctitanec z, je nasi ilohou sledovati zménu
této funkce:

z3 1
y=5+5 06—
Gili
3 2 9
y:%—{-—%—v—f}x—{——?—. (1)

i Sestavme si opét tabulku, na zdkladé které provedeme
grafické zndzornéni:
&= —6,—b,—-4—3—2—1, 0, 1, 2, 3, 4 5
3—zx= 9 8 7, 6 b 4 3 2 1, 0,—1,—2
y=-217 7,11'7,126,109, 7-8,45,2'2,21,54,133, 27
V8imnéme si, Ze hodnota y nejprve stoupd (od —2'7 do
12 6), pak klesd (do 2'1), natez opét stoupd. Abychom i v tomto
piipadé piesné rozhodli, pro které hodnoty proménné x funkce y
stoupd a pro které klesd, dosadime do rovnice (1) =z 4 Jr za z;
za, y pak nastoupi y + Ay:

YAy =t @t ArP 4 5 ot dm — 3@ 4 Az + 5.

Provedeme-li naznatené dkony a uZijeme pak rovnice (1),
obdrzime

dyzdx[%x2+x—3 +Ax(%x+-;—+%dx)]- ©))

Od ptikladu prvého odchylime se nyni v tom sméru, Ze
dzx nepokliddéme za ¢islo nutné kladné, nybrz kladné nebo zd-
porné. Je pak jasno, Ze, je-li Ar, t. j. piirtstek ku 2, kladny,
roste x, je-li tento piiristek zdporny, znamend to, Ze z neroste,
nybrz klesd. ‘



179

2. Abychom rozhodli o znaménku Ay, volime Az tak, aby
v zdvorce rozhodovalo znaménko vyrazu % 2?4 x — 3; jestlize

pak dz zvolime kladné, bude Ay miti znaménko souhlasné
s timto vyrazem mnejen pro Az tak zvolené, nybri © pro Adx
mensi, at jakkoliv malé; Eili kdy? x polne risti, je Ay kladné
nebo zdporné dle toho, zda

9

?—)xe—}—x—3>0 nebo << 0. 3)

Ze je moiné vzdy voliti Jz tak, aby v zdvorce rozhodoval
vyraz, jenz Jx neobsahuje, ukdze iednoduchy p¥iklad. Budiz na p¥.
z=1b;

pak
3
5
Ackoliv tento vyraz je velmi maly, je snadné zvoliti z
tak, aby vyraz

224+ r—3 = — 015,

3 1 1
Ax(~5—x+?+—gdx)

byl ¢iselné je§té mensi. Udiime na pi. 4x=001; pak je posledni
vyraz roven 001402 a tedy skutetné menii nez vyraz prvy.
Nabyvdme tedy vysledku, ze

y stoupd pro ty hodnoty x, pro néZ 2 2+ 2 —3 >0,
y klesa , | ” T, 5 o -;)—x“+x—3<0.
Jestlize viak x je tak voleno, Ze
—g—x2+x—-3=0 (4)

pak rovnice (2) se zméni ve tvar:
3 1 1
— U B . il
kde z je nyni jeden kofen rovnice (4). 4z zvolme opét tak malé,

aby v zdvorce rozhodoval vyraz (—,—.3;— x4 -;—) Dejme tomu. Ze
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tento vyraz je kladny; pak Ay je kladné a sice, at 4x > 0
nebo << 0, jeito (Jxz)? jakozto Ctverec je Cislo vzdy kladné. To
znamend: i kdyZ = od této urcité hodnoty, totiz hodnoty kofene
rovnice (4), stoupd, i kdyz klesd, oy je vidy kladné, t.j. y vidy
stoupd. Prisludnd hodnota y md tedy tu vlastnost, Ze je mensi
neZ hodnota, -odpovidajici z o néco vétsimu i ta, jez odpovidd z
o néco mensimu, Cili jak se struéné vyjadiujeme: .hodnota y
odpovidajici kovenuw rovnice (4) je mensi meili jeji hodnoty
sousedni. Takovou hodnotu funkce, jeZ je mendi nez jeji hod-
noty sousedni, nazyvdme minimdini. K této Lodnoté y klesd

a od ni opét stoupd. Kdyby vyraz (%x—{- —é—), kde za z si

myslime polozeny kofen rovnice (4), byl zdporny, shledali bychom
podobné, ze dy < 0, at gz = 0 nebo dr <<, t.j. at x stoupd
nebo klesd, y vidy klesd a je tedy piisluSnd hodnota y vétsi
nes jejz’ hodnoty sousedni, Cili maximdlni.
3. Provedme to, co bylo nyni obecné na&naueno, pottem.
Rovnice (4) md kofeny dva:
_—bH+V20s _ —54\205
T L= 6
Priblizné je
z, = ——31
1 — Ty = — 0O g.

Je zndmo, Ze, jsou-li x,, x, kofeny rovnice
az® + bx 4+ ¢ =0,
lze trojélen ua® -+ bz -+ ¢ rozloziti na tvar

a(xz—z) (xt — z,).
Je tedy podobné

—3—w’+x-——3=§(x__v20L£"_)(x+ §+V205)'

5 6 6

~ Oznatime tento vyraz, o kterém zde stdle jedndme, stnuone
y'; je tedy o
,_ 3 (?. \/205—5)( + 5+\/20_5)_

Y =—\z—+— 5

K ®)
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05 — 5
UvaZme, Ze At V2O5 > 12056 ? ; uvazme déle: pokud
>y-2056_ 0, jsou oba Cinitelé na pravé strané rovnice (D)

kladni a y" > 0.
Je-li v8ak

ale soucasné

je prvy Cinitel zdporny, druhy kladny a y" << (.

Je-li konetné x << ——V2006+ 5, jsou opét oba Cinitelé
zéporni a ¢ = 0.
Tedy celkem :
\/205 +5

roste-li z od — o« do — —, je ¥ >0, t. . y stoupd,

\/W) +5, \/205

roste-1i 2 od —
108t 0 6

V205 + b

,Jey <O, t.j. y klesd,

roste-li x od do —|—co,3ey>0 t. j. y stoupd.

V205 + 5
6

Kdyz je 2 = — , je ¥’ =0, y prestalo stoupati

\/0

a potind klesati; y je mazimdlni. Kdyz 2 = ————, jey’ =0,

y prestalo klesati a potind stoupati; y je mzmmalmf.
Dosadime do vyrazu 2z - i kofeny rovmice (4).

205 1 206
x + 2 '\'/—1—(‘)—"—‘ + 5= 116‘- > 0;
v souhlase s tim, ze y je minimdlni, jak bylo nahofe vyloZeno.
3 —V205 — 5 _ Veos
Fatg=—rp o tg=—11 <0

v souhlase s tim, %e y je maximdlni.
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Vypotitejme obé tyto hodnoty y z rovnice (1); pidme ji
viak takto
xﬂ

_x /(3 , o i 9
y._?(?x —|—x—3)+—6——~21,+—2—.

Kdyz za x dosadime z,, je vyraz v zdvorce obsazeny roven
0, dle rovnice (4), a
} 9 _
- 2z, -+ - 9 =
coz je piiblizné rovno 13.

Podobné, kdyz za z dosadime z,, je

x2 9 _ 781 4 41V205

—_ 2 —
Yma = G- — 25+ 5= 108 4

coz je piiblizné rovno 12%.

4. Pribéh funkce y, jak byl nalezen, ptehlédneme nejlépe
v grafickém zndzornéni; sestrojime body, odpovidajici dvojicim
hodnot sestavenych v tabulce a také body, odpovidajici dvojicim
Zyy Yminy Loy Ymaee LTyto body spojime kiivkou, kterd nejprve
stoupd aZz K Yma., pak klesd k y.,, nateZ opét stoupd (obr. 2.).

Koneténé zodpovézime ulohu: odpovéd zde neni tak jedno-
duchd, jako v dloze prvé. Vidime, Ze y absolutné nejmensi je
rovno — o (pro z =— — o), y absolutné nejvétsi je rovno -+ oc
(pro x = —+ ); ale vedle toho funkce y nabyvd dvou hodnot
zv14§té vyznacnych: jedné, jez je vétsi nez hodnoty sousedni,
Ymasz, druhé, jez je mensi nez hodnoty sousedni, ¥ Pozorujeme,
7€ Yme. neni tedy hodnota ze vSech moZnych hodnot y nejvétsi,
ani ymi» hodnota ze viech moznych nejmensi; maji tyto hod-
noty jen tu vlastnost, Ze v nich pfestivd funkce stoupati a po-
¢ind klesati nebo naopak.

5. Je ihned patrno, Ze zpésobu, jehoZ jsme uZili v obou
piipadech, lze uziti pro kaZdou funkci. Na doklad toho zodpo-
vézme jeSté otizku, kdy vyraz

781 — 41\/205
108 ’

y min —

Ty=38simx+ 2cosx

nabivé. hodnoty maximédlni nebo minimélni (pokud x nepfekroti
tihel 360°). Polozime opét

y+ dy = 8 sin (x + 4x) + 2 cos (x +_A.'c),
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a tedy
dy = 3 sin (x + 4z) + 2 cos (x 4 4x) — y
tili

Ay = 3 [sin (x 4 4x) — sin z] + 2 [cos (x + Ax) — cos x]

~

Obr. 2.

Av3ak
sin (x + 4x) — sin x = 2 cos (x + A2_x) sin -4—2’3,

Az

cos (x + Ax) — cosz=—2 sin (x—}-%—v) ._sz'n?,
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Az

Ay = 6 cos (a: + %) sﬂin%:f — 4 sin (x + _/]?x) . sin 57

Ay = 2 sin A—;—U [3 cos (w -+ %ﬂ—c) — 2 sin (x + %)J,

. A 4 . .
Ay = 2 sin 7’”[3 cosxcos—;— SSmxsm%'—z

. Adx . Adr
—2sznxcos?—2¢:osxsm?.

Zvolime-li viak Az dostatetné malé, lze, jak zndmo, po-

loziti cos 423 =1 a sin ‘—42;” = arc%{? a obdrzime

. A4 .
.dy:arcdt[?)cosw——fisznx.arc%c»_?smx

de
— 2cosx . arc 9|

Aviak je-li 4z dhel velmi maly, je arc dx veli¢ina také
velmi mald, kterou oznalme ,z; i lze psiti konelné

Ay::dlx[?) cosw——?sinx——d;-‘ (33inx+2cosx)}

Je nyni zase patrno: kdyZ z roste, t. j.
d,2>0, pak y roste, t. j. Jy>0 pro 3cosx—2sinxr >0
ayklesd, , dy<<0 , 3Bcosz—2sima<<O.

Pro 3 cos x — 2 sin x =0 piechdzi stoupdni v klesdni nebo

naopak. Rovnici :
3cosx—2sinx=0
roztesime: "
3=2tygx,
tgrx=3%.

Pro z takové, Ze tg x — 2, prechdzi y ze stoupdni v klesdni
nebo naopak. -
. 4 3 2

7 tgxz—=—2 plyne sinzx— — - =, CO0S X = —
9E=3 ¥ A =S
6

tak e skutetné 3 cosz — 2 sinz =

VI3 Vi3
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Je pak .
y= ~9— = V 13.
Vi3 V13
Je to hodnota maximdlni nebo minimdlni? .
Pro tg =2 plati 4y = — 1} (4,2)*\/13. At 4,2 >0 nebo

<0, vzdy je dy <O, t.]. y klesd i kdyZz « roste i kdyZ klesd
od hodnoty, pro niz tgx=—2 — je tedy y hodnota maximdlni.
To jsme mohli také z toho vyvoditi, Ze na p¥.

pro z=0 je y =2 << \V13; nebo
» 2=90, y=3<\13.

6. Shrneme-li své dasavadni zkugenosti o funkcich stru¢né,
mizeme ¥ici: KdyZ nezdvisle proménnd roste (na pf. od — oo
do + o), funkce jeji y bud roste mebo klesd; a sice lze najiti
Jisty vyraz y’, jens je rovmés funkei x, té vlastnosti: pro ty
hodnoty x, pro néz y’' =0, roste y, pro ty hodnoty z, pro néé
Yy <0, klesd y; jestlite pak x je tak voleno, Ze y' =0, pre-
chdzi klesdni ve stoupdni mebo maopak a y nabyvd hodnoty
minimalni nebo maximdini. '

-

III. Pomér differencidiny.

1. Bude nyni naSim dal$im tkolem, vystihnouti vyznam
vyrazu y’ a odvoditi jednodussi pravidla pro jeho nalezeni.

Zménime-li hodnotu nezdvisle proménné o Az, zméni se
hodnota funkce o Jy. .Jy je tedy zména funkce y odpovidajici
zméné Az nezdvisle proménné z; a podil

| 4y
Adx
uddvd pomeérnou zménu funkce. Pomérnou proto, e ndm uddvd
tento vyraz, kolikrdte vétsi mebo mensi je sména y meé ji od-
povidajici eména x.
Objasnéme si to na p¥kladu druhém:
Dle rovnice (2) bylo
dy = dz 2t 4z — 3+ dz Go + § + 3 o)),
13
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a) Budiz x = — 5, gz =01,
4y _ oo,
5_6752,

to znamend, Ze vzrlst y, odpovidajici vzristu z o 01, je
6-752-krdte vétsi.

b) x = — 3, dx =101,
4y _

T = — 0°538.

Zde naopak vzrist Ay je mendi, neZ piisludny vzrlst x;
znaménko — ndm pak ukazuje, ze, kdyz dx je kladné, je Ay
zdporné, t. j. kdyZz x roste, y klesd.

Setrvejme pfi hodnoté x — — b a pozorujme, jak se méni
= , kdyz dzx stile zmenSujeme. Rovnici hofejsi pisme ve tvaru

Z—Z 3x’+x—3+dx< z+ —}--——Ax) (1)

a dosadime za x hodnotu — 53 obdrzune
) Ay __ 1
— Adx) .
2 — +Ax( 55 ) 2)
Kladme za Az clsla postupné mensi a stanovme vzdy pii-

slu§nou hodnotu 4y a 43—’.

dx
—0 — 06 Ay _ o
dz =01 Ay = 06752 ,Ax_6752
\ AY _ e.9750
dr=001" 4dy=00697502 e 6-97502

dz=0001 Ay =00069975002 j% = 6 9975002

Y — 6999750002
A .
. _ atd.
Pozorujeme : kdyz 4x se zmenSuje, zmenSuje se také Ay

- dr=0001" 4y =0:0006999750002

ale pomér g% se znenghla zvétsuje a blizi se stdle vice sedmi.
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. <. Ay .
Rovnice (2) pak ndm ukazuje, ze této hodnoté se Z—Z tim vice
piiblizi, ¢im mensi ~x zvolime. Nechme tedy Ax stdle klesati,
aZ se stane rovnym nulle, na pravé strané rovnice (2) pak zbude 7.
Uvazujme bedlivé, co se stane na strané levé. Z rovnice (2)

kap. II. je patrno, Ze pro Jx — 0 je také Ay —0; levd strana

tedy nabude tvaru neuréitého

0 . . o Ll
0" Ale jezto rovnice (2) zistdvd
v platnosti, at «x zvolime jakkoliv malé, zGstane v platnosti i
pro dxr = 0, t. j. neurtité Cislo %- md hodnotu 7. Abychom

e w s . i s
naznadili, Ze jsme ve vyrazu pro Z% veli¢éinu 4z stdle zmenSo-

vali az na nullu, pfi CemZ tento vyraz piesel v 7, piSeme

. A -
lom Y — i
Ax:()d$

. A .
a Cteme: limes %) Z—Z pro 4x—=20 je T,

, . )
2. Vyznam vyrazu lim =t
Ax —0 Adx

sledovati, jak se méni y pro dané x, znamend to, Ze chceme
poznati zménu y, kterd nastane, kdyz x polne risti a zméni

je velmi jednoduchy: chceme-li

se 0 veli¢inu 4z co moZnd malou. Pomér g—?—; pak udavd po-
mérnou zménu y, pokud AJx je sice malé, ale stdle rizné od
nully; stdvd-li se dr stile mensim, déje se totéz s Jx a Z—Z
se blizi jisté hodnoté mezné, které dosdhne, kﬂyz dxr = 0. Mi-
zeme také Fici: zméni-li se z 0 4z dostatetné malé, zméni se
y o Ay také malé, ale asi T-krdte vétdi nez Az kdyz dzx stéle
klesd, dy také klesd, ale je stile asi T-krdte vétsi nez Jz, a
¢im vice Az klesd, tim spife 4y se rovnd sedmindsobné hod-

not¢ Ax. I miZeme Fci: pro x = — 5 méni se y sedmkrdte

.o v . r 7 . A 4

rychleji neZ x; © uddvd lim <Y rychlost, se kterou se méwi
Ax:OAf"

SJunkce, kdyZ se méni nezdvisle proménnd.

4) limes = mez, hodnota mezna.
13*
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K villi stru¢nosti pige se
. Ay __dy?)
tm e = dz

a éte se: dy lomeno dz. Vyraz tento nazyvdme differencidlnim
pomérem (nebo kvocientem) funkce y dle proménné z, nebo
struénéji derivaci (Cili funkci odvozenou) funkce y dle z.

Definice pomérn differencidlného je tedy: Differencidlny

) , , R

pomér je meznd hodnota, které se LliZi pomér piiriistki T
kdys Az klesda na nullu. A

3. Opakujme nyni zcela strutné vvahu pravé provedenou
pro libovolné .

Médme dle rovnice (1)

dy __ 3 , 3 1 1

Stdvd-li se dz stile menSim, blizi se Ay stdle vice vyrazu

Ax
3 224+ 2x—3
ktery jsme nazvali nahofe y"; pro 4x — 0 je pak
. dy__ 3 , _dy
L R

t. j. vyraz y', ktery hrdl tak dileZitou roli v otdzce o zméné
funkce a o existenci maxima a minima, neni mic jiného mnes
differencidlng kvocient nasi funkce y.®)

I miizeme vysledky, k nimZ jsme dosli v uvedeném p¥i-
kladu, shrnouti nynf struéné takto:

d ; s 1 e e
8) Zde budi? dirazné upozornéno, Ze ay'_ neni zlomek, jehoz ¢itatel
Je dy a jmenovatel dx, jako tomu bylo pfi %; tvar zlomkovy ma pravé

jen pfipomenouti, Ze tento vyraz vznikl ze skuteéného zlomku —Aé

) Tim se stdva patrno, Ze k zavedeni diff. poméru jsme vedeni
studiem zmény funkce. MiZeme Fici, Ze diff. pomér charakterisuje gménu
Junkce pro kazdou hodnotu x.
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Funkce
z® . 9
y=75+tg—3+3

roste pro ty hodmoty x, pro né# differencidlnyg kvocient = 0;
Llesd pro ty hodnoty x, pro néi differencidlng kvocient << 0
nabyvd hodnoty mazimdlni nebo minimdlni pro ty hodnoty x,
pro néé differencidlny kvocient je roven O.

4. Véta privé vyslovend nabude zvl45té znatné ndzornosti
a zdroveli se ndm objasni s jiné strinky vyznam differencidlného
kvocientu, vrdtime-li se k obr. 2. Vytknéme na tdfe, jeZ ndm
zndzoriiuje funkei g, libovolny bod 7; jeho tsetka je obecnd ,
pofadnice y. Zvétiime-li x o 4z, ocitneme se v bodé jiném 2,
jehoz poradnice je y + 4y. Vedeme-li bodem 1 . rovnobézku
s osou usetek, vznikne pravouhly trojuhelnik 7 a 2, jehoZz .od-
vésny jsou Az, dy; je pak z obrazece patrno, Ze spojnice 12
svird s paprskem 7a a tedy také s osou z-ovou thel «, pro
ktery plati
4y __

Tw — = tg c.

Takovy je tedy geometricky vyzmam poméru obou p¥i-
ristkia. Kdyz 4Jxz se umenSuje, bod 2 se stile blizi bodu 1,
spojnice 12 se otdli kol bodu 1; a kdyZz dx =0, t. j. bod 2
splyne s bodem 1, stane se tetwa 12 teénou kiiwky v bodé 1.
Uhel « tétivy prejde pak v ihel o, kterf svird te¢na s kladnym
smérem 0Sy x-0vé, a jest

r g Ay __dy
tg o _Aitfo ﬂ = E‘i-

To znamend: derivace funkce y pro hodnotu z je totoina
s tangentou uhlu, Ttery svird teéma, vedend v pFislusném bodu
ku édre funkci zndzoriujics, s kladngm smérem osy z-ové.

Je patrno z obrazce, Ze thel tetny, pokud (dra stoupd,
je ostry, tedy jeho tangenta kladns, t. j. g—z > 0; kdys Cdira
klesd {na pf. v bodé %), Ghel tetny je tupy, jeho tangenta z4-

pornd, t. j. % << 0. V bodé konetné, v némZ stoupdni pfechdzi
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vlklesini nebo klesdni v stoupdni, je tetna rovmobézna s osou
1sefek, tedy jeji thel roven nulle a tangenta rovmnéz; i je
dy

&;:0.

Tuto dvahu miZeme poklddati za novy dikaz, a sice geo-
metricky, véty nahote vyslovens,

d .. S "
Misto a—%{piée se Casto strutnéji ¢’, jak jsme to jiz diive

<inili, tak Ze je konetné

dy

. Ay
y = '
dx

Ay — 0 Z’$

5. Je nyni ihned patrno, Ze dvahu, kterou jsme provedli
pro pMpad zcela specidlni funkce y tretiho stupné, bychom mohli
provésti pro kazdou jinou furkei ndm zndmou. Budiz tedy y
nekterd takovd futikce x, coZ znatime

y=1r@.
Nechme z vzristi o 4r a nazveme .y piislunou zménu
funkce y; pak plati

y + dy =f (z + 4x),
Ay == f (2 4~ dz) — y,

Cy=fa),
Ay = f (x + 4z) — f (2.

Abychom pak poznali pomérnou zménu funkce y, vypoli-

ale

tedy

Ay . .
tdme pomér e jenZ je roven
@+ dn) —f @
Ax Az °

Nechdme-li 4r stdle klesati, aZ se stane rovmym nulle,
obdriime pHsludny differenciding kvocient, t. j.

% _ — f(w+dfv)~f(x)
V== m G

ktery se znali také f’(z) a uddvd rychlost, s jukouw se mént
SJunkee pro uréitou hodnotu nezdvisle proménné,



191

6. Jako jsme zndzornili graficky funkci stupné tietiho, tak
bychom zndzornili graficky i kaZdou jinou funkci ndm zndmou.

Kfivka na obrazci 3. nakreslend budiz grafickym zndzornénim
funkce ‘ :

y =f (@) 3)
Zjedndme si ji tak, Ze ke kaZdému z nalezneme z rovnice
(3) y a sestrojime bod, jehoZ soufadnice jsou z, y.

Y -

7—"‘%

Obr. 3.

Vytknéme na kfivce bod 7 o soufadnicich z, ¥ a bod 2
o seufadnicich z + Az, y + 4y; je zase

— 4y
lga = T
Kdyz 4z se umensuje, blizi se bod 2 bodu 7 a spojnice
12 teiné v bodé 7; koneiné pro 4z =0 bod 2 splyne s bodem 1,
tétiva 72 prejde ve zminénou te¢nu, thel « prejde v o, jej
svird teéna s kladnym smérem osy X; i je

oAy __ay __ o,
A‘Z:ZLO -d—x  dx - tg *

ili dle jiného oznateni '
y=f@)=tga.
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Jediny pohled na kfivku pak ih_néd potvrzuje sprdvnost
véty: ‘ '

Kdyz g >0t o uhel ostry, stoupa Sunlkce pri stou-

* pajicim x (na pf. v bode 1) kdI/Z g— <() t. ; o’ dihel tupy,

klesd fumkce pri stoupajicim x (na pi. v bodé lc), kdy? Z— =0,

£ j. & = 0, funkce nabgyjvd hodnoty mazimalni nebo minimding
(v bodech m,, m, maximum, v bodu m, minimum).

IV. Piiklady ‘differencidlnych poméri.

Je diilezito pro toho, kdo chce uzivati po¢tu differencidlného,
aby #nal derivace nejjednodussich funlici, které si tedy odvodime.
1. Je-li
f@) =a,

kde a znati konstantu, je
flx 4+ 4r) = a,
jezto a se vibec neméni; i je

fl@+ 42) —fl@) _a—a

Adzx Adx =0

pro kazdé dx a Z—Z = 0, t. j. diff. kvoc. kazdé konstanty je roven

nulle, coZ je ostatné samoziejmé.

2. y==x

f(x-{—d.v)...x-t—dx
Ay x+Ax—x'

dz . Adz. =1

pro kazdé Jz, tedy gz =1

To zase vyjadfuje samozi'e)me faktum, Ze y se méni steJné
rychle Jako z, kdyz y = . :



198

3. ' oy =z
Y+ dy = (x + dx)? = a* + 2x dx + dx*
Ay = 2x dx + Ax?

dy __

. ody __dy
Jxlzzo T A — 2.
- 4. ‘ y =z
kde » je ¢islo celé kladné:
y+ gy = (z + 4z
Ay = (z + dx)* — z". .
Avsak rozdil n-tych mocnin je vzdy délitelny rozdilem mocnin
prvych; i je, polozime-li na okamzik z + dxr —= »
(n—z"): (2 —x) ="V 42" 2 2% 8 4 2%t

+ .. 42 a4 !
a tedy

r—an=(s—2) (" a2t - B - )
Ay = (@ + do—2)[(@ 4 1)+ (2 + A2y~ 2% + A3y~
+ . + xn—? (x_l_ Ax) + .’L"—l]

dy __ n— i
Z’;_(x—{-dx) T4+ .4 a1

Polozime-li v pravo 4z = 0, prejde kazdy jednotlivy ¢len
v z"'; téchto Clend je », i mdme
dy
dz
Obdrzime tedy derivaci, sniZime-l¢ exponent o 1 a ndso-
bime Céislo tak vaniklé phdvodnim expomentem.

= nz"—“‘.

5. Yy=sinzx
y + dy = sin(x + dx)
dy = sin (x + dx) — sinx
dy __ sin(x 4 dr) — sinx
dz dz ‘

sin (& + Az) — sinz = 2 cos (z—}-‘-;f) sin 423’
dz\ . dx
—2 cos (w+ ?) Sin -

Ax Az

Ay .
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Jestlize 4z je velmi malé, lze, jak zndno, poloziti

sin 5= = are 5= ;
aviak
arc o = e arc Adx = m dx
180 — 180
cos (a: + {’f) .arc dx
Ay _ 2 = ( dx
Az~ Az = 180 - “s\* +
Ay dy n
Aja_mod dr — 180 %™

Yysledek tento velmi zjednodudime, utinime-li toto usta-
noveni, jehoZ se budeme stile drzeti: v gomiometrickych funkcich
proménnd x nechf znali dhel vyjddieny v mife obloukové, ne

vhlové, tedy arcus +hlu. I je dle toho na pf. s‘in—g—_—_ 1,

sinm =0, sin 3 _ =—1, sin 5z = \E Pak v hotejsf rovnici
2 42
Adrx Af
Sin — 9 — 9
Ay Adr
a dz cos (x + 9 )
oAy _dy
a lim Tw g —cos
6. _ ‘ Yy ==cosx

y + dy = cos (z + 42)
Ay = cos (x + dx) — cos x

‘ Ay:—«?sm(x—{-%f)sin%?
ﬂ_ﬂ?sin(z%—%z)sm%f*—_2sin(x+42—§). %{c
Az~ dx - Az

= — sin (w-{-—‘z—ﬁ)
lim%:;—g— —sinx
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7. y=Vz
y+ dy=\r+ az
Ay = \z + dx— \/;
dy _Nz 4+ 4r—\z
Az~ Ax
Provedme odmocninu;

%vi-i- 4 =Vx+2 Vz 8(53\:/)5:
Az : 2 \z
—amk
—le s )

Pozorujeme ihned, ze v odmocniné by se Az vyskytovalo

v mocnindch postupné vySéich
I l1ze psiti

Az (dz)*
4_13(__2\/5: 8z Vz R 4
dr Ax 2Vz 8z \z

Uvazme, Ze na pravé strané vSechny ¢leny od drubého
potinajic obsahuji 4x; i piSeme

Ay 1 1
T — A |——=— ... }
dz" 2 \z (81: Vz )
I je pak
oAy 1
lim
.4:'— 0 Ax 2 Vx
20131
dy _
dz™ 9 \/:c
8. Zcela stejné provedeme piiklad
3 -—
y = \z
Nalezneme — coz ponechdvim CtendH dokdzati —-
dy 1

dx 3 \3/:—0-&.
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9. Jest nalézti differencidlny kvocient vyrazu

y=ri@+/fi@ + ..o fal2).

Pocitdme :
Ay _fi@ 4 d0) +fy (@4 d2) 4 . .+ fu(z 4 dr)
Az Az
[fl(x)‘*‘fz(x)'*' +fn(1‘)]
Az
t. j. . .
Az~ Az T
¢ili
LG Lt
=B E
t. j.: differencidlny kvou.ent souctu funkei je roven souctu
differencidlnych kvocientii jednotlivych funkef. . (Dokonceni.)

0 souétu ctverecnych vzdalenosti libovolného hodi
od vrcholit daného mmnohotihelnika.

Pige ing. Jos. Langr.
(Dokonéeni.)

I1L.

Volme nyni zvldstni piipad obou mnohodhelniki. Prvy
z nich budiz dén a druhy odvodme ndsledujicim zpisobem.
Strany daného mnohothelnika rozdéline poiadem v poméru A
(smysl rotace zachovin), a v délicich bodech vztyéme kohmice
ke strandm a nanesme na né Gsecky jsouci s piisludnymi stra-
nami v poméru ‘x\ Timto zpiésobem obdrzime nové vrcholy, jez
uréuji mnohoiwhelnik, majici s pivodnim arithmeticky stred
spolecny.

Dikaz této véty byl poddn v naSem ¢lanku ,Prispévek
k mnohothelnikim* v XXVII. ro¢. tohoto ¢asopisu.

Soucet Etvereénych vzdalenosti libovolného bodu od vrehol
prvého mnohotihelnika jest

K R
= — 4+ w*
Pt
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