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Mnontvi éiselna o pof'édkovych ¢islech z druhé
tfidy ciselné. -

Napsal V. Hlavaty.

1. Tato kratkd pozndmka neskytd vlastn& pnnc:plelné ﬂOVych
poznatkfi z teorie mnoZstvi. Jejim iielem je podati soustavny
navod na konstrukci mnoZstvi o pofddkovych &islech z druhé tfidy
<iselné. Pokud vim, vyskytuji se pfiklady na pofddkovd &isla aZ
do w® jakoito pﬁklady ad hoc sestrojené a porddkové ¢&islo w®
bylo ilustrovdno jen dvéma pfiklady od Hessenberga*) Jeden
z nich naléz4 se témé&r v kaZdé ulebnici teorie mnoZstvi. Konstrukce,
kterou uvddim, dovoluje sestrojiti pfiklady na spoéetné mnoistvi
0 poradkovych Cislech

W... 00, .. O

« ]

w?, [ ) P

yee oy

(nikoliv do nekoneZna).

2. Je zndmo, Z%e pro druhou tfidu jsou charakteristické dva
tvotici principy: Princip kone&né indukce a princip trans-
finitni indukce. Je proto zfejmo, e i v soustavném ndvode .
na konstrukci mnoZstvi o pofddkovych &islech druhé tfidy musi
byti uZito dvou principt riiznych. Oba budou vyloZeny v ndsledu-
jicich fadcich. ,

3. Poddme nejdiive nidvod na konstrukci piikladu mnoZstvi
o porddkovych ¢&islech tvaru

O™ X+ " X @ X, + X, (M>n> ... >>1, celd konend disla).
Budiz o pofadkové &islo dobfe spofddaného spoéetného mnoZstvi
element

M., o a, G, G,....

Elementy a necht jsou libovolnd, rGiznd ¢&fsla prvé tridy ‘psand

v decimélni soustav®, kterd neobsahun Eislice 0. Je zfejmo,
Ze pofddkové Eislo wx, mid mnoZstvi

3oy

M,x a, 01+x,. QL4 2%y 000 Ay, az+x,, Q24 2%, 0o ll;c,, Qzx,, Q3xyy ...

Grundbegriffe der Mengenlehre (Abh. der Fries’schen Schule,
str 583-—-§4 ) Od tohoto ptikladu-na spof 4dani mnezstvi podle pofadkového
disla. we je nutno rozlifovati phklady na transfinitni indukci (Borel:

»Lecons sur la théorie des fonctions® (Il vydani), 115,136, .., Schoenfliess:
Entwickelung der Mengenfehre“ 25, 112), které znézorﬁui( 1ak mozno dospéti
'k pofadkovému’ éislu druhé tridy. -
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(kdeZto x,w = w). Majice sestrojiti mnoZstvi o pofadkovém Eisle w®
sestrojime kryci mmnoZstvi (A/M,,) a spofdddme je lexikogra-
ficky. Pfi tom A je koneZné mnoZstvi Zisel

, 1, 2,....n
To znamend, Ze lexikograficky spofdddme mnoZstvi viech komplex
(@) @2, @) |
Komplexu 1.) mtZeme jednoznaln pfifaditi islo |
Mpyy ao agjo....oa.

Timto pfifadénim ziskdme mnoistvi M., Cisel, které je podobno
s lexikograficky spofddanym mnoZstvim (A/M,,) a md tedy také
pofddkové &islo w™

Pfiklad pro n=3. MnoZstvi &isel

a, 0a, 0a,, a,0a,0Q,,.... @, 00, 04,, @, 00 0Q;, - . .., .. .. |
M., a,o0a,0a, a,0a,0a,.... a,00,00Q;, ;00,00 ....,..."|
a;00,0a,, 0, 00,00y, ...,.....,| ...y ..

mé pofddkové Cislo ws.

Mame-li sestrojiti mnoZstvi o pofddkovém C&isle w"x,, spofa-
ddme lexikograficky produkt BM,,,, kde B je konetné mnoZstvi x,
libovolnych (rliznych) elementil ‘

by, by, .. ..bs

e
To znamend, ¥e lexikograficky spofdddme mnoistvi vech oriento-
vanych parlt (bu, Mnn) [F (Mny, bu)], kde m,,, jsou elementy
z M,.,,. Toto mnoZstvi m4 pofddkové &islo w"x, Ptifadime-li
jedno-jednoznadn& kaidému pdru (by, m,.,) &islo

My, 00....0
o2
u-krate

ziskdme mnoZstvi M,, x» s plivodnim podobné, které md tudiZ po-
fddkové &islo w” x,. ,
Pfiklad: Porddkové ¢islo w?'3 méa mnoZstvi Cisel

’

,0a,0, @, 00,0, ....0,00,0, Q30050,...., c.oy.... |
@, 0a, 00, @, 003 00, .. .. d3.08,00, A3 00,00, ..., .c.y.. - |
a, 00, 000, @, 00;.000,.... Gy 00, 000, A3 005000, ...; . ..., ...

Ka?d4 dv& mnoZstvi Mp, x> Mn, x,, jSOU 0 nulovém priifezu pfi m=n,
jeto jiz kaidé &islo z M,,, je 'rizné od kaZidého &isla z M,,.

- Proto podle zndmych v& z teorie spofddanych mnoZstvi miiZeme

*) Jsowlt (@i 1), (@, 2),...., @i,m) & (@), (@}, 2),... @, M) dva
komplexy 2z kryciho mno2stvi (A/M.,.), pak je ((ai1), (a5 2),...., (a;, n)) pfed
(as:1) ()3 2), ... -(aj, n), kdyZ v My, je air pFed aj,, nebo v ptipads aix =aj,,
- kdy% je ai, pfed aj,, nebo v pfipadé aii=aj,, ai, = aj,, kdyZ je ais pFed /s, atd.
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prohldsiti, ie poFédkové Cislo @™ Xp + @"Xp 4~ +ver 4 0 X 1 X,
(m>n>....>1) md mnoZstvi ‘
’"’xm+M" Xn+""+M1»X1+M0)Xo (m0=1)

(kde stitanci vyskytuji se prdvé v tomto pofddku). Ctendf si pfi-
sluSny pfiklad jiZ snadno sdm sestroji.
4. Vime, Ze w® je limitnim pfipadem potenci w"*) MuZeme

paati o+t 034 = w0
Této rovnice miZeme pouZiti k sestrojenf mnoZstvi porddkového
lisla we. Plati totiz v&ta, Ze porddkové Cislo soudtu i‘A i**) spo-

fadanych mnoZstvi, je invariantem substituci podobnych mnoZstvi
k puvodmm, lsou -li ka*d4 dv& ze zmingnych mnoZstvi o nulovém
priifezu. Proto miZeme w® obdrZeti jako pofddkové &islo mmnoZstvi

$Mi;n

je-li J dobfe spofddané mnoZstvi Cisel 1, 2, 3,...... in ‘inf.
Obdrzime tak mnoZstvi, které oznalime M,,, :
M, 4, @y, G, .
M a1 oal, al, 0a,,....|a,0a, a;0a,,....|
y
1 a3oa,,aaoa,,....|....|..
a, oaloal, a,0a,0G,,...., Q,00,0Q,, A; O3 OQg, ..., .. -+
02 001 Oali ag 001 oag. ey (12 0(12 0(1,, (12 002 oaz, st ey seeey
Mg oooo| ool oo voe | Groay 04y, anoa, 0a,, ... .,

(n 00y 00y, QuOQy 0y, ..y vy eone | o] onni ] on

a, 0a, 0a, oa,, a, 0a, 04, 0Q,,...., @ 04, 0a, 04,,
a, 0a, 0a, 0d,,- ..., a,0Q,0a, 0Q,, G, 0y 0Q, 0Qy, .. . .,
Q, 00, 00,00, A, 00500, 00y, ...y «vvy cvvny cons |
M., agoaloaloal,....,....,l....ia,,oaloaloal,a,.oa,oama,,..

a, 0a, 0a, 0a,, 4, 04,04, 04, ... .,
an 0a, 0a, 0a,, @, 04, 04, 0Q,,. ..., A, 04y 00, 0Q,,
A 00y 00, 0Qg, ...y +ov 5 vuue] .

M a, o0a, oa, oa, 0a,, a, 0a, 00, 0a, 0Qy, . ... | .. .. | ....}...¢
b1 . ] .

*) Hausdorf: ,Grundziige der Mengenlehre¥, str. 118,
*)ije elementem transfinitniho spofadaného mnoiZstvi /.

Casopis pro ;)éstovan{ matematiky a fysiky. Roénfk LVI. - 6
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Pti tom k viili .pfehledu odd&luji vodorovné &ary mnoZstvi Cisel
uspofddanych podle rliznych pofddkovych &isel, svislé &ary oddélujf
- mnoZstvi &isel, vzaiklych z riznych prvych elementii a:.*)

Pfiklad uvedeny je dosti obecny, nebof za a; mfiZeme dosa-
zovati libovolnd raznd d&isla, pokud neobsahuji nuly. Pro dalsi
tivahy bude vyhodné vyznam &isel @; pon&ékud pozmniti. Za a do-
sadime totiZ v3echna celd &isla psand v soustav& dvojkové
a komplexu 1) pfifadime jedno-jednoznacn@ &islo

a;2 a,-2. .o .2(1[,

které budeme Cisti v soustavé desetinné.

5. Dal$im na$im tkolem je stanoveni mnoZstvi o pofddkovém
tisle w?® n. Lel to je dloha snadnd a &tendr si ji snadno rozre3i
podle ndvodu k sestrojeni mno2stvi o potddkovém ¢&isle w-n. Pfi-
stoupime hned k sestrojeni mnoZstvi celych &isel, spofddanych podle
‘pofddkového &isla w*. w". p. K tomu cili lexikograficky spordddme
produkt BM,, M., kdyZ B znali konefné mnoZstvi elementil
psanych v desetinné soustavé

by, b, ....0,,

které neobsahuji Cislice 0, 1, 2. Takto uspofddany produkt mda po-
fddkové Cislo w®. w".p. Je nutno tedy lexikograficky sporddati
mnoZstvi vSech komplexii

(M, 2), (1), (M, 3), r=1,....p.
Kaidému komplexu pfifadime jedno-jednoznatn& &islo
My 40, p - Mg, br my, 1 b, -")

MnoZstvi M, 1, p v8ech t&chto &isel, jsouc podobno spofddanému
mnoistvi BMp1 M., ha taktéZ pofddkové &islo w*w"p=w*+" . p.
JeZto zndme mnoZstvi My, M., nelini jiZ lexikografické spofdddni
lisel myyn,p Zddnych obtiZi a nemusime se o praktickém prove-
.deni zminovati.

6. PHistoupime k sestrojeni mnoZstvi o pofddkovém C&isle w0’
Pro v&t§i prehlednost v indexech zavedeme symbol

W o= 07 e=Z o, < 0

*) K vili srovnéni uvadim zaroveii Hessenbergiv pfiklad mnoZstvi celych
6isel spofidan {'ch podle wv

2,8,57 11, 13, 17,.... ... 146,10, 14, ... 19, 15, 21,....] -
355&’. ....... 149, 77,91, ..., 1121, 143 187, ... .|.. ... O
8,1220 |18,30 42,66, . ... 59,70, 110,. . | ... ..
127,048, ... |15, 105, 165, ..\ eerr e

Pﬂ tomto spofédénf rozhoduje rozklad ¢€isla v prvodisla. BliZ8i by se Ctenaf
dotetl na citovaném misté,

**) Predpokldddme {i2, %e kaZdé &islo mn,,, z Mn,, resp. mo,: 2 Mw,; je
_pséno_podie tiimiuvy, ulingné na konci odst. 4.

v
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aindexem u M oznadime pfimo pofddkové &islo piisludného mnoZstvi.
(Na ptiklad misto dfiv&jdiho M,; budeme psati M,,, atp.) Dile
zavedeme pomocné munoZstvi C,,,,l, které je podobné s M, ale
24dné jeho Cislo neobsahuje &islice 0, 1, 2. (Tfeba &islicim O, 1, 2
v tislech z M.,, pfifadime jedno- jednoznaéné gisla d'y, dy, a'y, ne-
obsahujici 0, 1, 2, takie C je psdno jen v Cislech sloZenych
z a, a, (1'2.) C.,, miZeme psati

[' Cii Covvrvl Co Codl,vins | Co2 Co2glyenen | vneilonen vnn. |
Co., Con, Conttlyeeo- |- .|cwpcwg+1....|'....
l | Cg, Cpt, l'-
(p= " x), +w Xn+ oo 00X, m>lz> >1).

KaZdy index u ¢ v C je tedy mensi ne’ w,,,.

Nyni sestrojime mnoZstvi o pofddkovém ¢&isle ©,,, K tomu
cili spotfdddme 1ex1kograf|cky kryci mnoZstvi (A/Mw ) a kazdému
jeho elementu

3‘) ((m D11 l)r (m"wm 2) """ (In(n)"’t 1 n))
ptifadime Cislo
Mo, ,, My, Co Moy, €3 M, oo CqmMPy,

MnoiZstvi M, t&chto tisel md pofddkové Cislo w, .. Je-li m=n,

1:

pak M M, — maj nulovy priifez a

O1y g @,
J
=2M
Zi wlti

ma pofddkové &islo w,,,. Obdobnym zpfisobem ziskdme mnoZstvi

J
=2M,,

o pofddkovém d&isle w,,,, pfi emZ M je lexikograficky spofé-
dané mnoZstvi Cisel m, o ’

/ "
m,  cgm v Cgm™,

,
2,1 2,1

Obdobné bychom stanovili M, M, ..... jako limity soultu
mnoZstvi, z nichZ kaidé bychom ziskali vklédémm &isel resp. c,,

Coovvnnn Pak
me 1 = i\Mwii

ma pai‘édkové &islo w,,. Tak mGZeme pokratovati déle -Obecng,
zndme-li mnoZstvi M éisel m, ‘

9’,1

(q;:.wmxm-i—w"xn-k- -t ox, m>n>- 1.)» | -
6*
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2iskdme lexikografickym .spofdddnim Cisel

m C m" Cotl.noe ...m0
OV’A p+1 9, P+ “)‘Pu

mnoZstvi M,  a limitnfm pochodem obdrZime

Py 7
Moy 410~ % Mo, .

Vklddanim ¢y 2 obdrZeli bychom pfi zndmém postupu M

atd. a J cetar
M“’w+m,1 = zZ M"’qv+i,1 Ve
atd. ... Konetn& obdriime M, o pofddkovém &fsle w®=w

My :$ Mw(z)i,(w‘z”’—‘ »° )

Pozndmka. Pfi tomto postupu neuZili jsme elementu c, a ele-
mentlt ¢y, jeZ tvofi prvé derivatni mnoZstvi C'e,,, Pfi daldim
stejném postupu zbyl by element ¢, a elementy druhého derivac-
niho mnaZstvi atd. Zdilo by se tedy, Ze miuizeme pouZiti Co,,,
a jeho derivatni mnoZstvi ke konstrukci mnoistvi M o libovolné&
velikém pofddkovém &isle. Tomu tak neni. Plati totiZ véta (Cantor-
Bendixsonova*)) : ,Je-li C spotetné mnoistvi (Abzihlbare Menge)
pak postupnym stanovovanim deriva¢nich mnozstvi C’, C",.
dospéjeme vidy k mnoZstvi nulovému.“

Jeito Co,,, je mnoZstvi spocetné, tu pfi stdlém aplikovadni
naSeho postupu museli bychom je tedy vy&erpati (eventuelné a%
na konelny poCet elementfl) a postup konstrukci M by nemohl libo-
voln& pokralovati.**)

7. Dal3i postup naznadime jiZ jen v hlavnich rysech. Sestro-
jime mnoZstvi C,@ podobné k M, a vkldddnim ¢&isel z tohoto
mnoiZstvi dospéjeme k mnoZstvi o porfddkovém Cisle w®. NeuZi-
.vame-li derivatniho mnoZstvi, stali op&t sestrojiti mnoZstvi C, )

podobné k M4 a pokrafovati v konstrukci mnoZstvi. Ziskdme
kone&n& obecn& mnoistvi M, a limitnim pochodem

J
M= Z M)

o potfddkovém Ccisle e (= Cantorovu e-&islu). Pfi tom ovSem je
nutno dokézati, Ze mnolstvi C maZeme konstruovati tak, aby priifez
dvou libovolnych Cuw, C,y ({5 /) byl nulovy. K tomu cili uva-
1ujeme mnoistvi v3ech dvojlisii
t= (ao(l) al( ))
Rosenthal ,Neuere Untersuchungen iiber Funktionen . ...“ 867.

“ Mohli bychom v3ak libovolné spocetné transfinitni podmnoistvi zCly,, ,
spotfadati podle pofadkového &isla v, , a stim pracovatn podle naseho navodu.
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kde a jsou cel4 isla psand v desitkové soustavé, spliiujici podminky
a®+a, aq®+a® kI1=0,1, i%j,

kterd neobsahuji Cislic 0, 1. JeXto mocnost mnoZstvi vech téchto
dvojcisli je prdv& td%, jako mocnost mnoZstvi viech M, mlZeme

mnoZstvi M, jedno-jednoznaCn& pfifaditi £, Nahradime-li v M,

které pfedpokldddme psané v soustavé dvojkové, E&islice 0, 1 po-
stupn€ a,, a,0, ziskdme tak mnoZstvi &isel C ), jehoZ &isla obsa-
huji jen a,®, a,). Vhodnou volbou*) a® dosdhneme, Ze ¥4dni se-
stava z a® nenf totoZnd se sestavou z &isel a(/). Skute€né tedy jsou
Cy@y Cyup 0 nulovém priifezu, jak bylo dokdzati. MnoZstvi Ce
obdrZzime tedy spofddanym soultem :

Ce= il' Cotr

KdeZto ¢ neni moino psiti kone€nym zplisobem pomoci o, ele-
menty z Ce — jak plyne z posledni rovnice — je moZno psati
kone&nym zphisobem pomoci &islic. Pfedpokldddme-li, ¢ mnoZstvi
viech dvojtisli bylo spofdddno podle pofddkového &isla > w, nevy-
Zerpali jsme v3echny dvojice ke konstrukci Ce a miZeme tedy
v konstrukci mnoZstvi M (a C) se zbyvajicimi dvojicemi pokrafo- -
vati. JeZto v3ak mnoZstvi v3ech Cisel je spoletné, je zfejmo, Ze
timto postupem nemtiZeme prekrotiti jisté pofadkové &islo druhé tFidy.

8. Nyni snadno pfehlédneme principy, zmin&né v druhém
odstavci, jichZz jsme pouZili ke konstrukci mnoZstvi M. ]sou to:

a) Tvofeni mnoZstvi M uZitim krycich mnoZstvi a vkldddnim
elementlt ¢, které nejsou elementy zhu3té&ni (t. j. elementy
z prvého derivainiho mnoZstvi C’') pfisluSného mno%stvi C. Tento
princip odpovidd principu konetné indukce. -

b) Tvofeni mnoZstvi M limitnim pochodem. Mezi takto kon-
struovand mnoZstvi patii téZ ta, jim¥ vliastn& ,odpovidaji“ elementy
zhuténi z C. Tento princip odpovid4 principu transfinitni indukce.

Construction systématique des ensembles dénombrables.
(Extrait de Particle p:écédent.)

On sait que pour les nombres de la deuxidme classe deux
principes sont caractéristiques: Le principe de I'induction finie et
celui de l'induction transfinie. Or, pour donner une construction
systématique des ensembles bien ordonnés dénombrables (ce

*) Na jednu takovou volbu upozornil mne p. doc. Jarnik: ,Necht &islo
a(Dje’(i4-2)-mistné, zalinajici a kontici ¢islici (k-4-3) a majici uprostfed
- prévé i dvojek*. . . o - _ .
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que nous faisons dans cette note) on doit de méme avoir recours
4 deux principes.
1. Soit M,., 'ensemble des nombres
_ a,, a, 4a,.-..
ne contenant pas 0, bien ordonné d’aprés w, et A I’ensemble fini
- 1, 2, 3,. |
On construit ensemble M:; en I'ordonnant lexicographiquement.
En faisant correspondre a chaque élément
V ((a;, 1, (@ 2),...., (aj, n),
de M%, le nombre
My, aj, oaqj, 0qj o0....4aj,

on obtient 'ensemble M,,, des nombres My, ,, ordonné d’apres w"
Si B est I'ensemble fini des nombres

by, by, .... b, b =+ a)
on peut constrmre I'ensemble My, x, ordonné d’aprés " x, en
ordonnant lexicographiquement le produit B M, et en faisant corres-
pondre A chaque élément ((mn,12), (b, 1)) de M, B le nombre mn;
ph, (p#b#a) de My, x,. — La construction d’un ensemble, ordonné
d'apres Y= 0™ X+ 0" Xg + oot 0 X, + Xo, (M >0 >0 > 1),
est sans difficulté. Pour parvenir a I’ensemble M,, ,, bien ordonné
d’apres w,,, = w®, nous employons le fait bien connu que w,,, est
le nombre limite de «, si i est I’élément de I’ensemble / des
nombres entiers 1, 2, 3,.

- On a donc $ :
‘ B ﬁ’n: = Min-

{Voir P'exempleé du § 4 du texte tchéque)

* 2. Remplagons maintenant dans M,,, le zéro mterpolé par 2
en supposant que les élémenis a sont écrits en systtme dyadic
~ des- nombres 0, 1. On peut trouver ’ensemble C,,, oo M,,, €n

-remplagant les chiffres 0, I, 2 dans M., par a,®, a, (‘) a,M, ne
contepant pas 0, 1, 2. Cm,,1 est donc lensemble deés nombres que
Von peut écrire ¢y (¥ < w,,,). L’ensemble M~ o, » ordonné lexico-
- ‘graphiquement ‘est bien ordonné daprés o, ,,—ww-". En faisant

-correspondre a chaque ¢élément ((m oy 1), (M0, 2), ..., (M®, 1))
. de M , 1€ nombre ' '

”7“{ n . o . m“m c! m’ O3 cﬂ m(n)wu .
on obtient 1ensemble M, des nombres ma_, ordonné d’aprés

: w,,,.:;cq"’ ® Et de plus - " o

L : m’" iMw,,, o ’ ,‘ .
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est 'ensemble des nombres m.,, bien ordonné d’apres w,,=w**
En général, aprés avoir construit ’ensemble M ((p—{—xo ¥)

on peut ordonner lexicographiquement I’ensembie me Si 'on
fait correspondre a chaque élément ((m's .1 1), (m"s,,2),
(m®™,,, n)) de Mf,wlle nombre

i n
Cor1 Moup Copr- - mﬁ»;,-

on obtient I'ensemble M., , des nombres m,
d’apres wg,, = 0®7" et de plus

__ZM

¢+11 = 9, i

’
Moy, n M og,;

w, n» Dien ordonné

est I’ensemble des nombres Moy 41,15 bien ordonné d’aprés we® !,

On parvient ainsi jusqu’a M3, bien ordonné d’aprés 0® = uo°°,
Remarquons que cette méthode n’a pas fait V'usage de lensemble
dérivé C',,,.

3. On peut poursuivre le procédé, en frouvant C, ) de telle fagon

quel’onremplace les chiffres 0, 1, 2 dans M 3*) par a,® + @, & a,®
(ne contenant pas 0,1, 2, et différents de af’ pour £=0,1, 2). En se

ol
servant de C,3 on parvient jusqu'a M (w(‘>~ 0" )etc L’en-
semble T des complexes #; = (a,?, a,(‘) a,®) étant dénombrable,
on peut:

a) l'ordonner d’aprés un nombre ¢ > dont nous avons con-
struit 'exemple;

b) et de plus, on peut faire correspondre i chaque M, @ un
des ,premiers® éléments .

U, g, I3y « ¢ o« o

de T ordonné d’aprés ¢ > w. Cela nous permet de construire i 'aide
du choix- convenable de a® les C de telle fagon

b’) qu’ ils sont sans éléments communs et -

@’) que l'on peut dépasser méme C. (¢ étant le e-nombre de
Cantor) et continuer. (Ce procédé n’est pas illimité.)

4. Les principes, dont nous nous somme$ servis sont: ‘

1. Construction des ensembles a 'aide de MA,.. et de l'inter-
polation des éléments non limites cde C... Ce principe corres-
pond au principe de l'induction finie.

2. Emploie du principe de l'induction transfinie, surtout pour
les M,, oli ¢ est un élément limite de la deuxiéme classe.

-~

—

%) en systéme triadic des chiffres 0, 1, 2, tramserit.
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