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Prispévek k theorii kuZelosecek.
o © Podévd

Matya§ Lerch, technik v Praze.

V nasledujicim chei vyvinouti nékteré z nejdilezitéjsich
poucek o prométnych fadich a svazcfch na zdkladé principu
Chaslesova a po té ukazati tfi spisoby konstrukce kuZelosecky
dané péti prvky. : . '

I. Mé&jmez na zteteli dvé pfimky P, a P,, povaZujice je
za o8y dvou Fad bodd, jez sestrojiti lze na zdkladé urcité kon-
strukce, jez toho budiZ zplsobu, aby kaZdému bodu fady jedné
jediny piisluiel v fadé druhé a naopak. Rady takové nazyvime
prométnymi. Znamendme-li u (v) algebraické vzdilenosti bodu
m, (m,) fady P, (F,) od libovolného, avSak stilého bodu o (w,),
bude patrné prométnost obou fad vyznacena rovnici

auww 4 dbu—4-cvt+d=o... 1)

Nebof tu patrné kaidou hodnotu = (v) stanovena jedina,
ur¢itd hodnota v (u) a témi (jakoZto funkcemi jednoznatnjymi)
také vidy jediny bod.

Ponévadz volba bodi pocitecnich o,, w, na polohdch pii-
sluSnych si bodii nezdvisi, zméni se s nimi toliko hodnoty sou-
¢initeld rovnice (1), Daény-li jsou tedy tii pary pifslusnych si
bodd a,, a,; by, by; ¢, ¢,: zvolme si libovolné body o,, w, na
ptimkich P,, P,, ustanovme délky

0y Q) = Uy, W,a, =Y,
0, by =u,, w,b, =v,
0y € = Uy, W, Cy ==y,
dosadme tyto hodnoty do vzorce (1) a vyluéme z této a takto
vzniklych ti{ rovnic soutinitele a, b, ¢, d, ¢imZ obdriime rovnici
zévislosti
w v, u, v,
Uy Y1y Uy Yp,
Ug Vg y Uy Yy,
Uy 3, Uz, Vg, 1
kterdZ jest uplné uréita, z cehoZ posléz vyplyva:

»Prométnost dvou fad stanovena jest tfemi pary p¥fsluingch

si bodi.*
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Obdobné nazjvédme dva svazky paprskd s;, 8, prométnymi,
piislugi-li kaZdému paprsku jednoho jediny paprsek svazku dru-
hého a naopak. Znaci-li pak wu, v jakékoli funkce toho spfisobu,
ze kaidou jich hodnotou déna jedind poloha paprsku a naopak,
vyznaCena jest prométnost obou svazkd rovnief (1). ZnacteZ
tedy u, v trigonometrické tangenty Ghld, které svirajf paprsky
M,, M, s libovolnymi, aviak stdljmi pifmkami O,, W, svazki
1y 6‘2. )

Obdobne s predeslym vyvineme:

,Prométnost dvou svazkd paprskovjch uréena jest ti‘enu
pary pnslusnych si paprski.“

II. Nalezaji-li se dvé prométné fady bodd P,, P, na téie
ptimce P, miiZeme tu zvoliti opét libovolny bod o za pocétek
soufadnic, obéma Faddm spolecny. Prométnost udina bude opét
rovnici tvaru (1). Hledejme takovy bod fady P,, jenZ se sjed-
nocuje s prislusnym si bodem v fadé P,; pro ten patrné platf
w=v; kterouZto podminku slusi s (1) spojiti, abychom bod
stanoviti mohli. Takovyto bod obéma Faddm spoleény nazjvi
se bodem dvojnym (i samodruzngm. Pro ten plati tudfZ rovnice

aw? 4+ (b+c)utd=o,... (@)
kterdz, jsouc stupné druhého, nanejvys dvé korenit miti mfe,
kterymZ odpovidaji dvé polohy bodd. Koteny rovnice té jsou
bud oba realné, neb oba pomysiné,*), aneb se sjednocuji v jedinou
realnou hodnotu, procez: ,Dvé prométné fady bodd souosé majf
dvé bod& samodruznych ¢i dvojnych, jeZ jsou bud oba realné,
bud se sjednocujf, aneb jsou oba pomyslné.

Zcela obdobné nalezneme:

»Dva prométné soustfedné svazky maji dvé samodruznjch
¢i dvojnjch paprskit (realnych, v jedno spadajfcich aneb po-
myslnych).*

M4-li rovnice (2) tfi kofeny, md jich nekone¢né mmozstvi
a kazd4 hodnota pak j{ vyhovuje. V tom pifpadé se prométné
fady a svazky sjednocuji, t. j. maji-li dvé prométné soumistné
fady neb svazky 3 prvky dvojné, jsou totozny.

Z pojmu promeétnosti patrné vyplyva: Dva prométné svazky
stanovi na dvou libovolné vytéenych pifmkdch prométné trady

*) t. j. soujemné spieZité.
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bodi. Nebot libovelnému bodu m, fady P uréim piislusny,
vedu-li si jim paprsek M, svazku s, a uréim-li jemu piisluiny
M, svazku s,, jenZ protind pak piimku P, v hledaném bodé m, ;
i jest patrno, Ze kazdému bodu m, (m,) odpovida jediny bod
my (m,).

Obdobné plati: Dvé prométné fady promitaji se ze dvou
libovolnych bodd prométnymi svazky.

IIL. Pohybuje-li se paprsek M, svazku s, neptetrzité, mén{
se poloha paprsku M, s nim sdruZeného rovnéZ spojité; ndsle-
dovné vytvofuje prisek m téchto paprskd, jenZ nutné polohu
svou spojité méniti musi, urcitou Caru, jejiZz stupeh nim vySe-
triti jest.

Protnéme ji za tou ptic¢inou libovolnou primkou P. Tato
protind oba svazky prométné s, (4,, B,, C,...), s, (4,, B,, C,...)
ve dvou soumistnych ¥addch bodovych (ay by ¢, ...), aybyc,...)
(viz obr. 3.). Ponévad paprsky svazkd s,, s, jdouci tym# bodem
¢ary sobé piisludi, déje se rovnéz tak ve vSech prisecich piimky
P s ¢érou I, kteréito ndsledovné jsou dvojnymi body promét-
nych Yad (@ by ¢,...) (a, b, ¢, ...), kterjchZz nanejvyse dvé
stdvati méZe, t. j. ona Cdra jest stupné druhého.

Paprsku s, s, odpovidd co prvku U, svazku s, obecn& od
ného rozdilny paprsek U, svazku s,, a témuZ co prvku V,

§vazku s, paprsek ¥ svazku s,. I ndsleduje z toho, Ze body
#,, 8, ndleleji ¢ife této. BliZi-li se paprsek M k U,, bliZi se
bod m k s,, a proto blfZi se paprsek M, teiné bodu s,, t. j.
pifmka U, dotyki se ¢iry I' v bodé s,. Podobné jest ¥, tecnou
v bodé s,. ‘

»KaZdad ¢4ra druhého stupné di se vytvoriti prométnymi
svazky.© Je-li (obr. 3.) I ¢drou druhého stupné, zvolme si na
nf zcela libovolné dva body s,, s, a povaZujme je za stredy
dvou svazkil, jichZ paprsky se na ¢afe protinajf. I ndlezf patrné
kafdému paprsku M, svazku s, jediny paprsek 2, svazku s,,
kterjZ prochdzi drubjm prisekem jeho m s ¢drou I' a naopak.
Nésledovné jsou oba svazky prométnymi.

Dosavad uvaZovali jsme pifpad vieobecny, kde paprsku
spojujfcimu stiedy obou svazkdi odpovidaji paprsky od ného
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rozdilué. VySetime nyni piipad zvlastni, kde dané svazky majf
paprsek, jenz sim sobé odpovidd, t. j. samodruzng paprsek # s,

Protneme-li oba svazky libovolnou piimkou P, obdrZime
na ni dvé fady bodii prométné (a, b, ...), (2, 5,...); priisek o
piimek P a s, s, jest jednim dvojnym bodem téchto ¥ad, nebot
paprsek s, s, spadd se svym piislugnym v jedno, a proto také
prisek jeho e s pfimkou P; ndsledovné majf fady (e, b, . . .),
(ay b, ...) jediny jen jeSté dvojny bod f, jenZ se nalezd nutné
mimo pifmku s, s, a jest priisekem pifslugnjch si paprskd
s f, 5 f.

Mé tedy vytvar téchto dvou svazkil tu vlastnost, Ze jej
kaZdda piimka protind v jediném bod&, t. j. vytvar ten jest
piimkou. .

To vypljvi té% z ndsledujici dvahy: Pifmka ab protfnd
oba svazky ve dvou prométnych fadach, kteréZ maji jeden dvojny
bod v priseku z s pifmkou s, s,; pfi tom vsak jsou téZ body
a, b dvojnymi, takZe fady ty, majice tré bodiv dvojnych, jsou
totoznymi, ¢ili jinak Feceno, priisek m pifsluSnych si paprski
M,, M, probihd pifmku ab. (Obr. 4.).

»Dva svazky prométné majicf samodruzny paprsek slovou
prvoproméiné €1 perspektivické, a protinaj{ se na pifmce.

Dva svazky perspektivické uddny jsou dvéma péry pif-
slusnych si paprskd; nebof tfeti zastoupen jest samodruZnym
paprskem s, s,. Pslusnymi péry 4,, 4,; B,, B, dény jsou dva
body «, b, jimiz stanovena je pifmka I, vytvar to obou svazkd.
Paprsku M, najdu pifsluny M,, spojim-li prisek (I'M,) s bodem
s, a naopak.

Libovolnd primka protind oba svazky ve dvou sounifstnych
prométnych Faddch, jichZto dvojné body nalezaji se na paptsku
samodruzném a na piimce I

Této vlastnosti uziti lze k FeSenf ndsledujici Glohy:

Ukol. Prométnost dvou soumistnjch bodovych fad jest
déna jednfm bodem dvojnym ¢ a dvéma péry piislusnyeh si
bodi a,, a,; by, b,: md se urditi druhy bod dvojny a libovolnému
bodu m, uréiti pi‘isl,uén)" bod m,,. .

1*
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- " "Bodem ¢ vedme si libovolnou piimku, a na té opat libo-
volng--zvolfme body s,, s,, z nichZz promitime Fady (e, b, ...),
(8,55 ...)y-tim obdrZime dle vét na konci IL. uvedenych dva
prométné svazky. PonévadZ bod e sém sobé ndlezi, Cini tak
patrné té% paprsek s, s,, a proto jsou svazky tyto perspektivické
a protinaji se na pfimce I', kterdZz seCe danou fadu v hledaném
bodé dvojném f. Dén-li bod m,, vedme paprsek s, m,, ustanovme
prisek jeho m s pt{mkou I, nade ndm paprsek s, m stanovi
na_P bod m,. (Obr. 5.)

"IV. Poslednd uvedené konstrukce lze viak jesté mnohem
ddle .uZivati. Onatf tvoi{ zdklad k YeSeni Gilohy: Dina jest éara
2. stupné 5t1 body; i majf se ostatnf body jeji sestrojiti.

BudteZ body ty a 15 2e (obr. 4.). Body 1, 2 povaiujme za
sttedy dvou svazkd promitajicich body kuZelosecky, a tedy pro-
metnych Prométnost jejich stanovena jest tremi pary piidru-
ienych paprskl la, 2a; 1b, 2b; le, 2¢. Bodem _e vedme si libo-

volnou pifmku P; ta protma oba svazky v prometnych radéch
s_oumfstnych (@, b,...) (ay by...), jez majf dvé bodiv dvojnych,
z nichZ jeden jest e, proéei jest téZ drubhy z nich f bodem
skutetnym; dle IIL. jest tento bod druhym présekem piimky P
s farou 2. stupné.

Abychom ustanovili tedy bod f, vedme si bodem e libo-
volnou piimku, na niZ zvolme libovolné dva body s,, s, a pro-
mftejme z nich prométné fady (a, b,...), (a; b, ...); prisekem
takto .vzniklych svazkd perspektivickych jest piimka «f, kterdz
protfnd pi{mku P v hledaném bodé f. Nyni mozno zvoliti jinou
piimku P a nalézti na nf bod f atd. (Obr. 6.).

Konstrukce tato d4 se téZ ndsledujic{ vétou formulovati:

,Uhlop¥icky Gtytihelnika (a s, fs,), jehoZ prot&j§f strany
prochédzeji priiseky protéjsfch stran ctyfdhelnfka (o 156 2) cdre
2. stupn& vepsaného s libovolnd vytéenou pifmkou (P), soucasnd
prochézejf aneb neprochézeji priseky této ptimky s onou éarou.“
(Obr. 6.)%)

‘Chceme-li sestrojiti teény v bodech 1 a 2, povazujme prisek
p¥mky 12 s pifmkou P jednou za bod g¢,, uréujfce pifsluing

*) Ponékud v jiné formé vyslovil tuto vétu poprvé Désargues,
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mu bod ¢, a podruhg za Py & naleznéme p, dle uddnf{ na
konci IIL.; 1g,, 2p, jsou hledané piimky a nezdvisf patrné na
poloze pnmky P

Zv1astoi pifpad nastane, spadajf-li body e fv Jedno pak
jest P teinou Cdry 2. stupné.

,,Uhlopncky ¢tytdhelnika, jehoZ protéjs{ strany prochdzejf
priseky protéjSich stran étyrihelnika ¢dfe 2. stupné vepsaného
s libovolnou jeji tecnou, soucasné bud prochizeji neb nepro-
chézejf bodem teénym oné piimky.*

Jakkoli jsme jiZ uvedli konstrukci teCen v bodech (1, 2)
libovolnych ¢ary I', nicméné uvedeme jeSté jiny splisob na vété
pravé uvedené se zaklidajicf.

Utiiime (viz obr. 7.) s, =1, natleZ s, nalezd se na piimce
Te; zvolme jej tak, aby ndleZel té% piimce a2, prOto sjednocuje
se bod @ s bodem a, bod f jest prisek piimek ae, 1b; bod b,
nalezati se musi na s, 8 a na 20, takZe jej smadno sestro_]m
mozno; b,e=P.

Vibec lze z nad{ véty velmi mnoho riznych konstrukef
odvoditi, poloZi-li se body s,, s, do zvldstnich bodiv jinych.
Ucinfme-li (obr. 8.), jako predesle, s, =1, a zvolime-li s, na
a2, bude @ =a, naez druhé dhlopiicka af prochdz{ bodem f,
dle kterézto podminky stanovi af bod 8 na 1b; prisek b, p¥imek
s, B, 2b nalezd se nma p¥imce ef.

Konstrukce tato vyjadiuje vSak toliko, Ze se prﬁseky

piimek a2, 1é; 2b, ef ; b1, fa &ili body s,, b,, B nalezaji na
jediné pifmce; ony piimky jsou vSak protéjs{ strany Sestithel-
nfka a2blef &ife 2. stupné vepsaného, takie mdme vétu:

»Priseky protéjsich stran Sestiihelnika ¢dfe 2. stupné
vepsaného nalezajf se na jediné piimce.“ Tuto vétu poprvé
objevil Pascal, prodeZz se také jeho vétou nazyvéd, a jest jen
zvldstnim piipadem véty Désarguesovy v obr. 6. naznalené.
Konstrukce tetny P v bodé. e (viz obr. 7.) Jest zvlastnf prfpad
konstrukce Pascalovy.

V. Jednoduchd a ponékud obecnéjsi konstrukce tecny

v urditém bodé Cary druhého stupné, neili v obr 7 plyne
z obecnéjsi, uvedené v IV. po vété Désarguesove.. . :
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Ucinime-li P=eb (obr. 9.), s, =1, bude se s, nalezati
na pfmce le, kdeZ jej libovolné zvolme; uréeme zndmym spé-
sobem a,, « (b=p); prisek pifmek Pa 12 nazveme g, a hle-
dejme pifsluing bod ¢, ; piimka 1g, dotyké se pak ¢iry vbodé 1.
Bod ¢, uréf se nidsledovné:

Prisek ¢ piimek o, s,q, spojf se s bodem 1, a obdrzend
piimka prochdzf bodem hledanym. Jest tedy ona sama tecnou
v bodé ¢ary 1. — Zvolime-li s, na 2a, bude se konstrukce
shodovati s onou v obr. 7.

Nyn{ bychom mohli fediti dlohu konstrukce ¢iry druhého
stupné p¥i danych 5. bodech; 3 bodech, te¢né a bodu teéném;
jednom bodé a dvou teénach s body teénymi. Prvnf byla jiZ
felena v obr. 4. Druhé feSeni podivd nim véta Pascalova.
Jsou-li 1, 2, 3, 4, 5 dané body, vedme si jednfm z nich, na pt.
5, libovolnou pifmku; ta musi jeSté protinati ¢aru v jednom
bodé 6; ten nalezne se dle véty Pascalovy.

Protéjs{ strany Zestitihelnika 123456 jsou totiz

12 a 45 se spoletnym bodem e
33_ ” 5_6— n » » ﬂ
34 L 61 ” ” I 4

Prvnf dva péry pi{mek znime, proCez také body «, 8
a jimi uréenou pifmku Pascalovu P; pifmka 34 protind ji nutné
v bodé », jenZ musf se nalezati na piimce 61, t. j. pifmka y1
protfn& pHmku 56 v bodé 6.

-Konstrukce tecen provésti moZno riznymi splisoby jiZ
uvedenymi.. -

Druh4 iloha, dény-li jsou 4 body a tecna v jednom z nich,
fedi-se jako predesld, jenom s tim rozdflem, Ze body 1, 2 sjedno-
cujf se v bodé tecném, je-li 12 ona teéni piimka.

A podobné i ostatni tikoly. Patrno, Ze viecky tyto tlohy
dajf se Fefiti methodou na3f v obr. 4. uvedené, jenZe tu nutno
jisté  prvky povaovati za splfvajicf, co provésti ponechino
budiz pfli laskavého Ctenafe.

_ VI. Kazda - ¢dra 2. stupné stanovena jest H body, jaki
z pribéhu - dosavadnfho pojedndni patrno. Majf-li dvé Eiry 2.
stupné 5 bodd spoleénych, sjednocujf se. Nebot konstrukce &iry
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také provadi se tak, Ze se jednifm z danjch péti bodl vede
nesé{slny pocet primek a na kaZdé z nich urci jediny bod Je]f
na zdkladé zndmych konstrukei.

Kdyby déno bylo méné bodd, neili 5, byla by tloha ne-
ur¢itou, a kdyby vice, obecné nemoznou. Nalezené body nale-
zaly by se na obou Carich, které by se nisledkem toho sjedno-
covaly. Toho nutny nisledek pak jest, Ze dvé éiry 2. stupné
mohou mfti nanejvy§ ¢tyfi body spolecné.

Majf-li ¢iry 2. stupné I, I, (obr. 10.) dva body 8, G
spolené, mizeme urciti dals{ dva a tak dokdzati, Ze obé ciry
mus{ mfti ¢ty¥i body spolecné.

Vedeme-li si bodem ¢ vSecky moZné paprsky M, a vyhle-
dédme-li jich prise¢né body s ¢4rami, obdrifme, spojujice tyto
s bodem s dva svazky soumistné s,, s, prométné se svazkem o,
a tedy také spolu prométné. I maji tudiZ dva paprsky dvojné,
bud skuteéné, riizné, neb sjednocujicf se, aneb pomysiné, kteréz
jak patrno, prochizeji priseky e, f obou ¢ar.

Kdyby téchto priisekdt bylo vice, mély by oba svazky vice
nez dva paprsky samodruZné, coZz by vyZadovalo jednostejnost
svazkll s,, s,/ a nisledovné i jednostejnostobou car atd.

VIL Budiz (obr, 11.) I" libovolns é&ira 2. stupnéd, s a s
pak stiedy dvou prométnjch svazkd s (abe...), 8 (adlc’...),
jeito se tedy protfnajf opét v édie 2. stupné I, dané body
s, ', a, B, v, kdezZ poslednf t¥i znaéf priseky primek sa, s’a’ atd.

Oba tyto svazky protinaji Caru I" ve dvou ftadédch: bodd
a,byc...aa’,bc... jez jsou vtaké souvislosti, Ze kaZdému
. bodu jedné ndleZl jediny bod fady druhé; neb din-li ndém libo-
volnj m, vedeme timto paprsek sm svazku s, 4 uréfihe mu ve
svazku s‘ piisluiny paprsek s'm’, jen? protne &iru I' v jé‘diném
bodé m’, ptidruZenému bodu m.  Proto nazyvéme i‘ady abe..
a'b’e prométnymi Fadami na ddre 2. stupné.

Jest ndm nynf vySetfiti, stdvd-li tu bodd, které se svymi
sdruZenjmi v jedno spadajf, t. j. majf-li dvé prometné fady na
¢afe 2. stupné samodrusné Ci dvojné body. — Predpoklidejme,
Ze se ¢iry I' a I nedotjkaji (coZ by se v bodech s a s’ stati
musilo), takZe se protfnajf v bodech s a s’. V tom padé nemohou

s a s’ bfti body samodruZngmi, paprsku ss’ svazku s odpovid4
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tena ¢&ary IV v bodé s’, kterd neni teénou Eary I'; podobné
0 bodu s. Bod dvojny obou fad patrné nileZ{ obéma cardm
I’ a I'; tyto vSak maj{f ¢tvero bodi spoleénych, z nichz dva
jsou s, &', o kterych jsme pravé dokézali, Ze nejsou body dvoj-
nymi, takZe zbyvaj{ pouze dva body obéma cEaram spolecné,
které jsou zdroven samodruZné prvky prométnych fad abe...,
a'ble' ...

,DVvé prométné fady bodd na cafe 2. stupné maji dva body
dvojné bud oba realné neb sjednocujicf se, aneb oba pomyslné.“

Dotykaji-li se pak ¢dry I" a I'* v bodech s, s/, sjednocuji
se body dvojné s témito a véta zlstane tatdz.

Zvolfme-li si na I" libovolné dva body 6, ¢’ a promitime-li
z nich fady abec..., a'b’c’, obdriime dva svazky prométné se
svazky s, 8 a tedy také vespolek.

»Prométné fady bodd na éife druhého stupné promitaji
se ze viech bodd této ¢iry prométnymi svazky.“

Tuto vétu mohli jsme uvésti pred vySettovinim bodd dvoj-
nych, a pak bychom byli obdrZeli promftinim z libovolného bodu
¢ary obou fad dva prométné svazky soumfstné, jez maji dvé
paprskit samodruzZnych, které ¢dru I'" v bodech dvojnych protiti
musf, &m% véta podruhé dokézina.

Z toho patrno, Ze:

- ,Prométnost dvou fad bodd na ¢ife 2. stupné stanovena
jest tfemi pdry pifslusngych si bodd.“

" Abychom sestrojili sndze pffslusné si body, uéiiime (obr. 12.)
s=a', 8' = a, nateZ maj{ oba svazky s, s’ samodruzny paprsek
aa’; "a protinaji se tedy na pifmece P, jez slove osou prométnosti,
a jez patrné, dle predeslych tvah prochdz{ body dvojnymi e, f.
Na pifmce P lezf tedy priiseky pifmek ab’, a‘b; ac’, a‘c. Pifmka
P zistane tatdZ, uéinfme-li s=b’, s =1», naceZ pi{mka obsahuje
té prisek pifmek b¢‘, b'c; odtud méme vétu:

- oJ80u-li @, b, c, a’, ¥, ¢! body na Céfe 2. stupné, nalezaji

se priseky o
: pi{mek ab‘, a‘'b to jest bod 3
" —b‘—c) W » » ] 1
na téie primce. '
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Tyto pi{mky jsou viak protéjsi strany Sestiihelnika ab‘ca‘bc’
c4fe vepsaného, éimZ véta Pascalova znova dokédzina.

Je-li prométnost fad na care 2. stupné déna dvojinami
aa’, bb’, cc’, sestrojime si nejprv osu prométnosti P. Libovol-
nému bodu m obdrzime p¥islusny bod m’, vedeme-li si paprsek
a‘m, uréfme prisek jeho w s pimkou P, a vedeme-li paprsek
au, jenz nidm sece éiru v bodé hledané m‘.

VIII. Protneme-li dva prométné svazky soumistué libo-
volnou carou 2. stupné jdouci spoleénym jich vrcholem, obdrZime
na této dvé prométné fady bodd.

Déna-li prométnost ondch svazkd s, ' tiemi dvojinami
paprskd (obr. 13.) 4, 4‘; B, B’; C, C'; miZeme sestrojiti na
¢ife 2. stupné I” priisetné body téchto paprskd e, a’; b, b;
¢, ¢/, jimiZ pak ddna jest prométnost fad na ciie I, takie lze
ndm sestrojiti osu prométnosti P, kterdZ protina ¢dru I" v bodech
(e, f) samodruznych.

Paprsky se = E, sf="F jsou dvojnymi paprsky prométnych
svazkli. — Této vlastnosti uzivd se ke konstrukei samodruznych
paprskit dvou svazkd prométnych a soumfstnych, pii éemZ za
I" volfvé se obycejné kruh, ponévadZ se nejsnize konstruovati da.

Libovolnému paprsku M svazku s nalezneme pifsluiny
paprsek M’ svazku s‘, sestrojice jeho préseénému bodu m s éarou

I pifsluing bod m‘, a vedeme-li jim paprsek svazku s,

PonévadZ tu jednino o prométnjch fadach bodd na éife
2. stupné vibec, bylo by na radé pfihlédnouti k pripadu, kdy
se ona Cdra rozpaddi ve dvé pifmky, ¢mZ bychom vyvinouti
mohli theorii prométnjch fad pifmych. PonévadZ viak vysledky
jsou reciproké vét4m dosud uvddénym o prométnych svazcich,
vyvihme je ze vét zdkladnich.

IX. MéjmeZ na zieteli dvé prométné pi{mé rady bodd 7,

; bodu m, fady P, odpovxder m, fady B,.

Pohybuje-li se bod m, nepfetrZité, mén{ bod m, rovnéi
polohu svou spojits, takie spojivd jich pifmka M (= m,m,) ne-
pretrZité se pohybujfc uréitou ¢dru zahaluje ¢i obaluje, kterouz
nazveme I'; viecky polohy pifmky M dotykaji se &ary I'; vy-
Settme tedy tFidu cary I', t. j. zodpovézme otézku, kelikrite
pii svém pohybu projde pifmka M libovolné vytéenym bodem p.
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Za tim tGcelem promitejme obé fady P,, P, z bodu p, ¢imz
vzniknou dva prométné soumistné svazky, majici tedy dva body
samodruzné, které protinaji tedy fady P,, P, v pi{sluinych si
bodech, a které jsou tedy zvl4Stn{mi polohami p¥{mky tvoffct M.

,Obédlka vSech poloh pffmky spojujici pifslusné si body
~ dvou prométnych fad piimych jest druhé tidy.«

Priblizi-1i se bod m,(m,) priiseku P, P, nekoneéné, ptiblfzi
se téz pifmka M pifmce P,(P,) (a¢ neprochdzf-li stilym bodem),
takZe i tato pffmka jest tenou éary I.

,Cira I" dotjké se pak os danjch fad v bodech odpovi-
dajfcich spolecnému bodu téchto piimek.“

Naopak se da kazd4 cdra 2. ti{dy vytvoriti dvéma promét-
nyma fadama.

Jsou-li totiz P,, P, teény Ciry I' druhé tiidy, protind je
souhrn ostatnfch tecen jejich ve dvou prométnych fadich; nebot
z kazdého bodu m, fady P, mohu vésti na I" jednu jen tecnu,
kterd se riznf od P, a kterdi na P, stanovi jediny bod p¥i-
slugny atd.

Prochéz{-li ptfmka M pevnym bodem s (obr. 14.), slovou
fady prvoprométné ¢i perspektivické a maji samodruzny bod (P, 5,).

A naopak, maji-li dvé prométné fady P,, P, samodruZny
bod, jsou perspektivické, t. j. ptfmka m, m, prochiz{ pevnym
bodem.

Budiz tedy (obr. 14.) (£, P,) samodruZny bod dvou pro-
métnjch fad P,, P,. Z libovolného bodu p promitajl se rady
tyto v prométnych svazcich soumistnych, jez majf dvé dvojnych
paprskiiv; jeden z nich nutné prochdzi bodem samodruZnym
(P, B,) obou fad.

Polozme si p do priseku s pi{mek a, a,, b, b,. Promi-
tdme-li z bodu s obé fady, obdrZ{m patrnd dva prométné svazky,
kteréz maji dvojny paprsek Z==s (P, F,); kromé& toho jsou vSak
téi ptimky a, a,, b, b, paprsky dvojnymi, tak¥e maji oba svazky
tii dvojné prvky, a tudiZ se sjednocujf, z ¢ehoZ patrné vyplyva
hotejs{ véta.

Prvoprométnost dvou, Fad stanovena jest dvéma péry bodfi
sobé nélezejicfch, jelikoZ bod spoleény obéma Faddm tvofi co
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samodruiny tfet{ pir. Stily bod, jim# p¥fmka m, m, prochézi,
slove stredem obou rfad.

Uloka. Prométnost dvou svazké jest dina dvéma péary
sdruZenych prvkd 4,, 4,; B, B, a paprskem dvojnjm E; mi
se uréiti druhy paprsek dvojny F a k libovolnému paprsku M,
stanoviti paprsek M,.

Na paprsku E vytknéme si libovolny bod a vedme jim
zcela dovolné dvé pifmky Py, P, ; ty protnou dané svazky v pro-
métnych faddch (a, b, ...), (az2 ..), jez maj{ samodruzny bod,
ponévadZ se na dvojném paprsku E sekou; nésledovné jsou
perspektivické a majt stfed perspektivicky s, jimi patrné pro-
chézf druhy paprsek dvojny F.

Déan-li paprsek M,, stanovme priisek jeho m, s P,, vedme
m, s a% protne P, v m,, kterfm¥ prochdzi pak paprsek J,.

X. Kdybychom této konstrukce uzili k feienf tlohy: Déna
jest édra 2. ti{dy 5 tecnami I, Il, 4, B, E, a m4 vésti danym
bodem p na E zvolenjm teéna druhd, pfisli bychom k vété.

Diagonalnf body (g, ») Etyrstranu (P, B,, «, B), jehoi
protéj§f rohy [(P, By) a (P, 4,), (P, 4,) a (P, B,)] lei na
pifmkich spojujfcfch protéjsi roby étyfdhelnfka (111 4 B) &die
2. tifdy opsaného s bodem p libovolné vytéenym, soucasné lezi
neb nelezf na te¢nich E, F timto bodem k Cife oné vedenych
(obr. 16.).

Uéinime-li tu P, =1 (obr. 15.), a vedeme-li P, body
(A1D), (ET), jest e= A, = (P, By (P, B,)=(1B) (P, By);
@ a B musf se protfnati na pimee F, kterd jest tecnou Eiry
a prochdzf bodem p. Vysledek konstrukce dd se vyjadfit tim,
7e piimky (A F) (BI), (BII) (EF), (AI) (EI) prochdzeji
‘bodem b,. Aviak body (4 F), (IB); (FE), (BIL); (ET), (IL 4)
jsou prote_;si rohy Sestithelntka 4 FE1 BII 0psaného cére I,
takZe mame vétu:

»PIimky spojujicf protejsf rohy sestmhelnfka opsaného
¢ife druhé tfidy prochizeji tfmZ bodem.* Véta pravé uvedeni
slove po svém vyndlezci vétou Brianchonovou a slouzf privé tak
jako ptedesld ke konstrukei ¢4ry 2. ti{dy dané pén podminkaml
pii éem dluZno teénu &hry povazovati za jednu podminku, teénu
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s bodem styku (jakozto dvé nekoneéné blizké teény) za pod-
mfnky dvé.

XI. Budtez P,, P, (obr. 17a) dvé prométné Fady bodd;
abychom ze t¥{ danych parl a,, a,; b, b,; c,, c, urcovati
mohli ostatnf, promftejme Fady tyto z dvou bodi s,, s, na
p¥mce jdoucf dvéma body sob& piisluingma, na p¥. a, a,; tim
vzniknou dva prométné svazky paprskd s,, s,, kterd, majfce
paprsek samodruzny, protfnaji se na p¥{mce P,; chceme-li pak
libovolnému bodu m, sestrojiti prislusng§, vedme pifmku s, m,
aZ nidm protne pi{mku P v bodé u, naleZ nim paprsek s,
protnd P, v bodé hledaném m,. V obrazci vyznaceny jsou
body p,, ¢, odpovidajfcf priseku obou fad, jak jej bud prvni
¢i druhé Fadé pricitdme. Stlumocena jsouc ve smyslu geome-
trickém znf tato dvaha nédsledovné:

»Priseky paprskd, promitajicich spoleéné body libovolné
teény Cary druhé tiidy s dvéma stilyma tecnama téZe Ciry ze
dvou stélych bodd ¢tvrté tecny této Cary, leZf na pevné pifmce“.

Této véty patrné lze uZiti ke konstrukei ¢ary 2. tiidy
dané péti teCnami a pod.

~ Zvolime-li za stiedy svazkdl s,, s, body a,, a,, bude pa-

trné pifmka P prochdzeti body p,, ¢,. PonévadZ jsou tyto body
stalé, jest pifmka jimi stanovend rovnés takovd, a my obdri{me,
prelozime-li s,, s, do b,, b, tuZe piimku za osu perspektivnosti
obou svazkil. Z toho patrno jiz, Ze se nalezajf (obr. 17 b) pré-
seky pimek a, b,, a, b, ; a, ¢, , a3 ¢ ;5 b, ¢, byc, na téze piimce
P, kterd slove osou prométnosts danych rad.

K libovolnému bodu m, nalezneme piisluSny, vedeme-li
si na pf. ay7m, , uréfme jejf prisek ws P, naceZ nim a, w pro-
tind fadu P, v hledaném bodé m,.

Tento piipad zvl4stni po geometricku vyjadiime takto.

,Uhlop¥icky &tyrihelnika opsaného éire druhé t¥dy, jehoz
tii strany jsou stdlé, protfnaji se na stdlé pifmce.“ Na této lez
teéné body protéjsich dvou stilych teden.

XII. BudteZ v obr. 18a) body s,, s, stiedy dvou ptomét-
nych svazkii, danych tfemi piry paprski Al, 4,; B,,B,; C, G,
Jednfm z priisekd piisluingch si paprskidl; na pt. (4,4,) vedme
pitmky P,, P,, které protnou dané svazky v Faddch promét-
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nfch, které maji samodruzny bod, a tedy také perspektivicky
stfed s. K libovolnému paprsku M, uréfm pifsludny, vedu-li si
bodem (M, P,) = m, a bodem s pfimku, kterd protne pak fadu P,
v bodé m,, jimZ hledany paprsek M, prochdzi. Odtud plyne véta:

'Pi‘imky spojujici priseky dvou pevnych pi{mek jdoucfeh
bodem ¢ary druhého stupné s tétivami stanovenymi bodem hyb-
pym a dvéma stiljma, prochdzeji bodem stdlym.“.

Stane-li se P,=4,, P, =A4,, bude patrné (obr. 16 b)
bod s prisekem paprski sdruZenjch s s, s, a tedy bodem std-
lym; totéZ plati stane-li se P,=B,, P, =B, Z toho vsak
jiZ patrno, Ze ptimky (4, B,) (4,B,), (4,(,)(4.C)), (B,G) (B,G))
prochdzeji bodem s, jenZ -slove stiedem prométnost: danjch
svazkd. Abychom k danému paprsku M, ur¢ili piislusny,. vedme
spojku bodit (4, M) a s, kterdZ ndm protne paprsek 4, v bodc
kterym prochizi paprsek M,. Odtud plyne véta:.

»Diagonalni body &tyrihelnika cifre 2. stupné vepsaného,
jehoz tii body jsou stdlé, urcuji pffmku prochdzejici .bodem
stdlym.®

- Timto bodem prochdzeji tecny bodﬁ protéjsich stalyoh
boddv.

Méme-li na zreteh ur¢itou polohu bodu hybneho mﬁzeme
vysloviti vétu.

»V Ctyrihelniku c¢dfe druhého stupné vepsaném nalezajf
se priseky protéjsich stran s priisekem teCen v prot&jsich
vrcholech na téZe primce.“

Véta na konci oddflu XL uvedens dé se té takto formu-
lovati:

»V Ctyrihelniku ¢dfe druhé tiidy opsaném prochizeji ihlo-
piicky a pifmky spojujfci tecné body protéjsich stran bodem
jedinym.“

Tyto véty jsou zvldstn{ pripady véty Pascalovy a Brian-
chonovy. Odvozeni jich ponechdno Ctendfi.

~ XIIL Z dosavadnich vét patrno, Ze dvé C¢iry druhé t¥idy
majici pét teCen spoleénjch jsou totoZny, nésledkem &ehoz
mohou miti toliko cty¥i teCny spoleéné. Majf-li ¢ary I, I,
(obr. 19) druhé tifdy dvé teény P, I spoleéné, miZeme pomoci
bodf na IT vytvofiti na P dvé prométné fady boddv, vedeme-li
totiz z kaZdého bodu u Fady = teny k I, I, kteréz pak proti-
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naji pifmku P v bodech m,, m, prométné si pifsluinych. Nebot
patrné tu kazdému bodu m; odpovidd jediny m, a naopak,
proceZz atd.

Dvé prométné rady soumistné maji dva prvky samodruzné:

vvvvv

Jsou-li dvé cdry 2. tfidy ddny dvéma spoleényma a tiemj
riznymi teénami, miZeme stanoviti jesté druhé dvé teény spo-
lené tim, Ze v jedné z téchto volfme si tfi body (tfeba pri-
seky danych tii teCen jedné &iry) a vedeme jimi teény k ob&éma
¢aram; tak obdrZime na druhé spolecné teéné t¥i pdry bodd
prométné si ptislusicich, z nichZ moZno spisobem, jejZz pozdéji
uddme, dvojné body obou Fad stanoviti atd.

XIV. Predpoklidejme na ¢die 2. tfidy dva soujmy tecen,
(4,B,C..)), (4, B, (...), které na jistych dvou tecnich oné
¢ary urcuji prométné fady piimé, a nazjvejme je svazky druhé
t¥idy. Kazdému paprsku jednoho ndlezi jediny paprsek svazku
druhého, a proto nazyvime je prométnymi svazky paprskd
druhé tFidy. 1 jest patrno, Ze tvofi na vSech teéndch céry pro-
métné fady boddv. Na jediné takové tvorf dvé souosé rady pro-
nmétné, jeito pak maji dva body dvojné, kterymZ odpovidaji
dvojné paprsky obou svazkil druhé tfidy jimi prochdzejici. Tyto
protinaji vSechny teény c¢dry v dvojnych bodech souosyjch Fad
prométnych na nich vzniklych. Z toho plyne, Ze:

»Dva prométné svazky paprskové druhé tifdy maji na-
nejvys dva samodruzné paprsky.“

Abychom sestrojiti mohli libovolné dvojiny paprskd si
piisludnych, povaZme, Ze svazek (4‘B‘C’...) protind paprsek
A v tad¢ bodd, kters je prométns s Yadou vzniklou prisekem
svazku (A BC...) s libovolnou teénou, tedy na pt. s 4‘; tyto
rady maji viak samodruZny bod (A44‘) a tedy také perspekti-
vicky stfed s. Chceme-li sestrojiti paprsku M jeho pifsluiny,
stanovme prisek (MA‘), kter§Z spojime s bodem s p¥{mkou,
ktersd na A stanovi bod, kterym prochdzi paprsek M* (obr. 20).

YIy

Teény vedené s bodu s k éafe 2 ttidy, patrné jsou dvojné
~ papxsky obou svazkdt druhé t¥fdy (v obrazci naSem jsou pomy-
slné). Provedeme-li s B, B’ totéz, co uéinili jsme s 4, 4‘, shle-
déme, Ze:
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,2Isou-li 4, 4« B, B, C,C" telny libovolné Cary 2. tiidy,
prochdzeji piimky spojujici body (4B’), (4'B); (4C), (4C);
(BCY, (B‘C) jedinym bodem.“ A ponévadi tyto body jsou pro-
t&js rohy Zestithelnfka AB‘CA‘BC*, dokdzéna tfm znova véta
Brianchonova.

Odtud snadno si odvodime konstrukei bodd dvojnjch pro-
métnych fad soumistnjch danych tfemi pary bodd sobé piislus-
nych. Jsou-li tyto dvojiny a, a’; b, b'; ¢, ¢’ (obr. 21.), zvolme si
libovolnou ¢aru druhé tifdy (nejlépe kruh), kterd by se dotykala
osy P obou fad. Na to miZeme pak fady (ab c...), (a’d’c...)
promitati te¢nami ¢dry I', které tvoi{ pak tudiZ dva prométné
svazky paprskové druhé tifdy; prométnost jich stanovena jest
tremi dvojinami teCen A4, A’; B, B*; C, (', které prochizeji body
stejnozvuéné oznacenymi obou danjch fad. Sestrojme si stied
prométnosti s obou svazkid, a vedme jim teény E, F ¢ary I';
tyto jsou dvojné paprsky obou svazkid, a protinaji fady na P
ve dvojnych jejich bodech e, f.

XV. Nyni zjednali jsme si prostiedky, abychom sestrojili
spolecné body (teény) dvou car druhého stupné (2. tiidy), da-
ny-li jsou jiz dva takové prvky. Provedeni toho ponechivdme
Ctendri.

Jsou-li t¥i spolecné prvky téchto car zndmy, sestrojime
¢tvrty na zikladé téchZe uvah, uzivajice vét uvedenjch ve IV,
a X.; ¢tenaf proved zejména tuto tilohu: Dédna jest ¢dra 2 stupné
(ttidy) péti body (tecnami); mé se stanoviti spoleény prvek
Cdry této s kruznicf, kterd jest trojihelniku danému tfemi prvky
z danych opsdna (vepséna).

XVI. O algebraickych vlastnostech prométnych dtvari prvo-
fadych.

Uréujeme-li kazdj paprsek svazku s, a s, trigonometrickou
tangentou dhlu, jejz svird s pifmkou s,, s,, déna jest patrné
prométnost obou téchto svazkd relaci

auv -+ bu -4 cv 4 d= 0, 1)
kdeZ u, v jsou tangenty dhli sevienych paprsky M, , M, sobg
pislusnfma s ptmkou s, s,.

Pro M, =s, s, plati w =0; m4-li tomuto paprsku odpo-
vidati M, =s, s,, coZ jest podmfnkou perspektivnosti, musf z4-
roven bjti v =0, ¢emuZ se vyhov{ jen podminkou
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d =0,
awtdbuteow=0% ®@

uddvd dva svazky prvoprométné a miZeme ji povaZovati za
rovnici pfimky jimi vytvofené.

O bodu pravime, Ze se nalezd v nekonecné vzdalenostx
jsou-li jim vedené pHmky rovnobezne, i jest tedy podmmkou,
aby se bod w nalezal v nekonetnu, rovnice »=—wv. Ponévadi
této podmince vyhovuji vSecky body nekonecné vzdalene, a po-
névad? tvar .

takZe rovnice

u—v=0,
jest zvlastnim piipadem rovmnice (2), soudfme, Ze ,vSecky body
v nekonetnu leif na piimce, kterd se . zove wbéfnou primkou
roviny“ a Ze dva svazky, v nichZ piidruifme k sobé paplsky
rovnobézné, jsou perspektivické.

“Je-li prométnost dvou svazkd ddna tfemi pary vzdjemné
rovnobéZnych paprskd », = v,, u, =v,, u, =v,, poloZme do
(1) u =v, (imZ nabudeme rovnice

awt 4 b+ c)u+4d=0,
kteraZz ma dle podminky t¥irizné kofeny, a tedy jest 1dent1ck0u
vyhovujic viem hodnotdm w, ¢ili jinak:

,Jsou-li ve dvou prometnych svazcich paprskid tfi pary
prxslusnych prvkd rovnobéinych, jsou vsecky pndruzené si pa-
prsky rovnobézné.“

Nestava-li této podminky, divd rovnice (1) Za U= dva
koteny, takZe plati véta:

»Dva prométné svazky majf dva pary pifslusnych si pa-
prskd, které jsou rovnobsiné,“ ¢ili jinak fedeno: ,Céra druhého
stupné md dva (skuteéné, sjednocené, pomyslné) body v neko-
neénu, body to %béznd.“

Polohu kazdého bodu kterékoli ze dvou prométnych fad
bodovych P,, P, udime algebraickou vzdélenosti jeho od prd-
setiku pfimek P,, P,. Jsou-li tyto na fadé P, znaleny u, na

*) Kdybychom psali « = —;‘:—, v:~;——', nalezli bychom rovnici
piimky v soufadnicich cotangentovgch
cx 4 by 4+ a=0. i
" Ponévadz jest v téchto soufadnicich rovnice primky stupne prvoiho,
znadf tu rovnice stupné n-tého ¢arm stupné .
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P, v, uddvé rovnice (1) prométnost obou fad, a (2) perspektiv-
nost jejich, takZe jest (2) rovnici bodu.*)

Rovnice (1), vztahuje-li se k svazkiim, nazjvejme rovnici
v souradnicich bodovyjch, a vztahuje-li se k faddm, rovnici v sou-
Fadnicich primkoviyjch.

V soutadnicfch bodovych plati o paprscich na sobé kol-
mych u:——%, coZ dosadime-li do (1), nalezneme rovnici

bu®—au —c=o,

kterdZ udavd, Ze dva prométné svazky maji dvé pravouhlé
dvojiny.

Témito soufradnicemi velmi zietelné se dd dovoditi, Ze
v pripadu perspektivnosti dvou svazki rozpad4 se ¢dra druhého
stupné ve dvé pifmky, a sice osu perspektivnf a paprsek samo-
druzny. Nebot rovnice (2) ddvd pro »=—v dva kofeny, z nichZ
jeden jest O, kdeito druhy md hodnotu koneénou.

Odporucujeme C¢tend¥i, aby vyvinul si vzorce pro tefnu
a bod teény v soufadnicich bodovych a ptimkovych, jakoZ i aby
tak ucinil pro poldru a pdl, a tak dokézal jednostejnost Car
druhého stupné a druhé tiidy, kteréZ pak zahrnujeme spoleénym
nazvem kuzelosetek. Ctend¥ proved konstrukei bodd wbéZnych
kuZeloseCky dané péti body, a sestroj z danych ¢ty bodd v ko-
ne¢né a jednoho v nekonecné vzddlenosti kuZeloseCky druhy
bod ubéZny, uziv konstrukce uvedené v IV.; vySetti, kdy ubézné
body prométnych fad si odpovidajf a z toho odvod konstrukci
paraboly, jejiZ dvé tefny s body styku ddny jsou. Zndmy-li
jsou Ctyti teény paraboly, uréi smér osy (pi{mky jdoucf bodem
styku primky béZné), uziv k tomu véty zobrazené v 17. b, pii
¢emZ poloZme P, do nekone¢na.

¥) Obdobnymi usudky jako v piedeslé poznémce shled4me, Ze rovnice

ntého stupné o a::%, y:—:;— znadi ¢aru até tiidy.
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