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ﬁasopls pro pdstovani matematlky a fysiky, rod. 73 (1949)

ULOHY

ReSeni uloh o determinantéch, Casopis 72,
str. D15-D16.

Uloha 1. Budiz D, (m > 1) determinant m-tého stupng, jehoz
(2z + 1)-nf a (2¢ 4+ 2)-ha Fadka jsou

0, al, 0; a2v 0) a’37 0) s

a’i’ 0, a;’ 0, a?!, 0, a,i, =0 _l’ 2,
Dokazte, Ze |
D2n+1 = 0 DZn — (_l)n I—I (a” . a”)z (1)
1=Zpv=n

Uloha 2. Budiz D, (m >1) determinant m-tého stupn,
jehoz (21, + 1)-nf a (2¢ + 2)-h4 Fadka jsou

al, 0 ag, 0 as, 0 a4, .
O, als 0’ a2’ 0, a’3; 0, L
Dokazte, Ze P

Dj = (— 1) Dsa, “ |
Dopy1=(— 1)” 1—[ (@1 — @ns1) - [] (@u — @)% (2)

1=2=n 1=u<v=n

('L= 0,1,2,...).

(T. zv. prdzdné soudiny znadf jednitku, takze v (1), (2) je nutno
Ystina pf. Dy = — 1, D’ = 1, Dy = ay — a,.)

Uloha 3. Budiz Az, (n >1) determmant stupné 2n, jehot -
prvni Fadka jest

"gin ks, cos k8, sin kys, cos kzs, ..., 8IN k,,s, cos kns,

a jehoz ostatnf f4dky obdrifme z prvnf postupné prvni, druhou, ..., -
(2n — 1)-nf derivaci podle 8. Dokazte:

_ Agn nezavisf na 8, nadeZ z (1) dostanete
A= (— 1)kky...kn. [] (k2 — )%
. 1Su<rEn -
Dr M. Syptdk.

Dar.



Reteni. (Zaslal p. Jit{ Sedlatek, Kutna Hora.)

Resen{ tilohy 1. Determinant Dgs+1 = 0, nebot kazdy z jeho
(2n + 1)! élend je roven 0. Nelze totiz najit élen, jenz by byl rizny
od 0. Chei-li z kazdého lichého sloupce, kterych je n + 1, vzit jeden
prvek nenulovy, vidim, Ze to nenf mozné, nebot ve sloupci nenf vic
nez n prvki riznych od 0 a ¢len je souc¢inem prvki, z nichz Zidné
dva nejsou z téze fady.

Dikaz tvrzeni

Doy = (— 1p*_I1 (@, — auy?
1Su<r<n
provedeme tplnou indukei. Tvrzeni plati pro » = 1, nebot Dy, =
= — 1. Pfedpoklddejme ted, Ze je mame dokdzino pro Dg—1), t. j.
%e plati )
Doy = (— 1)1 [] (@u—a).
1Sp<vSn—1

V determinantu Ds, nechme prvni dvé fddky beze zmény a od
kazdé z-té (x = 3, 4, ..., 2n) odettéme Fddku (x — 2)-hou, znaso-
benou a,. V&imnéme si, Ze v poslednich dvou sloupcich nového
determinantu jsou samé nuly (aZ na prvni dva Ffadky beze zmény
ponechané), a rozvedme tedy determinant podle téchto sloupci
(Laplace). Dostdavame po tpravé:

Dgﬂ == — (a-l —- a,,)“* (az — a,,)z coe (a,,_1 — a,,)2 Dg,._g =
= (=" ] (au— a2
1<p<v=<n

- \
Tim je dukaz indukef proveden.
(Jednodusi se zd4 byt nésledujic postup: Vzédjemnou vyménou
fadkd pofidme si tento determinant:

0 0 0
0, @y, 0: a2, 0, sy 07 an
1 1 1
O, a, O’ a2, 0: ’ 0) apn
o n_.l ................ n.—.l
0> a; , 0: az -, 0, ’ Oa 2
0 0 0 0
ay, 0: a2, 01 as, y Qp, 0
n—1 n—1 n—1 n—1 r
a -, 0; az , 01 g 5 .oy Ap 0

Pti rozvadén{ podle prvych n fadkt (Laplace) vidime, Ze je —
nehledé ke znaménku — roven &tverci determinantu Vandermon-
dova V,. Préci si tu musime dat jen s uréenfm znaménka.)

Regeni tlohy 2. Vyménime-li v Ds, kazdou lichou ¥adku za

a _ nésledujfcf sudou (n vymén), dostanem Dyn. Je tedy Do, =

= (—1)* Dy,
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Hodnotu D2y potvrdime Gplnou indukef. Postup je analogicky
pripadu Dy, ad 1. fefenému: Prvni dvé fddky tu nechame beze
zmény a od z-té (x=3, 4, ..., 2n + 1) odelteme (z — 2)-hou, na-
sobenou @y, ;. _

(Nehleds na znaménko, je-mozno Diy+1 psét jako soudin dvou -
determinantii Vandermondovych V, . V,+1, éehoz doséhneme opét
vhodnou, opétovanou vyménou iadkt a uZitim véty Laplaceovy.)

ReSen{ ulohy 3. Pripometime, Ze 2m-ty fddek z A;, zalind

(—1)ym1 £ cos kys, (—1)™ ™ sin k,s,
a tadek (2m -+ 1)-nf
(—1)™ k3™ sin kys, (—1)™ k™ cos kys, ...

UkédZeme ted, Ze (fadk ovj'r) étverec determinantu 4, nezavisi

na s;. Soudin dvou FadLi téZe parity ma totiz tvar
(=1 (ki + k2 + ...)

a jiny fadkovy soudin je nula. Pro dvé rizné s (Jakakohv) mé tedy
Az, touz abs. hodnotu a protoze je spoptou funkef s, m4 i totéz
znaménko.

Polozime-li s = 0, ]e (po vytknuti ITk;) Ag, tvaru Dy, a posledni
vzorec je tedy spravny.

Deé3
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