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Casopis pro pdstovani matematiky a fysiky, rot. 73 (1949)

‘Sur un procédé de construction de transformations
birationnelles hyperspatiales. .
Par Lucien Godeaux (Liége).
(Regu le 20 Mai 1948.)

Nous nous proposons d’exposer, dans cette note, un procédé
de construction de transformations birationnelles de I'hyper-
space.!) Cette construction fait intervenir deux transformations
birationnelles entre deux espaces subordonnés et deux polynomes
-dont les degrés dépendent des ordres des deux transformations
précédentes, mais qui sont par ailleurs arbitraires.

Nous considérons quelques cas particuliers, notamment une
transformation du troisiéme ordre qui généralise la transformation
de l’espace ordinaire obtenue en partant des surfaces cubiques
circonscrites & un tetraédre. Cette transformation généralisée fait
‘intervenir deux homographies entre deux espaces subordonnés et
deux polynomes quelconques du second degré. Elle nous parait
nouvelle.

1. Considérons deux espaces linéaires S,isr1, Srisr1r’ &
r + 8 4+ 1 dimensions et, dans S,,,+1, deux espaces linéaires S,, S,
ne se rencontrant pas, dans S,;,+1’, deux espaces linéaires S,', S,’
ne se rencontrant pas. '

Supposons qu’entre les espaces S,, S;'; nous ayons une trans-
formation birationnelle

. xo' xl x"
0 = (1)
‘Po(xo: Tyy eeny xf) ‘pl : Pr _
-et entre les espaces S, S, une seconde transformation .
W L Hh_ ¥ .
’/'O(yga yl: ceey ?/-) WI 'Pl

Ty Ty, -+ T sODE les coordonnées d’un pbint de Sy, Yo Y15 --0» Ys

!)-Nous avons signalé cette construction dans notre Cours de Géomsé-
drie supérleure de I’Université de Lidge en 1935.
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celles d’un point de 8, et nous pouvons prendre Zy, 2y, ..., Zr, Yo, Y1
ooy Y2 COMMe coordonnées d’un point de S,HH De méme, les z'
“sont les coordonnés d’un point de S,’, les y’ celles d’un point. de S,’;
les 2, y’ seront les coordonées d’un point de S, 441"
Soient o«(zg, x5, ..., 1), B(Yos Y1y ---» Ys) deux formes algébri-
ques de degrés respectifs A, 4. Nous nous proposons de déterminer
ces formes de maniére que les équations

’ ’ ’ ’ ’

Bo B B YW %

B @B @B wex mx T oy )
représentéht une transformation birationnelle ‘entre les espaces
Srrer1y Srrest’

Observons que si m est le degré des polynomes ¢ et n celui
des polynomes ¢, nous devons avoir

m-+p=mn-+ A
Pour résoudre la question, il nous suffira de montrer que ’on
peut résoudre les équations (3) par rapport aux z et aux y, ce qui
nous permettra de trouver les polynomes «, ﬂ convenant a la
question. -

2. Soient ‘
Z, T _ 2
‘Po'(xo's xl" tee x,') ‘pll o ‘pf
les formules inverses des équations (1). Supposons que les polyno-
mes ¢’ soient de degré m’.
Nous devons avoir identiquement

¢.’(¢o", ¢l” ey (pr' = zi’ ¢(xo’, xll, s ey .’t,'), i =VO, eeey 1’,

. @ est un polynome de degré m.m’ — 1 qui, égalé & zéro, représente
I’ensemble des variétds a » — 1 dimensions de I’espace §,’, fonda-
mentales pour la transformation (1), comptées chacune un certain
nombre de fois.

Soient de méme :
Yo % ?/n
7 ’ N T T e =7 =0 5
, v (Yo, Y's o U)W v 5)

" les équations inverses de la transformation (2), ot nous supposons

que les polynomes y’ soient de degré ='. =

‘Nous avons identiquement

_ 'Pb('l’o Vs ) =W P 9 0 ) B=0,..,8

‘ot ¥ est un ‘polynome de degré #.n’' —1, I équation ¥ =0 ayant
fda.ns 8,’, une signification analogue & celle de & = 0 dans .

=9 4)
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Remplagons, dans les équations (3), 2, 2, . . Tr par o@y,
0P1's - 0P €Y Yoy Y5 - .., Ys PAT Oy, 09’5 ..., 09s’. Nous obtenons
une seule équation

em .0 BBy pr's s ps) = 0 @h F ol s ). (6)
 Pour que les équations (3) puissent &tre résolues par rapport
aux z, ¥, il faut et il suffit que I’'on puisse prendre, dans les équa-

tions (5), o en fonction linéaire de g. Pour cela, il faut que I’équation
(6) soit du premier degré en g et ¢. Deux cas sont possibles:

I p=n—1,4=m—1;
. pu=n+1A=m+ 1.
3. Considérons le premier cas. L’équation (6) s’écrit
eD By’ vi's .o p') = ¥ oy, @', ..o 1)
Les équations (4) et (5) donnent

-

X — yb
@' a(pes @1y s @) WD By’ s v e 9)
t=0,1,...,7 k=0,1,...,98) (7)

qui sont les équations inverses des formules (3).
Dans le second cas, I’équation (6) devient
a® By, vi's - 9s) = ¥ (o', @15 - @r')-
Les équations (3) et (4) donnent actuellement
Zy _ Y
<Pi'¢ ﬁ('/’oli %', sey ’/)t') V"knp 0‘(970" ‘Pllr teey ‘Pr’)’
(t=01..,7r, k=0,1,...,9) 8

formules inverses des équations (3).

Nous trouvons done deux solutions:

1°. Une transformation birationnelle représentée par les équa-
tions (3) et (7). Aux hyperplans de S,.,,," correspondent dans _
Sy e41 des hypersurfaces d’ordre m + n — 1 et aux hyperplans de
8, 4s+1 correspondent des hypersurfaces d’ordre m . m’ +n.n" — 1.
- 2°, Une transformation birationnelle représentée par les équa-
tions (3) et (8). Aux hyperplans de S;,,+1’ correspondent des '
hypersurfaces d’ordre m +n + 1 et aux hyperplans de S,+,+1,
des hypersurfaces d’ordre mm’ + nn’ 4+ m’ 4+ n’ — 1. )
4. Appliquons le procédé aux espaces & r + s + 1 =.3 dlmen--
sions. Nous avons nécessairement r = 8 = 1 &t les transforma-
tions birationnelles entre les espaces S, et 3,’, S, et S," sont néces-
‘ salrement des homographies. Nous pouvons choisir les flgures de

e
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référence de maniére a pouvoir écrire

Nous avons m =n =1 et le premier cas (A==m — }, p =
= n — 1) conduit & prendre pour «, f des constantes a, b. Cela.
~ nous conduit & ’homographie

’
Zo xl ?/o ?/1

bz, bz, ay, ay,
il ne présente pas d’intérét. -
Le second cas (A=m+1=2, p=n+ 1= 2) conduit

-4 prendre des polynomes du second degré «, §. Nous avons la trans-
formation

’ ’ 4

Xy o Yo 1’/1
%o B(Yo> ?ll) xlﬂ Yo ¥(Zo, 7)) - Yrcx
dont Pinverse est
. TN, SN | NEN— _
z By, v') @B oy al@, =) ya .
On retrouve ainsi la transformation du troisiéme ordre bien
. connue, faisant correspondre aux plans de I'espace S;, par exemple,
les surfaces cubiques passant par les arétes du tetraédre constitué
par les plans
. ’ (X((Eo', xl’) = 0: ﬂ(y(lls 2'11') = 0.
5. Dans ’espace & r 4+ 8 + 1 = 4 dimensions, on peut pren-
-dre r = 2, 8 = 1. Nous supposons que la transformation entre les
~-espaces S,, Sy’ est une transforma.txon quadratique

i : z, ' . oz
=0 . 1N

3%y - E - Ty :
tandis que la transformation entre les droites S,, S,’ est I’homo-
- -graphie - . :
. o &: _ ?_/_l_’
Yo Y

Nous avons m = 2, n = 1. Dans le premier cas nous pouvons
"prendre A=m —1=1, py =n—1= 0. Alors « est un polynome
du premier degré et § une constante b. Nous sommes condmts ala
" transformation !
2 z'- x5’ Y 74

?

h bz,x, = bznxo bzox, Yo (%, Z1 Ty) ytz : -
__dont Pinverse est . . A _

-4
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T, .. T, |
o'y a(xy'z), 7'y, w'w)) T d'wx  wy'mx
— Yo — %
bay'w)x, 'y bay'm %, y,"”

On a en effet
D(xy, 2, 2,)) = xy'2,' 2y .
Le second cas: A=m+1=3, u=n-+ 1= 2, nous con-
duit & la transformation

’ ’ ’ ’

To % T _ Yo — _?_/_1_'_
25 B(Yor 1) T%of  TeTaB Yo X(Xo, Ty, Ty) Y1
ol « est du troisiéme degré et f du second degré. Les formules
inverses de cette transformation sont

To i g
S TYNT) ’ n 1270 1he 12 2 =
Ty 125" B(Yo', 1) %o 2%y Xp .3 Ty 22,22, ﬂ
Yo . ”1

Yo' 0‘(?’1'12'7 xy'xy, xo'xl') Yo
La transformation directe est du quatri¢éme ordre et I’inverse
est du septiéme ordre.
On pourrait également considérer, au lieu de la transformation
quadratique envisagée entre S,, S,’, les transformations quadrati-
ques particuliéres

fo' & Ty

T,Xy  XE Ty
ol 'on a @ = z,"2. z,/, ou
x, oz z,'

. LoZy o Zo? - 2, — Zoxy
ol l'ona @ = x,'3. Cela condun'a,lt également & des transformations
nouvelles. )
6. Retournons. au cas oh 7 et 8 sont quelconques, mais sup-
‘posons que les transformations considérées entre S, et S,’, S, et S,’
soient des homographies. On peut toujours disposer des figures de
" référence pour que ces homographies soient représentées par

’ -~ ’ ’

. _
e ’ Aoty @y G,
et ! - ) '

N Yi

boyo - by bsys’

les a et les b étant des constantes.



L’application du premier cas conduit & uné homographie entre
les espaces S,;,+1 et S,1441’. Considérons le second cas et soient

0‘(%» xl» e x’)’ ﬂ(ym Y15 « -0y y‘)
deux polynomes quelconques du second degre
La transformation obtenue s’écrit

xol — 171' _ . xr’ .
%o B(Yos Y1s -+» ¥s) T T Er_m o
— Yo — %' _ = us = (1)
boyo o(Zos Ty ov e Zs) blylo‘ bdy:"
Les formules inverses sont )
@gTo _an a2, _
z B (Yo vi's o) BT EE T
- boYo — by - = bsus (2)
Yo o'(m’, 2y .oy @) yo Yso' R

oll, pour abréger I'écriture, nous posons
. ﬂ(yo’yli""ya)”‘—ﬂ(bo’ bly"'s b,)’

’ o’ ’
X X X,
’ ’ ’ bl 1 7
&'(2g, 2y, ..., x,)._ — =y ey — ).
~ Ay ar

Le systéme homaloidal dans l’espace‘ Srier1 & poixr équation

(Ao@e%o + Ly @, + ... + 4Harx:r) B(Yo Yus o Ys) +
-+ (poboyo + ﬂ1b1y1 + oo pabaye) (2o, @, e ) = 0. (3)
Sa base est constituée par les points communs aux hyper-
surfaces .
0‘(%» Lys oo x’) : 0’ ﬂ(yOs ylr RS ] yt) = O» - N (4)

_ 'par les_-points de l’e spa,c;é linéaire S, ‘

(L'o ==..=2=0
et par les points de I'espace hnealre S,

Yo=th=...=% =0
La premiére équation (4) représente an_cone du seeond ordre
~ ayant, pour -sominet I’espace S,; nous le désignerons par M. La
. seconde équation représente un coéne du sécond ordre ayant pour
sommet I'espace 8,; il sera deaugné par N. Ces deux cones ont en
~commun une variété du quatriéme ordre ar+s—1 dxmenslons,

que nous déstgnerons (M, N )
,m



De plus, Phyperquadrique de S,

(T Zpy ooy ) =0, Yo=Yy = ... =Y =0
et hyperquadrique de S,, '
ﬂ(?/m?/n- ,ys)=0xo=x1—---=xr=0

sont doubles pour les hypersurfaces (3).
- Considérons un point (z, y) de la variété (M, N). Les hyper-

plans tangents en ce point aux hypersurfaces M, N ont pour
équations

4=3x%2_0 B= nyﬁ=
iZo o i
Considérons maintenant les hypersurfaces (3) tangentes au
point (z, y) a ’hyperplan
A 4+ kB = 0.

L’hyperplan tangent au point (z, y) a Phypersurface (3) a pour
équation ’

8 r
A wbyr + B D, bz = 0;
k=0 =0 v
on doit donc avoir

& r ‘
h Z /lkbkyk — z Zkakxk = 0.
k=0 . k=0

On en conclut que, dans l'espace S,;5+1’, aux hypersurfaces
considérées correspondent les hyperplans passant par le point

- aoxo, - alzl, ey — arxr, hboyo, hbxy‘, evey hbly'- (5)
Ce point appartient & la varété (M’', N') d’équations

(@ )y ey @) =0, B'(Yo'> Y1’y oo ¥s') = 0.
. Lorsque % varie, le point (5) décrit la droite

T

C oy z,’ z,’ yo' Y _ Y

oy G, a:;r’ bo?/o by, —‘b‘c?/"

Lorsque le point (z,y) décrit la variété (M, N), le point 2, ¥’
décrit la variété (M’, N’). Ces deux variétés sont done homologues,
dans la transformation. ‘

Soit P(zy, 2y, ..., &r, 0, 0 0) un pomt -de 8, qui n’est pas
situé sur o(x,, 2y, ..., x,) = '

.L’hyperplan ta,ngent au pomt Pa lhypersurface (3) a pour ;
équa.txon -

’

Z:__ﬁabk}’,:o, ' | S (e)



Cette équation ne dépend pas des coordonnées (z). Congidérons main-
tenant les hyrersurfaces (3) tangentes a I’hyperplan (6). Leurs homo-
logues, dans I'espace S,.,+1’, sont les hyperplans passant par le
pomt
(0,0, ...,0, ugbg, 10y, - . .5 tshs). (7)
Lorsque uq, ..., us varient, le point (7) décrit ’espace S,’,
Phomologue du point P. Lorsque le point P décrit I’espace S, en
dehors de « son homologue reste fixe. Les deux espaces S, et S,
et de méme les deux espaces S, et S, sont’donc homologues dans
la transformation.

Soit maintenant P(z,, zy, ..., %,,0, 0, ..., 0) un point de

0(=O, yo=y1=.--=y3=0.
Ce point est double pour les hypersurfaces (3) et le cone tangent en
ce point a pour équation

B(Ye Yy, -y Zl,atx. + ZX Z,u,b,,y,, = 0. (8)

Considérons les hypersurfaces (3) tangentes en P a une droite
passant par un point (X, Y) déterminé, appartenant au cone pre-
cédent. A ces hypersurfaces correspondent les hyperplans de S, 1’
. passant par le point

4 o«
agZB(Y), a8, ..., art:p, boYo ZX.- v beY s EX a2y

Lorsque le point (X Y) varie sur le cone (8), ce point décrit
Pespace

QeZg ay Ay 2y

a 8 + 1 dimensions, passant par S,. Lorsque le point P varie sur
I’hyperquadrique

’ x=0, yo=th=..=¥y=0 (9)
cet espace décrit la variété M’ d’équation
o' (xy, 'y oeny ') = 0.

Aux points infiniment voisins de l’hyperquadnque (9) corres-
pondent donc les points du cone M’.

De méme, aux points infiniment voisins de I’hyperquadrique
=0, p=2,=...=2,=0

_oorrespondent les points du céne N’, d’équation ) -

S B o9 =0

Ty



On en conclut qu’a une droite de S,i+s4+1 (Ou de S,4441°) cor-
respond dans I’autre espace une cubique gauche s’appuyant en deux
points sur chacune des hyperquadriques &’ de S,’, ' de S’ (ou «
de S;, p de S,). - :

7. Terminons par une remarque.

Si les espaces S, et S,', S, et S,” et par conséquent S,y,,; et
8,1s+1" sont superposés, la transformation étudiée ici peut étre
périodique. Supposons que les nombres a,, a,, ..., @, eoient des
racines d’ordre premier p de I'unité, dont I'une au moins est pri-
mitive et que les nombres by, b,, ..., b, soient de méme des racines
d’ordre premier ¢ de 'unité, dont I'une au moins soit primitive.

De plus, il faut choisir convenablement des polynomes « et f.
Si, par exemple, ai, a,, ..., bj,, b;,, ... sont différents de 1'unité,
nous pouvons prendre pour x un polynome du second degré qui
est homogéne en 2%, %, ... et pour § un polynome du second
degré qui est homogéne en y;, y;,, ... . Dans ces conditions, la
transformation a la période 2pg, si p et ¢ sont distincts, la période
2p, sip=gq.

Ainsi par exemple, si ¢ est une racine cubique primitive de
Punité, la transformation

’ ’ ’ ’
L S | N—
Zo B(Yor 1) ETB Yo x(Zo, 7)) EY1x

a la période six, si nous posons x = gyz,%, ou a,z,x,, ou a,z,® et

B = boye?, ou byy,yy, ou by,

N

Prague, le 17 mai 1948.
*

0 jednoﬁi zpisobu konstrukee bi-acionilnich transformaci ve vice-
rozmérnych prostoreeh.
(Obsah ptedeslého &lanku.)
Jsou dany dva linedrn{ prostory S,1s41 8 Syis41’, v prvnim

pak dva linearnf prostory S,, S,;, které se neprotinajf, ve druhém
dva prostory S,’, S,’, které se neprotinaji. Mezi S, a 8, existuje

iraciondlni tra stupné m v j ym sméru a m’ v dru :
biraciondlni transformace st ednom sm m' v drubém

sméru, dané rovnicemi (1) a (4), mezi S, a 8,” pak biracionéln{

transformace stupné n v jednom a n’ v.druhém sméru, dand rovni- -

cemi (2) a (5) (odst. 1, 2). Vezmeme-li x,, x,, ..., Zr, Yo, -+, Ys 28

soufadnice v 8+s+1 (a obdobné-v 8,,,11"), Ize majit dvé formy

a(xm xl; coy xr)’ 'ﬁ(;'/o. 3/1» ey .%)

jejichZ stupng jsou resp. 1, u, takové, %e rovnice (3) predstavuj

12



biracionélnf transformaci mezi Syis+1 8 Spye41’. Ukazuje se, Ze
jsou dvé FeSenf, pfi éemZ tvar forem «, § nehraje Zadnou roli, jen
“jejich stupeti: ‘
. LLu=n—1,4A=m—1;
2. u=n+1,A=m+ 1
Jsou-li @ a ¥ formy definované identitami

PilPe @1’y oo @) = DT, 7, ), £ = 0,00, 7,

'I’t('}'o': 'I’l” teey 'I’tl) = ykyl(yo', yl’, SRS ys'), k=0,..,s,
jest v prvnim pifpadé transformace obracend k (3) ddna rovnice- .
mi (7), ve druhém rovnicemi (8). Prvni transformace jest v jednom
sméru stupné m + n — 1, ve druhém mm’ — nn’ — 1, druha pak .
v jednom sméru stupné m 4+ » + 1, ve druhém stupné mm’ + .
+ nn' 4+ m’' + 2’ — 1. V daldfm jsou uvedeny nékteré aplikace
této konstrukce zejména v prostoru o tfech a &tyfech rozmérech
a pak v pifpadé, Ze obé origindlni transformace jsou kolineace.
'V tomto poslednim pitipadé vede druhy zpisob konstrukce k obou-
stranné kubické transformaci, ktera je roziffenim na vy3sf pro-
story zndmé kubické transformace v obylejném prostoru, nazy-
vané ,tetraedrickd. V poslednim odstavci jest pak zjisténa moz-
nost periodicity této transformace, jsou-li prostory soumistné.

>
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