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s ellipsou). Lépe je predstaviti si — jako v piipads 1II. — Ze
se vytvoii rovinnd kiivka kotdlenim ellipsy, jako pro projekei
geodetiky (pripad I.), stied této kfivky se umisti ve stiedu
plochy a kiivka kotdlenim po ellipsoidu vytvoii geodetiku.

KuZel, o némz je Fet ve vété III., protne ellipsoid jesté
v jedné kiivce; je zFejmo, Ze je to také geodetika ellipsoidu,
s prvou shodnd, majici tedy totéz c.

Jak 1ze od ne-euklidické geometrie dospéti
k II. zak. Keplerovu a principu relativnosti.
' Prof. Dr. Arnost Dittrich v Treboni.

Po objeveni principu relativnosti nastdvd tdkol vyrovnati
mezi timto jednoduchym v&dénim a nadim taktéz velml jedno-
duchym a harmonickym védénim o gravitaci.

Zakon Newtoniv jest pfirozenym shrnutim a roziifenim
tfi zdkont Keplerovych. Od nich, pfes myslenky Newtonovy
vede cesta ku vzorcim klassické mechaniky, kterd, jak zndmo,
aplné s principem relativnosti se nesrovndvd. Klassickd mecha-
nika uddvd vzorce hodici se pro rychlosti velmi malé vl
rychlosti svétla; novd mechanika chce toto omezeni odloZiti.
Bude tedy nutno bud na zdkonech Keplerovych neb na myslen-
kich Newtonovych né&co zméniti & doplniti, aby se principu
relativnosti vyhovélo.

Ptirozenym vychodiskem pro takovou prdci jest rozbor
zdkond Keplerovych, rozbor popisu relativniho pohybu planety
viiéi slunci. Aby pak prdce tato nestala se pifli§ rozvlaénou,
vénuji toto malé pojedndni t. zv. druhému zdkonu Keplerovu,
jenz pravi: Télesu mebeskd pohybuji se kol slunce v kuselo-
sebkdch, v jichZ spoleéném ohnisku se nalézd slunce.*) — Zékon
ten povaZuji totiz za vlastni zdkladnu naSich ndzort o gravitaci
a tedy celé klassické mechaniky vibec.

Pro tdely naSe tieba si uvédomiti, %e pozorovéni pohybu
zemé kol slunce kond se pomoci svétla, jeZ se 8iff konetnou

*) Formulaee Stroubalova. Viz Mechaniku, vyd. 2.z r. 1910, str. 372.
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Relativnf pohyb planety zemé kol slunce uréuje se, jak
zndmo, pozorovdnim zddnlivého pohybu slunce vidi stdlicim.
Ale v okamziku 7z nevidime slunce tam, kde téze chvile jest,
nybrz tam, kde bylo pfed &asem ¢, jehoz pottebuje svétlo (majici
rychlost ¢). aby urazilo privodi¢ » od slunce k planeté vedeny,
kde

r = ct.

K relativni poloze planety vic¢i slunci ndlezi tedy jisty
tas t, jenz se stanovi také rozdilem, jako relativni soutadnice
viéi slunci. Kdyz hodiny pro planetu ukazuji ¢as z, uréi po-
zorovatel polohu slunce ndleZejici k Easu

T — .

Odetteme-li od ¢asu planetdrniho 7, slunetni &as = — ¢,
dostaneme pravé tas ¢, jejz nazveme relativnim stdfim planety
viéi slunci.

Polozime-li do roviny pohybu planetirntho Descartesiv
kiiz, jehoz poldtek jest ve slunci, jehoz osy maji stdly smér
vil¢i stalicim, pak jest relativni poloha planety viéi slunei (», )
vizdna k relativnimu stafi ¢. rovnici

x‘.’. + y2 — cQtQ’ (l)
nebof privodit

r=\a*+ y~.
Volime-li jednotky Casu a délky tak, aby rychlost svétla
stala se rovna jednotce, jest relativni std¥i planety numericky

rovno privodi¢i. Geometricky znalf pak rovnice (1), Ze bod
x, y, r je vdzdn na kuZel

rt=a*+y"
kde » znati zdrovei privodi¢ i relativni stdif planety vici
slunci. Viz obr. 1.

Vkldédém nékolik slov o pivodu relace (1), kterou budu
nazyvati vashou Minkowského, pondvadz jsem ji nalezl v jeho
pokusu o rovnice problemu dvou t&les, jimz chtél nauku o gravi-
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taci piizpisobiti principu relativnosti. Minkowski sdili vsak —
jako Newton, Ampere a j. — jen vysledky svych studif. Po-
chody myslenkové, jez ho k nim dovedly, pfechdzi mltenim.
Zd4 se, Ze pravé touto vazbou chtél vyjadfiti: gravitace $ifi se
rychlosti svétla. Rovnice zminéné jsou v dodatku slavného po-
jedndni ,Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vor-
ginge in bewegten Korpern“, jehoz tvod formuluje princip
relativnosti,

(1

Obr. 1.

Polozime zase rychlost svétla rovnu jedné, aby vazba
Minkowského, rovnice mezi relativnim stdfim planety a jejimi
relativnimi soufadnicemi vii¢i slunci znéla

z? 4+ yr=r2 (2)

Geometricky znaif, Ze planeta je vdzand na kuZel v pro-
storu z, y, r, jak zndzeriiuje obr. 1.

Dréha planety v roving z, y zobrazi se pak kfivkou na
tomto kuZeli; pfenese se nafi promitdnim. (Viz obr. 2.) K¥ivku
v prostoru 7, y, » uréuji viak dvé rovnice, protez vedle relace (2)
existuje je§té jind

F(x, y, r»=0.
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Kdyz se pomoci vazby Minkowského z této relace elimi-
tuje », dostaneme rovnici dréhy planetdrni v relativnich sou-
fadnicich z, y. O funkei I vime, Ze obsahuje je$t& parametry
na z, y, r nezavislé, nebof drihy planetdirni mohou se ligiti
polohou, tvarem a velikosti. Déle vime, Ze k jednomu bodu =z, y
ndlezi jediny privodi¢ r, lze ji tedy dle r fesiti, ¢im dosta-
neme

r =f(z, y), (3)
kde f jest jednoznatnou funkei die =z, y.

T=t

Obr. 2.

Kdyby nebylo studif o neeuklidické geometrii, musili bychom
nyni skontiti pozndmkou, Ze dle druhého zdkona Keplerova
funkee f jest linedrnou dle ,z“ a ,y“.

Dnes miZzeme se dovédséti, prot jest linedrnou a jak dalece
tato linedrnost plati. Dnes vime, Ze k na8i obvyklé projektivni
geometrii ndleZi oo’ riznych metrik, z nichZ jednotlivd charakte-
risovéna parametrem ,%k“, jenZ jest délkou redlnou neb imagi-
ndrni. V Euklidové metrice jest ,%“ pravé nekoneéné, mé ex-
cessivni t. j. nejvySe pravd® nepodobnou hodnotu. Zajisté jest ,k“
velmi veliké vici rozmérim drah planetirnich, ale nemdm tolik
odvahy, abych bez odivodnéni piedpoklddal, Ze jest pravé
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zrovna nekoneéné. Budu pfedpoklidati, Ze jest sice veliké, ale
koneéné *). Toto ,k“ pronikd pak vSechny vzorce geometrické
a rovnici (3) tfeba pojimati jako

 —(Z Y.
T_f(k’ k)’

jest totiz ,k“ absolutni jednotkou délky p¥esné v tom smysluy,
jako polomér koule ve sferické trigonometrii. — Pamatujme, Ze

z y r
%k ko
jsou malitké zlomky.
Jako vidy v mathematické fysice budeme predpoklédati,
Ze funkci f lze rozvinouti dle argumenti tak, Ze

Rp—Y =z Y
=% tep Fe s

kde vynechani Elenové jsou stupné drubého a vysstho. Pokud ,z¢
a ,y“ jest velmi malé vic¢i ,£%, 1ze vy$$i mocniny zanedbati a
zbude linearnd relace :
r=r,+ ax + by
mezi z, y, », ¢im jsme dospéli & druhému zdkonu Keplerovu.
Zikon ten plati tedy, pokud rozméry drdhy planetdrni jsou
velmi malé proti parametru prostoru k“, t. j. plati v oboru,
v némé FEukleidova geometrie jevi se »ro praxis sprdvnou.
Snad zdd se nékomu toto odvozeni druhého zdkona Kep-
lerova odvdZznym. Coz to bylo mén& odvdzné, kdyz Kepler
mirné od kruznice se odchylujici z méfeni t. j. pfiblizné mu
znidmou drdhu Marta prohlésil za elipsu, za jednoduchou kfivku?
Nenf mij pfedpoklad, jen rozvinutelnost funkece

r=7r(z9)

neskonale skromnéjiim?-— Ale vtaZzeni neeuklidické geometrie!
— V tom neni nic odvdZného. Spise ti se exponuji, ktefi slepé

*) Studie o této kosmické konstanté uvefejiiuji (ve formé Sirsim
kruh@im pFistupné) v Ostwaldovych »Annalen der Naturphilosophie«. Vyslo
sZur Frage nach der Geometrie der Lichtstrahlen und starren Korpere.
V tisku jest: »Das Weltbild im Riemannschen Raume.«
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divéiuji geometrii Euklidové, ktefi nepiistupnou dosud kon-
stantu kladou hned rovnu nekoneiné. Prédvé stiizlivd opatrnost
uklddd ndm, abychom tuto konstantu povazovali sice za ndramné
velikou, ale ne za nekoneénou.

Aby relativni stdif planety v rovnicich vystoupilo, na-
piSeme druhy zdkon Kepleriv ve formé

ct =7, + ax + by,
0=z~ y?— c%

Prosttednictvim vazby Minkowského vsune se rychlost
svétla ,¢“ do rovnic.

Ohlédnéme se nyni po linedrnych transformacich, jez
mozné drdhy planetirni mezi sebou zaméiuji. Jsou to linedrné
transformace

* = a, %+ apy + a5t
Y = anZ + agy + ayt, (4)
t = ay % + a3y + asst,
které bod z, y, ¢ na kuzeli,
xﬂ + yz — CQtQ
le#fci transformuji opét v bod této plochy. To se stane najisto.
kdyz vyraz
x? 4 y? — c?
Jjest invariantem transformace (4), t. j. je-li transformace ta
jednou ze skupiny tramsformaci Lorentzovych.

Je tedy cesta k Lorentzovym transformacim od druliého
zakona Keplerova, jens sim jest disledkem drobnosti planetdrni
soustavy wici prostoru. Tato nepatrnd, kvalitativni véta jest
ve spojeni s vazbou Minkowského zakladnou naSeho védéni
o gravitaci i o principu relativnosti.

Rovnice v8ech moznych drah planetdrnich

r=r,+ ar + by
obsahuje tfi podstatné konstanty. Vsech moZnych drah jest
tedy oo?, tolik, co jest bodd v prostoru. Tento chaos drah miZeme
utiniti prihlednym pomoci soubrnu vSech transformaci Lorent-
zovych. K -tdmto transformacim nédlezf téz otoleni soustavy
planetdrni kol slunce. Oto¢me obecnou drdhu

r=r1y -+ ax + by
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tak, aby osa z mifila k periheliu planety. Tim vypadne jedna
z konstant rovnice, jeZto ) se stane nullou. Ostatni dvé& jinak
oznatime tak, Ze rovnice redukuje se na zndmou poldrni rovnici
kuZelosecky

r=—2p —ex; ®)
délka p jest parametr, privodic na sméru k periheliu kolmy,
e jest tiselnd vystfednost kuzelosetky. Tak jsme se ototenim
zbavili ohledu na polohu drah. Rovnice (5) obsahuje co? drah,
jez se mezi sebou li§i tvarem a velikost.

Ohledd na rizny tvar drah miZeme se zbaviti pomoct
vlastnich transformaci Lorentzovych. Utinime opét rychlost
svétla rovnu jedné, aby vazba Minkowského zjednodusila se na

r=1.

Pak znf Lorentzova transformace v (x, ¢) neb, coZ jest
totéz, v (x,7)

xr—qr r—qux
r=— r=-——= (6
Vi—g*’ Vi—g¢ :
kdyZ kofen jest kladny a ,¢“ jest zlomek kladny neb zdporny.
Dréha () transformuje se rovmicemi (6) do soufadnic (z, r),
timZ obdrzime zase kuZeloseiku

r— gz =p\Vl —¢* —e(x — qr);

lze ji spofddati v rovnici

rl—e) =p\1—g*—(c — @)=

Tteba rozeznavati 3 pifpady:

I. Je-li drdha elipsou, jest ¢ zlomkem, tak Ze smime
poloZiti

qg=¢6
tm se pivodni elipsa (5) proméni v kruZnici
r(l —e?) = p\/l —e?)

1 ,

- V4

Y=
V1i—e®

Zlomek ten znati malou poloosu & pivodni elipsy. Polo-
mér kruhu

r=—0b.
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Neni to nic divného; nebof
yn — 2 — x2,
jest pti Lorentzové transformaci invariantem. Body -Sinou se

tedy rovnob&zn& s velkou osou elipsy tak daleko, aZ utvorf
kruh kol ohniska. Viz obr. 3.

V mathematice jsou mozny zvld$tni chronologické tsudky,
jako na pt.: Kdybychom trigonometrii nemé&li uz z klassického
starovéku, byla by byvala objevena pii studiu jednoduchych
integréld, jez vedou na arc sin z neb arc tg z. Podobné& miZzeme
fici, %e ze soustavy Kopernikovy bylo by se po objeveni prin-
cipu relativnosti pfi§lo hned na Keplerovy elipsy. Nebof kruhové
a eliptické drdhy jsou si Lorentzovou transformaci aequivalentni.

II. Je-li dréha hyperbolou, jest

e > 11
protez reciprokd hodnota vystfednosti jest zlomek a lze po-
loziti

qg=—-

e

Tim se hyperbola proméni v pfimku

~\/7_1 _(,_ 1
O_p\/l—? (e e)w,

coz lze redukovati na

oy 4

r= ——————== b

Ve — 1 '

kde ,b“ jest mald poloosa hyperboly. Viz obr. 4., objasiiujici
transformaci.

22
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1. Je-li draha parabolou, jest
e=1.
Pak Lorentzovych transformaci neuzijeme, ponévadz rov-
nice parabol _ _
r=p-—x
obsahuje jediny parametr, jako rovnice kruhu

r==s
neb piimky B
x = h.

Pomoci Lorentzovych transformaci lze tedy drahy plane-
tdrni redukovati na tii typy: paraboly, kruhy, pfimky. Kazdy
typus obsahuje o' drah; drdhy stejného typu 1i§i se mezi sebou
jen velikosti.

Obr. 4.

Vytézivie Lorentzovy transformace do krajnosti, miiZeme
si zodpovédsti otizku, zda mimoe né nejsou je§td jiné trans-
formace linedrné, jez individua zmin&nych typi mezi sebou za-
ménuji. Transformace takovd skute¢né existuje; znf

z = ax,
Yy = ay,
r = ar.
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Jest to t. zv. podobné zvétseni od poédtku. Lze jim osnovu

parabol, kruhié neb pifmek redukovati na individua
r=1—zx; r=1; z=1

bez parametru vibec. Proto dalSich transformaci obsahujicich

parametry vibec neni.

Objevili jsme tedy, Ze drihy planetirni zaméiuji se mezi
sebou transformacemi ze skupiny Lorentzovy rozsifené libo-
volnym zvétSenim. Piipustnost zvétseni jest disledkem okolnosti,
7e drahy jsou velmi malé vG&i parametru prostoru ,k“, prodeZ
je lze zpracovati pomoci geometrie Kuklidovy, k jejimZz pro-
stiedkiim zvétSeni ndlezi. Souvislost zjevi gravitaénich s geo-
metrickou podobnosti postiehl poprvé Laplace r. 1824.

Druhy zakon Kepleriv ukédzal se diisledkem jednoduchého
qualitativniho vztahu soustavy planetdirni k prostoru: totiz
jeji drobmnosti. Zakon ten je jiz ve shodé s principem relativ-
nosti, kdyz trvame na platnosti vazby Minkowského, jez vy-
jadiuje, Ze pozorujeme svétlem a Ze tize 3ifi se jako svétlo,
Neni tedy napéti mezi zjevy gravitatnimi a principem relativ-
nosti tak veliké, jak se na prvni pohled zdd. Naopak: princip
relativnosti mohl byti, vychdzeje od druhého zdkona Keplerova
a vazby Minkowského, tak dobfe objeven, jako pomoci rovnic
Maxwellovych. Poné&vadz princip vztahuje se na relativni stdif
a soufadnice planety, zdstdvaji obvyklé prosté rovmice diffe-
rentialni, v nichz neodvisle proménni jest dimérna ploSe pri-
vodicem opsané, sprdvnymi. Této neodvisle proménné se bez-
toho nechceme vzdati, protoze vede k rovnicim formy Hamil-
tonovy, k rovnicim t. zv. kanonickym. Proto ji musime véno-
vati pozornost, a¢ nesmime tvrditi, Ze tato neodvisle proménnd
znai plynouci tas. PFiblizné to zajisté v nasf soustavé sluneéni
plati. Jinak by Kepler svij prvni zdkon o ploSe priivodi¢em
opsané nebyl naSel. Pfesné to neplati, poné&vadZ by jinak ne-
bylo napjeti mezi principem relativnosti a klassickou mecha-
nikou. Urleni povahy neodvisle promé&nné klassické mechaniky,
stanoveni poméru jejiho k &asu definovanému a pFendSenému
svétlem povazuji za vlastni tdkol nové mechaniky.

Tim jsme odvodili v rémci nadpisem ¢ldnku vymezeném,
co se potem odvoditi dd — jak fikdval drahy mné utitel, jenz
m& nautil potitat. Redeni tkolu ku konci nadhozeného nelze

provésti bez Newtonovych mySlenek o pohybu tézisté.
22%
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