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Jako ndpadny takovyto pFiklad uvddi Newcomb hvézdu
2. velikosti { Orionis. Tato md nepatrného privodce ve vzddle-
nosti 2'5” a kdyby jeji hustota a povrchovd svitivost byly tytéz
jako u Slunce, méla by dokonéiti jeden obéh ve 14ti letech. Ale
skutetné pohybuje se tak pomalu, Ze po padesdti letech je zména

polohy sotva znatelnd, nebof se méni v roce jen asi o desetinu
3

stupné. Dle toho bychom vypotitali, ze % : <> = 0-0001. Oviem,
ze tento vysledek miZe byti znatné zménén, az bude driha této
dvojhvézdy propotitdna, nebof dosud nevime nic o excentri¢nosti
jeji, ani o sklonu, tak Ze zddnlivé vzddlenosti 2-5” miZe odpo-
vidati daleko vétSi hodnota velké poloosy.

Clohy.

Reseni uloh.

Uloha 1.
Resiti jest soustavu rovnic

a4 y+atty=
24yt yt=1

K. Rychlik.

Reseni zaslal p. Jos. Séerba, stud. gymn. v Mistku.
Zavedeme-li nové nezndmé rovnicemi z -+ y == u, zy =,
médme nejprve 2%+ y?=—u®—2v, 2* + y* = (u* — 20)* — 202
Rovnice dané pak zméni se v tyto
u 4+ (u*— 20) = 1, 1)
u? — 20 4+ (u? — 20) — W =1. 2)
Dosadime-li z prvé rovnice do druhé (% — 2v)* = (1 — u)%,
bude miti druhd rovnice po jednoduché tipravé tvar
u® — v® — (u + v) =0,
aneb (u+v) (u—v—1)=0.
I jest bud
. u4v=0, aneb II. w —v» —1=0.
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Pribereme-li ku jedné z téchto dvou rovnic rovnici (1),
dostaneme vvlouéenim rovnici druhého stupné a snadnym poitem
tyto Ctyii systémy hodnot pro w, v:

b ‘::%\—/E’ v, :‘5__2\11_3'
w="2_V0 34V,
4y = L‘LB’ vr,_—____%_'*.;_\_/_:_‘—_i |
w=1o V28, o1 VEE

Hodnoty pro z vyplyvaji pak z rovnice
22— ur 4+ v=20;

prisluzné pak hodnoty pro y ze vztahu y — # — 2. Dostivdme
v celku osm soustav feSeni pro x, y; totiz

e =1[—3+ VI3 +tV—2+2Vi3)
aga=1[—3—VI3 V=2 —=2V3],
-14+V=3

z5s =1, X718 5= e T~ 5

na=1i[—3+VIBEV=2+2Vi3),
Ysp=1[— "3———\/13 -§——V—“2—2_\/1—3]7

—1 3
Ys,0 = _; v*— ’ yrs=1

Uloha 2.

Resiti jest soustavu rovnic

x2+y9=x3+y3=x5+y5.

K. Rychlik.
Reseni zaslal p. Fr. Galle, stud. gymn. v Brnsé.
Rovnicim 2% 4 y? = 2% + 93, 2% + y* = 2° 4 y> dejme
tento tvar ' :
‘ ?(1l—2)+y*(1—y) =0,
z* (1 —2%) +9*(1—y°)=0.
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Prvni z téchto rovnic ndsobme 1 4 y + 2% druhou pak
zdroveri od prvoni tak zndsobené odlitejme. Dostaneme tak za
vysledek :

P2l—2)A+y+y)—at(l—2) 1+t =0,
anebo po snadném rozkladu
?*l—z)@y—o)1+y+2)=0.

Jsou tedy moZné tyto piipady:

1. z = 0; ptislugné y = 0.

2. £ = 1; piisludné y — 0 anebo y = 1.

3. z = y; pro tento piipad jest bud x —= y — 0, aneb

r=y=1.
4, 2+ y + 1 =0; tu dostdvime pro x rovnici kvadra-
tickou br* 4+ bdx+2=0;
fegeni pifsludnd jsou
_—54VTi5_—5FV=1
= 10 Y= 10 7
Uloha 3.

Ukdzati jest, 3e pri FeSeni reciprokich rovnic lze uéits
s uspéchem substituce
. 1—y

1+y .

Reseni zaslal p. Jan Hldvka, stud. reilky v Brng.

r =

Reciprokd rovnice jest takovd rovnice, kterd, md-li kotenr
«, md téz za kofen pievratnou hodnotu tisla e, t. j. —blt—. Vy-
getfme, jaké hodnoty pro y v rovnici transformované budou od-
povidati kofenim «, %. K tomu cfli feSiti postati rovnice

_1l—y 1 _ 1—y

o

T14y e 14y
Na prvy pohled viak jest patrno, ze, dostivime-li z prvé
z téchto rovnic hodnotu ¥ = f, Ze z druhé dostaneme y — — g.

Bude tudiZ miti rovnice transformovand udanou substituci tun
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vlastnost, ze vedle kofene ; piisluif ji téz kofen — 3. Upra-
vime-li ji na obvykly tvar, bude jeji levd strana obsahovati
jenom sudé anebo jenom liché mocniny nezndmé y.
Ku p¥. rovnice
az* 4 bx® 4+ cz* 4+ bxr +a=0
méni se uvedenou substituci v rovnici
y* (2a — 2b + ¢) 4+ y* (12a — 2¢) + (2a + 26 + ¢) = O.

Uloha 4.
Reseni zaslal p. Vdclav Simandl, stud. gymn. v Mladé

Boleslavi.
Ptedpokldddme-li pro z, tvar
Tn = a,q} + @393 + a,q},
dostdvame ihned ze vztahu

g1 — 2x, + Tp—m = 4yn (1)

pro y. tento vyraz
1

1
dy, = alq':(ql 24 —)+ aaq:(qs —24 —)
9, 9.

1
+ aaq:(%i — 2 -+ —"’)y
q3
anebo
Yo = biq} + byqy + 0,43,
kde

‘ 1 a .
h=ta (0 =2+ )= @ —
ql 1 (2)

—_ —1\2 — % — 1)

b= (=% b= @ — D

Z vyrazi privé napsanych plyne, Ze, mozno-li fadu

Loy &Ly, Xy, - . - YytvoFiti sedtenim ¢Elend stejnolehlych t¥ geo-
metrickych fad, totéZ plati i pro fadu y,, ¥,, ¥a, . » -

Z rovnice
Yny1 — 2;1/" + Yn—a = 4z, (3)



466

plyne podobné *)
@ = (=10 @y = (g, — 1), @y =2 (g, —1)*; (4)
T, » B =gy, PP T g ’

porovndnim pak (2) a (4) obdrzime ihned, Ze gq,, ¢,, g; hovi
této rovnici

__(g—1)
 16¢®
Rovnice tato md, jak snadno odmocnénim a Fe§enim dvou
rovnic druhého stupné se pfesvédéime, tfi riizné kofeny: — 1,
34 2V2 =1 + \2)% (1 —V2)% Polozime tudiz
G =—1¢6=>0+V2"% ¢ =1—V22
Ziroven plyne dosazenim do (2) za ¢,, Q. 95
b, = —a,, by, = a,, by = a,.

K urleni a,,,q,, a; pouZijeme, Ze z, =1, z, = 3, y, =0;
dostaneme tak pro tato &isla rovnice
a +a, + a3 =1,
—a 4 a1 +V2) + a1 — \2)2 =3,
—ay + a, + a3 = 0.
Refenim téchto rovnic dostaneme a, , y, @z & tim koneténd
tyto vyrazy pro z., y.
==+ HV"HLA VDT,
P=—F (= 1AV 45— V)M
Jelikoz 2, a y, vyhovuji rovnicim (1) a (3), jelikoZz dile
Zyy Ty, Yo, & jak snadno se presvédéime i y,, nabyvaji hodnot
ulohou danych, shoduji se fady pro z,, ,, %, . . .8 Yo, ¥y, Y5 - - »
aréené v (5) s fadami danymi.
Zcela podobnou tvahou zjedndme si vyraz

Zn = VT§ a4+ V2")2n+l —VT§ @ __Vé')zn-i-l'

Vztah z, — y, = (— 1)* jest z rovnic (5) bezpro stfedné
patrny, vztah 22 4 yi = 2} z vyrazi odvozenych rovnéz snadno
se potvrdi.

*) Dva vyrazy Ag?+ qu;‘ + 4392, Bygy + Byqi + Byqy jsou

jenom tenkrdte pro v3ecka celistva n sobé rovny pii raznyeh q,, 94, 95
kdyz 4, =B,, 43 = B,, A3 =275;.
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Pro soutet z, 4+ z,+ ...+ . ze zndmého vzorce pro
soutet fady geometrické odvodime snadno tento vysledek
A+ o)+ @+ Ve — 1

L0 s 1) — <1+V?‘)"“—<1—_vz")ii]*.
+3(@— v 1)—[ 23

Vyraz vSak nachdzejici se v hranaté zdvorce jest celé Cislo
a jest tedy soutet z, + z; + . . . z. Ctverec celého &isla, jakoz
bylo dokézati; pro » sudé n = 2v jest toto celé tislo 2, a mdme
tudiz zg + 2, +2, +... 42, =22

Ze soutet y, 4y, + ...+ y. jest stHidavé ttverec a islo
0 1 mensi nezli tverec, plyne z vysledku pro z, + z, +... 4 »
a ze vztahu z, — y, = (— 1)~

Pro soutet 2, — 2, + 2, — .. 4+ (— 1)*z. zjedndme si

tento vyraz
(— 1) [(1 + V2" —a - V2’)]
- — )
2V2
a jest tedy absolutni hodnota toho soultu tplny Ctverec a rovna
soultu xzy + z; + ...+ z.. Konetné jsou platny jeSté tyto vztahy:

14+ V' —a-Vorl’
yn'—?/n—l:[( +V) -—( V)]’
V2
By — Ty = [(1 +Ver + a1 —V'2“>“]’
n T -] — = b
(]
a jest tudiz rozdil y, — y.-. pro kazdé » > 0 Ctverec celého

isla a rozdil o, — x,—; dvojndsobny CEtverec. Zvldité pak jest
tento vztah platny

Yon+1 — Yo = 42?,.

Uloha 5.

Stanoviti raciondlni trojihelniky pravowhlé, pii michi
pomér odvésen se rovmd pFibliiné poméru dvou déisel celych.
Zvldst pak propoéitejte pripad, Ze pomér odvésen jest blizky
poméru 1: 2. (Srovnej tilohu piedchdzejici.)

.
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Reseni zaslal p. Josef Janddsek, stud. gymn. ve
Strdznici.
Odvésny a, b a pfepona ¢ trojihelnika pravodihlého racio-
nédlniho daji se, jak zndmo, vyjddfiti ve tvaru
a=m*—n% b=2mn, ¢=m?4 n% (1)
kde m a n jsou Cisla celd kladnd, jeZ mizeme pfedpokladati
Jjako nesoudélnd, (omezime-li se pro a, b, ¢ na hodnoty bez spo-
letné miry, coz, jak patrno, jest piipustno). Pozadavek, aby
pomér odvésen byl rovny poméru dvou Cisel celych M : N, jest
vyjddfen rovnici
(m? — n?%) : 2mn =DM : N,
anebo jinak
m*N — 2mnM — n*N = 0,
anebo konec¢né )
m_MAN\MEL N _M+\D )
W . N -~ N’

n

znamendme-li k vili strutnosti
D= M?* 4 N=

Rovnici posledni nelze vyhovéti Cisly celymi pro m, =,
vyjma v tom piipadé, ze D jest uplny ttverec; neni-li viak D
uplny Ctveree, 1ze ji vyhovéti jenom piiblizné, jakiz také lohou
pozadovéno.

Stati tudiz v rovnici poslednf zvoliti si misto pravé strany
ptibliznou jeji hodnotu a kldsti misto ni podil dvou ¢isel celych
nesoudélnych. Cislo 7 polozime rovno délenci a tislo n dsliteli;
z rovnic pak (1) vypotitdme a, b, ¢. Dostaneme tak strany troj-
uhelnika pravoiihlého, pro néZ tim presnéji bude splnéna pod-
minka, Ze pomér odvésen jest rovny poméru Cislu celych M : N,

¢im vice pribliZzené byla zvolena hodnota za vyraz M + VU

Pozndmka od r.
Abychom urtitého piiblizeni dosshli co nejmensimi Cisly,
jest vyhodno rozvinout zlomek +£ ve zlomek Fetézovy;

tento zlomek bude nekonelny a penodlcky Jest vSak moZno
zlomky fetézové obejit timto zpiisobem.
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n, —
Budiz > pribliznd hodnota pro MTVVD tak  volend,

0
aby rozdil

M+VD 3)

My — Ny — =&

byl pravy zlomek, t. j. aby |¢,| << 1. Takovymto zplisobem lze
kladnd a celd Cisla m, a n, vZdy zvoliti; stali zvoliti si n, libo-
volng, lislo my, jest pak dvojznalné urceno; budto zvolime si
totiz za m, nejvétsi celé Cislo obsaZené v

M4 \D
Ny N——;

anebo (islo, které jest o jednotku v&tsi nezli toto nejvétsi celé
{islo. Budiz ddle T': U podil dvou ¢isel celych kladnych tak
volenych, aby
T — U\D=n, 4
kde | 5 | <<1; pak jest ten podil p¥ibliznou hodnotou pro \/D.
Zndsobme spolu rovnice (3) a (4); dostaneme rovnici, jiZ
lze ddti tvar .
[mo T + (mgDL + nyN) U]

— [T + (mgN — 0, M) U] — M + VD = &";

anebo klademe-li
my =myT + (mgM + n,N) U, n, =n,T+ (myN — n,M) U,

& = &1,
tvar __
M D
n —m _iz—v_\/'— = é&;

a jest tudiz ’%‘— piibliznd hodnota pro {'f_‘fﬁVE téze vlastnosti
1

zédkladni jako ;"— Jako jsme odvodili z m,, n, dvojici novou
0

m,, n,, odvodime z této dalsi dvojici m,, n,, atd. a dostaneme
neomezenou Fadu pfibliznych hodnot

Mg My M, my
n’ o mme
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jez s rostoucim indexem konvergovati budou k hodnoté

M +ﬂ; pii tom jest platny tento rekurrentni vztah
N

my = Mr—y T + (mk_.l M + Ni—1 N) U,
e =N T + (mk_\ N — nkT1 M) U.

Radu m,, m,, mg, . .. (jakoz i fadu m,, ny, n,, ...) lze
vytvoFiti stitdnim stejnolehlych ¢lenét dvou geometrickych Fad
zpisobem vyloZenym v tloze piedchdzejici a dostaneme snadnym
poétem

)

my =1 (T 4+ U\D)* + r, (T — U\D),

m =13, (T 4+ U\D," + s, (T — UVDY, ©
kde
'rl'_:m"(M+V—lz)+n0N r:_@o(M_@)+”oN
o\/D > o\D 7
(7)
8, = moN — n, (M — VD) s =_moN_"o(J_‘_{+ VD)
o\D » o\/D )
Pouzitim formulf (1) dostaneme ze dvou Fad &isel celych
Mg, My, «o. ; Mgy Ny, Ny, ... ti Fady Cisel celych a,, a,,
Ugy oo« 3 Doy by byy <ot 5 Coy €y € . ... Obecné Eleny téchto

fad jsou diny tvarem

ax = t, (T — U*Df + t,(T + U\VD)* + t,(T — U\VD)*,
b = v, (T* — UD} + v, (T 4+ UVD)* + v, (T — U\D)*,
= wy (T + UVD)™ + w, (T — UVD),
(8)
kde lze ifsla ¢,, ¢,, t3, vy, ... snadno pomoci 7, s, ... Vy-
potisti. Pro fady tyto plati jednak vztah
ai + b =},

jednak vztah

Nai — Mby = m3N — 2mgn, M — n2N) (T% — U*D). (9)

Jsou tedy celd Cisla ax, i, ¢x mérnd ¢sla stran trojihel-
nika pravoihlého, v ném7 pomér odvésen priblizné se rovnd po-
méru danych &sel M : N. Priblizeni pak bude tim vetsf, &im
pravou stranu rovnice (9) vhodnou volbou ¢isel T, U, m,, n,
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utinfime men&i. A tu jest nejprve zndmo, ze lze vidycky Tegiti
rovnici *)
. I*— DU*=1 10y
a nékdy i rovnici
I*--DU*=—1 (11)
Usly celymi kladnymi. Zvolime-li si T' a U tak, aby splnéna
byla jedna z rovnic (10), (11), pii ¢emz ulelné si zvolime co
moznd nejmendi ¢isla jednu z téch rovnic spliiujici, jest rozdil
Nay — Mby = (MmN — 2mgngM — niN) . (+ 1)*

a jest absolutni hodnota tohoto rozdilu nezdvisld na k. V tomto-
ptipadé mizZeme za % do (6) a do (8) dosazovati i ¢fsla zdpornd,
dostdvame fady pro ax, bx, ¢ v obou smérech neomezené.

Vysledek ndm podivd neomezené mnozstvi trojin fad, jez
fesi celymi &isly predlozeny tukol. Mezi témito fadami zvldstni
zijem maji ty, pro které m2N — 2mgn, M —- n]N md hodnotu
co nejmensi.

Jestlize M =2, N=1, jest D=5 a miZeme ve vyraze
mi —- dmgn, — ng uliniti my = + 1, n, = 0, vyraz pak do-
stane hodnotu 1 (anebo m, = 0, n, + 1, vyraz dostane hodnotu
— 1). Rovnice

T? —Hl*=—1

jest FeSitelna, nejmenii kladné FeSeni jest ddno Cisly 7' = 2,
U = 1. Dostivime v tomto pfipadé tyto t¥i Fady

ar - ...., 1, 15, 273, 4895, 87841, 1576239, . . .
be oo, , 0, 8 136, 2448, 43920, 1788120, ..
G .vvv., 1, 17, 305, 5473, 98209, 1762289, . .

Cleny téchto ¥ad jsou obecné vyjddfeny vyrazy
_ (=1t @4 Ve (2 — Vb))
(2 . Vg)ﬂk‘f'l
+ 10 >

_ (=12 (24 VB
bh="—5—+"71
o = 24+ V5)* 6+ 2V5)+ @ —V5)* (5 — 2\5)
- 10 10 '

*) Rovnice (10) sluje rovnice Pellova. Ze jest vidycky (pki D >0)
Fesitelna &isly celymi, kladnymi, dokdzal prvné Lagrange; vsecka FfeSeni
této rovnice lze odvoditi z jednoho, ve kterém jsou 7" a U nejmensi kladna
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Uloha 6.

Regent zaslal p. VI, Zivanskyj, stud. gymn. v Brné.
Nejprve lze poznamenati, Ze rozdil
E%——Eabl, a>1 (1)
Jjest dle vyznamu znatky £ bud rovny 1 anebo nulle, dle toho,
je-li a délitelno & ¢i ne. Vychdzejice z této poznimky, dokdZeme
vztahy v tloze uvedené tplnou indukef. Vztahy ty jsou totiz
platny pro N =—1; nebof pak ty vztahy redukuji se patrné na
identity 1=1,0 =0, 0 =0, . . . DokdZeme, Ze, jsou-li platny
pro N, jsou téz platny, piseme-li N 4 1 misto ~. Obrafme se
nejprve ke vztahu prvnimu; tu pfedpoklddajice, Ze
N—[1lv4+2lv—Blv+...=1, @
vyhleddme hodnotu vyrazu
N+1— [1]N+1 + 2lyver — Blyer 4 - .. 3)
Ve vyrazech [1]y, [2]w, ... atd. miZeme pTedpoklddati,
ze v pisludnych soultech jsou Cleny, jeZ vztahuji se nejenom
k prvotislim men§im anebo rovnym XN, ale i ¢leny, které vzta-
huji se ku viem prvotislim men$im nezli &islo N, > N 4 1,
nebof tim patrné ke kazdému soultu jenom ¢leny rovné nulle
piiddvdme. Utiiime tento piedpoklad a vySetime, ot jest vyraz
(3) v&tsi nezli vyraz na levé strané (2). Nechf jest N 4 1 déli-
telno A riznymi prvotisly. Pak dle svrchu u¢inéné pozndmky
{1) a dle -vyznamu &isel [1]y, [2]~, . . . plyne ihned

s — [ =( : ) (21 — [2]N=( : ) @
a jest tudiZz vyraz (3) vétsi o

(2] (i) =

&isla té rovnici hovici, zpisobem, jakym svrchu odvozena byla &isla m,, n,
z tisel my, ng. Aby rovnice (11) byla Fesitelna &isly celymi, kladnymi, k tomu
Jest nejprve nutno, aby D bylo sou¢tem dvou &tvercl (jakoZ v naSem pii-
padé vidy splnéno, D— M?* 4 N?), avsak tato podminka neni postaditelns,
t. j. jsou é&isla D, jez lze rozloZiti v soulet dvou &tvercli a prece rovnice
(11) neni pro né fesitelna. Jistd jest Fesitelna na pi., kdyz D jest prvotislo
tvaru 4n + 1.
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nezli levd strana (2). Ndsledkem toho jest platny vztah
N+1—[1]N+|+[2]N+.1—-. ..=1,

platny-li jest vztah (2). A ponévadz vztah (2) jest platny pro

N =1, platf pro kazdé N.

Zcela podobné dokdzi se ostatni vztahy. Necht jest ku pft.
vztah &-ty

k c
By — ( J; 1) [k + v + <’“"§2) (it 2y. .. = (k) ©)
spravny. Pak jest se zfetelem ku (4)

{[’C]N+x —(’“ + 1) [+ e+ (* T z) k4 2w — .. }
—{[k]N—I”+1)[k+1]N+ }
()T )+ () o) -
:(z—lii)m l'(ﬂ.-—lk‘—l)|/~|+2'/1——-}icl D1kl

Al ATy | AT
=(A—k)!k!<1_( 1 )+ (e )“)
=0, pro 1 = k;

=1, pro A="rF.
Avsak i {&}y, {L}N O pro A=k arovno jest 1,
jestlize A—=1=F% a tedy z rovnice (5) plyne 1hned rovnice

[k]zv+1 _ (k —{— 1) [L + IJNH + e = {k}N+i

a ponévadz rovnice (D) platna jest pro N = 1, plati pro kazdé N.

Pozndmka. Snadno bychom odvodili podobnym zpisobem
pravé strany rovnic (2) a (), kdyby soulty na levé strané
téchto rovnic se nachdzejici nevztahovaly se ke vsem prvocislim
men3¥im anebo rovnym ¢&islu N, nybrz jenom k nékterym prvo-
¢slim p,, p,, . . . p,. Tukupk. pravd strana rovnice (2) by byla
v tomto pfipadé potet viech C¢isel menéich anebo rovnych N,

jez nejsou zddnym z prvotisel p,, p,, . délitelna. Jsou-li
Pyy Doy -+ P, vSecka prvotisla < /N, Jest tudiz vyraz
N N
N— ZE E——ZE ce ()
+ Dipx DiPiPe + ©)

31
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rovny pottu vSech prvolisel menSich nebo rovnych N zmenSe-
nému o g — 1. Tento vztah mezi poétem prvoiisel a vyrazem
(6) jest uzitetnym, jak zndmo, pii stanoveni pottu prvotisel
v danych mezich.

Uloha 7.
Cisla [1]y, [2]y, [B]v . . . K]y, . . . v tiloze predeslé sta-
novend vyjddriti jest pomoci éisel {1}x, {2}n, {3}v. .. {k}~

rovné3 v uloze predeslé definovangch.
r.

Resenf zaslal p. Karel Vanék, soukr. stud. v Praze.

Cislo {k}A stanovime eliminaci z téchto rovnic:
k41 k42
Wr—(f)w+ﬁh+(+)ﬂ+ﬂw— = (H

[+ 1]y — ("’ + 2) (B 20n 4= (B 1y
2y — o= {2,

Prvni z tébhto rovnic ndsobime po obou strandch 1, druhou
(k—i-l), tieti (L-; 2), ..., l-tou tslem ( _ll_l), . .; TOV-

nice vysledné pak stitdme. Bude pak miti ¢islo [k 4 7]y v souttu
tento soutinitel (nehledé ke znaménku):

k47 1— E4+r\(k+1 _I_’k—{—r k42
(r)' r]) 1)(7’——2('2)‘_-
E+r\(k 41
e ()T
m! m
m—n)inl misto (n , do-
staneme po snadné tupravé, Ze tento vyraz Jest rovny, jestlize

r>0,
‘ (k—i—r)!{l_ r! r!

Piseme-li v tomto vyraze

ARd BT TC T

! G0
S EY G = A =0,
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Zuistane tudiz na levé strané jediny ¢len [k]y a obdrzime
Jako vysledek tento vztah

E+1 k42
(K]ly = |k}~ + ( _*1_ ){Ia + I}N-}-( ;’ ) E4+2\v+ ovu,
kterymzto vztahem tloha jest feSena.

Uloha 8.

Dolazte ge vztahu proniho dlohy 6., Ze pocet prvodisel
mensich anebo rovnyjch N jest rovny souétu téchto dvou rad *)

e _ovg Y s N
1 P1Ds P1PsDPs3
N N N
— XES 4+ SE —SE—"— ...
VA + Pip, PiPaPs + ’

PFi GemZ vijznam znamének souctovich jest tyi jako v diloze 6.
r

Reseni zaslal p. Bok. Kladivo, stud. gymn. v Brné.
Do vztahu v 1loze 6. dok#zaného

N N N
1=N—3SEZ L SE — SE——— + ... 1
¥4 + 2V 2 D1PeP3 + )
dosadime za N vSechna éfsla
gy g ¥ g N X
0 Dy D3 Pn

kde p,, p,, . . . Px jsou viechna prvotisla mensi anebo rovnd N.
Rovnice tak ziskané pak stitime. I dostaneme na levé strané
n, t. j. potet viech prvolisel mensich anebo-rovnych N. Na

pravé strané bude soutet prvnich ¢lend rovny 3 E z—i-v—; v souttech
1

. N .
drubych ¢lent objevi se stitanci tvaru jednak — Ep , jednak
1re

— E %,—, pfi ¢emz stitanec — E N objevi se dvakrite, jednak

1 Y2V 2

v rovnici, kterd vznikla dosazenim E . do (1) za N, jednak
1

*) Vztah tento odvodil rusky mathematik Bugajev pomoci t. zv.
»theorie funkei derivovanyche. (Viz Bull. sc. math. astr. 10. 1876. sir. 13.)
31*
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v rovnici, kterd vznikla dosazenim E’iv I bude tedy soutet

Py
druhych ¢lentd
—22EN ——ZEiv—Q.
P1Dy Db
Podobné bude soutet tfetich ¢lent
N
3> E
+ 1p2p3 P p1p2

atd, I dostdivime tak vskutku vztah tlohou dany.

Jiné FeSeni zaslal p. Vi. Zivansky, stud. gymn. v Brng.

 Jestlize N jest délitelno Etverci prvotisel pi, Diy, . - Pig
a mimo to je$té prvolisly Proyrs Proig - Pr; (2 jiz Zadnym
Jinym prvotislem), jest jako v tloze 6.

sg— Y _sp N1 +(")

PPy oo Pk DDy v oo Dk k
a podobnymi dvahami obdrzime jesté ze vztahu (1) tlohy 6. :
N—1 i — 1
3 E — =JE
I b + 9( 0 )
N N—1 i—1
S E—— SE
1P, DI, + ( 1 )
N N—1 1 — 1
>E =J3E
piPs - - - Pr ViPa - - - Dk Te (k — 1)
Je-li
SN=;F£—-22E—-+3 N
. Y2V 2 pl]’nl’s
N N
—_ EE ——; SE — JFE— e
P; + I PiPals LR
jest tedy

S = Sno1 + (0 — 7) [(’"5 1)-(‘? 1)+('_2£1)-]

M4-li Sy znaliti pofet prvocisel =< N, musi byti Sy =
Sy, jeli N C¢islem slozenym a Sy= Sy—, + 1, je-li N
kmenné,
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0 1

+(z ; 1)__” ..=0, a Sy=~_8vy-1; v drubém piipads je

9 =0, ¢ =1, pak

(«:-(;1)_(5—11)_{_(1'—2-1)_ ......... =("31)=1,
a Sy= Sy- + 1.

Konetné S, = 1; odkud tedy patrno, Ze Sy znadi potet
prvotisel = M.

V piipadé prvém jest <> 1, pak (1—1)_(1—' 1

Uloha Y.

Na delsi strané obdéinika jest ddn bod. a) Jest najiti
obdélnik, jeho% jednim wrcholem je tento bod, a ostatni leéi na
ostatnich strankdch daného obdélnika. b) Jakd musi byjti poloha
daného bodu, aby dloha méla Feleni? c) Znadt-li a, b (a > b)
strany puavodniho, a’, b (' > 1) strany vepsaného obdélnika,
doka#le, e vidy, pro jakoukoli polohu daného bodu,

N _ b
@<
Dr. B. Bydjovsky.
Reseni zaslal p. L. Stétha, stud. gymn. na Malé strans.

@) Oznatme vrcholy daného obdélnika A4, B, C, D, a bud
AB = CD = a, BC = DA = b. Vrcholy vepsaného obdélnika
necht jsou E, I, G, H a necht jest vrchol E na strand AB,
vrchol F na strané BC, atd.

Nejprve jest patrna shodnost trojihelniki EBF a GDH,
jakoz i shodnost trojihelnikit FCG a HAE (jedna strana a thly
piilehlé). Ze shodnosti plyne EB — G D, BF = DH, atd. Z téchto
rovnosti pak ndsleduje, ze piimky GE a FH prochdzeji prisekem
dhlopiicek daného obdélnika. I jest tedy priisek thlopfitek ve-
psaného obdélnfka zdroved prisekem thlopiitek daného obdél-
nika. Tato véta ndm ddvd bezprostiedné bod G, dén-li jest bod
E, jak tdlohou se pfedpoklddd. Ostatni vrcholy vepsaného obdél-
nika dostaneme, opiSeme-li z priiseku tihlopfitek O jakoZto stiedu
kruh polomérem OE. Kde ndm tento kruh protne strany BC a
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DA, tam jenom se mohou nachdzeti zbyvajici vrcholy vepsaného
obdélnika.

b) Uloha md patrné dvé feeni, kdyz OF >.%, jedno fte-

Seni, kdy? OF = -g- 8 Zidné redlné Feseni, kdyz OF < . Pit

tom jest jeité pozadovati OF << OB, nebof jenom v tomto pii-
padé jest bod E mezi body 4 a B.
¢) 7 podobnosti trojihelniki EBF a FCG plynou tyto iméry
EF __ BF _ EB
FG—C0G — FC' (m)

Stati nyni uvazovati dvoji moZnost, bud EF < F@G, anebo
EF > FG; nebot ptipad EF — I'G' jest nemozny, jelikoz by
pak vSecky ¢tyfi trojihelniky EBF, FCG, GDH, HAE byly
shodny a ¢étyfahelnik 4ABCD byl by &tverec, coZ viak tlohoun
jest vylouteno (a = b).

I. Bud tedy nejprve EF << F(, pak jest EF =10V, FG=a"
a z umér (m) plyne téz, ze FC > EB; umérim pak lze ddti
tento tvar

¥ _b—FC__ EB__b— (FC—EB)

@ a—EB_ FC  a+ (FC—EBy

Posledni pomér jest vak mensi ne _Z~’ nebot FC — EB

jest kladné a tudiz
r<r
a a
II. Bud EF>FG@, pak jest EF =a/, FG=1" a z Gmér
(m) plyne téz, 26 BF > CG; lze pak podobné jako svrchu psdti
¥ _06G_FC_b—BF __b—(BF— CG)<i
a  BFT EB™ a—(CG a4+ (BF—CG) " a

Jest tedy vidy, pokud E nachdzi se mezi body 4 a B pit

pfijatém oznaceni % <%.‘ (Nerovnina tato pozbyvd platnosti,

pripustime-li obdélnfky vepsané, jichZ vrchol E nachdzi se vn&
bodi A a B.)
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Vedle nerovniny prévé dokdzané plati jesté tato: a’d’ < ab,
kterou dostdvdme z porovndni ploskych obsah obou obdélniki.
Z obou pak nerovnin vyplyvd zndsobenim, ze »" << .

Uloha 10.

Dvéma danymi koncovyms body priméru pevné kruinice
Jest vésti kruinici, jes protind jinou pevnou kruinici rovnég
v koncovych bodech praméru, tak Ze pili jeji obvod (plani-
metricky.)
Dr. B. Bydjovsky-.
Regseut zaslal p. Jan Svoboda, stud. redlky v Jevitku.

Budtez ddny kruh K, s primérem a,b, a kruh K,. Kruz-
nice hledand X, jez K, protind v bodech a,, b,, nechf protind
K, v bodech a,, b,, koncovych to bodech priméru. Piimky
a,b, a ayb, protnou se na chorddle kruznic K, a K,, ponévadz
a,b;, a,bh, jsou vlastng chorddly hledaného kruhu X a danych
K,, K, a v8ecky tfi chorddly tii kruhd protinaji se v jediném
bodé. Z toho vyplyvd tato konstrukce:

Prodluzme a,b,, az protne chorddlu kruhd K,, K,, a pri-
setik spojme se stfedem kruhu K,. Kde tato pfimka spojujicf
prisetik a stfed krubu K, protne kruZnici K,, jsou body a,, b,.
Znajice Ctyii body a,, b,, a,, b,, jimiz prochdzi kruh K, snadno
Jjej sestrojime.

Uloha 11.

Dokaste na zdkladé véty o chorddldch tri kruénic, Ze geo-
metrické misto stiedu kruinic, jei pali obvody dvou pevnych
kruZnic, je pFimka stojici kolmo na spojnici stiedi obou pev-
nych krudnic; sestrojte tuto primku!

Dr. B. Bydfovsky.

Regent zaslal p. J. Pilndéek, stud. redlky v Kladné.

Mgjme pevné kruznice K, (o,), K, (0,) a ddle K (0), jeZz
pili obvody kruZnic K,, K,. Sestrojme chorddlu C7 kruZnice
K,, K, (protind centrdlu 0,0, kolmo a v bodé, jejz oznatime p).
Prodlouzené priméry kruznic K,, K,, jichz koncovymi body
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prochizi K, protnou se v bod& ch na Ch, jelikoZ tyto priméry
jsou dalsi dvé chorddly k trojiné kruznic K,, K,, K.

Méni-li se poloha kruznice K, pohybuje se bod ch po Ch.
Zbyva tedy dokdzati, Ze, Sine-li se bod ¢k po Ch, probihd stfed
o piimku P kolmou k o,o0,. '

Ctyfﬁ_hglniku 0,00,ch 1ze opsati kruznici K’ (w) o priméru
och, tedy ow = wch. Vedeme-li v kruznici X’ z koncovych bodi
priméru och kolmice P a ClL na tétivu 0,0, a je-li pata kol-
mice zbodu o v bod§ g, jest, jak snadné nahlédnouti, 0,q = po,.
Jezto viak pro libovolnou polohu bodu ¢k jest po, stdlé, jest
i'0,q stdlé, Cili geom. misto stiedu o jest kolmice v bodé ¢
k centrdle o,o0,.

Sestrojeni pi{fmky P vysvitd ze vatahu o,q = po,.

Uloha 12.

Opiragice se o visledek predchozi lohy, sestrojte kruz-
nict, jez puli obvody t¥i pevngch kruinic!
Dr. B. Bydiovsky.
Reseni zaslal p. J. Svoboda, stud. redlky v Jevitku.

Necht jsou ddny kruhy K (o,), K, (0,), Kj; (05). Sestrojme
geometrickd mista sttedd kruznic, jez pili obvody kruhii K,
a K,, K, a K,. Prisetikem jich prochdzi patrné treti geome-
trické misto. V onom priisetiku jest zdroveil stied hledaného
kruhu K. Abychom pak seznali délku poloméru hledaného kruhu,
spojme onen praselik ku pk. s 0, a k té spojnici vedme bodem
0, kolmici, jez protne obvod K, ve dvou bodech piindleZejicich
hledané kruZnici.

Uloha 13.

Podobné este vlohu obecnéjsi : Jsou ddany t¥i pevné krué-
wice K,, K,, K, a t¥i pevné body m,, m,, my. Jest sestrojiti
kruinici, jeZ proting

kruZnici K, v bodech, jiché spojnice jde bodem m,,

n Ky » » » ” n My,

” K3 ” ” n » ” ’"3-
Dr. B. Bydfovsky-.
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Reseni zaslal p. Jar. Pilndéek, stud. redlky na Kladné.
Hledand kruznice K (o) nechf protind X, v bodech a,, b,,
K, v a,, b,, K; Vv a5, b,. Sestrojme chorddly Chy ke X, a K,
Ch, ke K, a K;, Ch, ke K, a K,. Jak patrno, p¥imky
a,h, a a,b, protinaji se na Ch, v bodé ¢,
a,b, a azb, ” n o C]’Q » b )

a.h, a a,h, » s »n Chy » Q.

Nalezneme tedy /\ abe, jehoZ strany prochdzeji me,, m,,
my & vrcholy lezi na Ch,, Ch,, Ch,.

Nejprve sestrojme /\ e«fy, jehoz vrcholy leZi na Ch,, Ch,,
Chy a dvé jeho strany — ku pk. fiy, ay — prochdzeji dvéma
z danych bodi — ku p¥. m,, m,. Jak ihned patrno, jsou /\ abc
a A «fy perspektivni, nebot Ch,, Ch,, Ch, protinaji se v jednom
bodé; i lezi prisetiky stejnoleblych stran v jedné ptimece P,
totiz e, m,.

Bod z;, v némz se protinaji «f a ab je v prisetiku P
s af. Body z,, m, pak stanovi pfimku ab, jejiz prusetiky
8 Chy, Ch, jsou vrcholy a, b trojihelnika hledaného. TPak am,
a bdm, protinaji se na Ch, v tfetim vrcholu c.

Mdme-li jiz /\ abe, mdme tim také priseliky a,, b,, a,, by,
ay, by, kterymi bude prochdzeti kruznice K; stfed se najde
zndmym zphsobem.

Uloha 14.

Najdéte bod, z néhoi se promitd (tverina Lodd harmo-
nickych &tyrmi paprsky, z wmichi proni s téetim, druhy se
Stortym svird hel pravy. Naleznéte tihly, které svird kaZdy
paprsek se svym ndsledujicim |

Dr. B. Bydfovsky".

Resen{ zaslal p. Ad. Tesar, stud. gymn. v Olomouci.

Body 4, B; C, D budtez harmonicky sdruZené, tak Zze
AC 4D _
BC " BD ™ )
KruZnice nad priméry AB, CD protinaji se v Zddaném
bodé M; nebof jest vskutku
<t AMB = R = <t CMD.



482

Jezto body A, B, C, D jsou harmonicky sdruzené, jsou
téz i paprsky M4, M B, MC, MD harmonicky sdruzené, t. j.
plati ndsledujici relace -

A A
sin AMC  sin AMD __

~ ¢ ~—==-1,
sin BMC  sin BMD
sine  sin(B4e) 1
sin(ea—R) = sime ’
sin?
—_—— =,
cos® a
t. j. t92a=1; a = + 45° 4 kn.

Jsou-li tedy dané Ctyii body v poiddku 4, C, B, D, jest
<< AMC == <t CMB = < BMD = 45°.

Uloha 15.

Dokazte, Ze dvé krusnice, jeZ stamovi na spojnici stredi
dvé dvojice bodu, které se oddéluji harmonicky, protinaji se
kolmo | Dr. B. Bydiovsky-.

Regeni zaslal p. Rud. Novotny, stud. gymn. v Kyjové.
Oznatme priseky kruznic s centrdlou v potfadi, jak se
s nimi po centrdle postupujice setkdvime, pismeny 4, C, B, D;
prisek kruZznic oznatme M a stfedy jich pfsmeny O,, O,.
Body 4, B; C, D jsou dle tlohy harmonicky sdruzené,
tak Ze
AC AD__
BC "BDT
<< AMB = <t CMD = 90°,
ponévadz jsou to thly nad polokruhem. Z dlohy ptedeslé plyne:
<t AMC= <. CMB = <t BMD =45 a tedy <t AMD = 135*
a << DAM 4 < MDA — 4b°,
Pondvad? <« DAM 4+ << MDA = <x AMO, + < O,MD
= 45H°, jest

1;

< 0,M0, = 90°.
Poloméry O,M a O,M spojuji stiedy kruznic s bodem
priseénym a ponévadZ stoji na sobé kolmo, jest polomér jedné
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kruZnice zdroven tetnou kruZnice druhé a tedy kruZnice ony
protinaji se kolmo.

Uloha 16.

K bodu, v némZ libovelny paprsek ohniskem ellipsy ve-
deny protne ¥idici primku, leZici na téfe strawné s ohniskems,.
najdéte poldru ; dokaste, e tato poldra jde zase ohwiskem ; na~
legnéte dihel, htery svira s puvodnim paprskem !

Dr. B. Bydfovsky.

Regeni zaslal p. Viclav Simandl, stud. gymn. v Mladé
Boleslavi.

Rovnize paprsku prochdzejictho ohniskem jest

, y=A(x —e¢)
a rovnice piimky ¥idici leZici na téze strané s ohniskem
o
e

Soufadnice z,, y, priseku p nalezneme feSenim rovnic
obou téchto piimek

a
e
b‘)
Yo — —e—A.

Ty =

Jest tedy rovnice poldry k bodu p

27,2 27,2
a’h?. a®b
z +
e e

jezto rovnici té hovi soufadnice ohniska (e, 0), prochdzi jim P,
coz bylo dokdzati.
Dédle z rovnice té poldry vychdzi jeji smérnice A’
1

A :-—-—:4-—.

Proto jest thel, ktery tato poldra svird s plivodnim pa-
prskem pravy.

Ay = a®?;

Uloha 17.

Bod m hyperboly rovnostranné promitnéte dvéma paprsky
2 obow redlnich vrcholi. Kdys bod = probthd hyperbolu, otd-
deji se oba paprsky kolem wvrchold opaénymi sméry stejnow



484

rychlosti, t. j, otoli-li se jeden paprsek o jisty tihel, otodi se
druhy smérem opaénym o ty3 dihel.
Dr. B. Byd%ovsky.
Reseni zaslal p. L. Janddsek, stud. gymn. v Kyjove.

Budtez a, (a, 0), a,(— a, 0) vrcholy hyperboly rovnora-
menné o rovnici
z2? — y? = a%
Bod m na hyperbole mé&jz soufadnice z, y; thel Xa,m
znalme e,, thel Xa,m pak o,; i jest

Y
ty oy =",

=Y

tg e =3 +a

Zndsobime-li a pouZijeme-li rovnice hyperboly, dostivime
tga, .19 a, :ﬁ:l;

t. j. tg o, = cotg «,,

z CtehoZ bud

o= o,

anebo
3

oG = T Gy
méme-li na zfeteli jenom thly mensi nezli 180°.

Z toho patrno, e paprsky skuteiné otdleji se kolem
vrcholid hyperboly stejnou rychlosti sméry opa¢nymi; nebot
soudet dhli, jez oba paprsky tvofi s osou X, jest stdly. Véta
tato jest obdobou zndmé véty o kruznici. ve které viak misto

souttu nastupuje rozdil hld, jenz jest stdle rovny + —g—

Uloha 18.

Pidice trojuhelnika je ddina; stred kruZmice vepsané leZi
na dané primce, kterd stoji kolmo na pidici. Které jest geom.
misto tFetiho vrcholu, a kde le¥i stred kruZnice trojilelniku

PFi padici zevné vepsané?
Dr. Marian Haas.
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Re§eni zaslal p. Jan Zeleny, stud. redlky v Novém Mésté.

1. Pldice trojihelnika budiz AB, vrchol tfeti C. Dotyény
bod pevny, ve kterém se proménlivy kruh dotykd pidice, budiz
C,, doty¢né body na druhych strandch trojihelnika budtez 4,, B,.
Z véty, ze délky tetnych z jednoho bodu ke kruhu vedenych,
jsou stejné, plynou tyto rovnice

B,A = AC,, C,B= BA,, A,C = C(B,.

I jest tudiZz jednak
B,A — BA, = (CB, + B,4A) — (BA, + 4,0) =CA — BC3;
jednak B,A— BA, = AC, — C,B,
z ehoz CA — BC = AC, — C,B.

Jelikoz body 4, B, C; jsou na proménlivém poloméru
kruhu nezdvisly, jest vyraz AC; — C,B stily a jest tudiZz geo-
metrické misto bodu C dle posledni rovnice jedna vétev hyper-
boly, jejizto ohniska jsou body 4, B a jejizto poloosa md délku
114C, — C\B|.

2. Kruh zevné vepsany trojihelniku ABC pii pidici AB
necht dotykd se této péidice v bodé C, a druhych stran v bodech
4,, B,. I jest ze symmetrie vzhledem k centrile obou kruhd
patrno, ze 4,4, = B, B,, ¢i jinak pséno

A,B 4+ BA, = B,A + AB,,
4,B— AB, = B,A — B4, = AC, — C,B.

Av$ak dle svrchu uvedené véty jest 4,B = C,B a AB,
= AC, a tedy

AC, — C(,B = — (A4C, — C|B) = konst.,
a jest tedy C, pevnym a geom. mistem pro stiedy kruhi vné
vepsanych trojihelniku A BC piimka kolmd k AB a protinajict

asetku v bodé, jenz jest ku C, symmetricky poloZen vzhledem
ke stfedu tsetky AB.

Uloha 19.

Uvnité kruhu s polomérem R probihd krusnice s polo-
meérem r. VySetiiti podminky, za kteryjch lze sestrojiti Fadu n»
krudnic tak, aby kaZdd z téchto n krufnic se dotykala zevné
kruinic sousednich a n-td prvé, souéasné pak, aby ka¥dd do-
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tykala se kruinice o poloméru R wvnité a kruinice o polo-
méru r zevné. Podminky ony jest najiti:

1. jsou-li kruinice o polomérech R a r soustFedné;
2. je-li délka centrdly téchto krudnic 2e << R — r.

Aug. Zdiek.
Retent zaslal p. Jos. Janddsek, stud. gymn. ve Strdznici.

Dané kruznice o polomérech R a r oznatime K, k. Radu
kruht, jeZ prvé kruznice dotykaji se uvnitf, druhé zevné, budeme
znaliti &, Koy . . . kn.

1. Jsou-li K ak soustfedné, jsou stiedy krubi %,, %, .
vesmés na kruhu o poloméru R—;_l a jehoZto stfed jest ve
spoletném st¥edu kruht K a k. Poloméry kruhi %,, %, . . . jsou
vesmés stejné a rovny § (R — 7). Predpokldddme-li, Ze kruh %,
dotykd se k,, k, pak kruhu %;, . ... a koneéné kruh %, kruhu
%y, jest strednd dvou sousednich z kruht %, %,, . .. délky R —r
a jest zdroveni délkou strany pravidelného n-thelnika vepsaného
«do kruhu o poloméru 1 (R - 7). Jest tedy platny tento vztah

{(R—r):%(R-—i—r)sm—gi’:

aneb '

R—y

R+

€0% jest hledanou podminkou v tom piipadé, Ze K a k jsou
soustiedné.

2. Budtez K a % kruznice v poloze obecné, jenom pied-
poklddejme, Ze se neprotinaji a Ze % probihd uvnitt K. Pak lze
pomoci inverse pfevésti tento obecné&jsi p¥ipad na piedchdzejici *).

Nejprve jest patrno, Ze stied kruhu, jenz protind oba kruhy
K a I orthogondlné, lezf vzdy na chorddle, nebof stfed toho
kruhu musf miti k obéma kruhim stejnou mocnost. Takovych
kruhi jest neomezené mnoZstvi a maji vSecky ty kruhy spo-
le¢nou chorddlu, jez jest centrdlou kruhii K, k. nebof stied

.om
= s - (1)

. *) O inversi viz ¢ldnek p. B. Hostinského v tomto roéniku prilohy
'k Casopisu pro p. p. m. a fys. Zvldsté pak na str. 153,, 154. najde étendr
poudeni o inversi, které dva kruhy prevddi v kruhy soustredné. :
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kruhu K mé ke viem tém kruhéim touz mocnost R? a rovnéz
stied kruhu % md ke vem tém kruhim rovnéZ stejnou mocnost
7%, Tvoif tudiz kruhy, jez protinaji oba kruhy K a k& kolmo,
svazek; body spoletné viem kruhim tohoto svazku lezi na cen-
trdle; oznatime je A4,, A,. V nalem piipadé jsou 4, a A4,
redlné a lezi jeden vné kruhu K, druhy uvnité kruhu £.
Zvolime-li si jeden z bodd 4,, 4,, ku pi. 4, vné kruhu
K poloZeny za stfed inverse, zméni se tou inversi kruhy K a %
v kruhy K’ a &' o polomérech R’ a #’, svazek kruZnic kolmo
protinajicich K a & se zméni ve svazek pfimek o vrcholu 4’,
kolmo protinajicich kruznice K’, &'. Jsou tudiz K" a k' Fkruhy
soustredné se stredem v A’y; (pii tom jest A’, bod inversi pii-
druzeny ku A,.) Kruhy %,, %,, . . . k., zméni se inversi v kruhy,
Jjez se dotykaji kruhu K’ uvniti a kruhu %’ zevné a bude se
k', dotykati %', %', pak kruhu %5, ... a ¥, kruhu %, jestliZe
obdobnou vlastnost maji k,, %, ... k., jak chceme predpokld-
dati. I jest tak obecny piipad pieveden na piipad v odst. 1.
feSeny a jest tedy mezi R’ a o dle (1) tento vztah
R —
J
Vypotteme-li R’, »" pomoci velitin danych R, r, e a do-
sadime-li do této rovnice, obdrzime ?4dany vztah mezi R, 7, e.
Aby relace mezi R, r, ¢ca R’, ' byly co nejjednodussi, zvolime
polomér inverse tak, aby kruh K inversi sdm v sebe pfechdzel;
(k tomu stali zvoliti si zdkladni kruh inverse o stfedu 4, tak,
Ze protind kolmo kruh K). Pak jest R"—= R; a bod 4’, splyvd
se stfedem O kruhu K. Stfed kruhu % oznatime o. Vedeme-li
centrilu Qo, protind tato kruh K v bodech, jeZ oznatime po fadé
od bodu A, vychdzejice B,, B,, kruh % v bodech, jeZ podobné
oznatime b,, b, a kruh %’ konetn& v bodech ?';, ¥',.

Tu jsou k bodim B,, b,, b, inversi piidruZeny body B,,
V,, b, a tedy vzhledem k definici inverse
A, B, . A,B, = A;b, . AV, = A.b, . 4,1,
aneb zavedeme-li do téchto rovnic R, 7, +’

(4,0 — R) (4,0 + R)= (4,0 + 1) (4,0 —7)
= (4,0—7) (4,0 4 7").

. 14
= sitt —. (2)
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Polozime-li v téchto rovnicich jesté A4,0= 4,04 Oo
= 4,0 —2¢*), dostaneme dvé rovnice k urteni 4,0 a ob-
drzime pro tuto délku jednak

2er’
Al 0 —_— 7-_:7,
. __R*—rr' 4 2¢r
jednak A,0 = % —r

Srovndnim téchto dvou vysledkd obdrZime rovnici pro »’:
_2er __ R*—rr’ 4 2er
¥ —r- 2e—r4r "’
jiz lze d4dti tento tvar
% 41’ (4 — R®— r%) + R% =0.
Abychom této rovnici dali tvar pro nds co nejpifhodné&jsi,
ndsobme po obou stranich 4R a piSme ji takto
4r"? R+ 4r'R . (4¢*— R*—r?) 4+ 4R*. Rr =0;
nahradme pak v prvnim &initeli kazdého ¢lenu 2" vyrazem
RB+7r)—(R—7") a 2R vyrazem (R+7")+ (BR—17’). Do-
staneme tak po krdtké dpravé, Ze
BR—r\*_ (BR—r)*—4¢
R+ r’) T (R4 )t — 4e*
Tudiz konen& obdrzime jakoito podminku Zddanou se
afetelem ku vztahu (2) a k tomu, ze R’ — R, tuto rovnici
(1L — 7)% — 4e?
(R 4 r)? — 4e*
3. Pfipustime-li, ze fada kruhd %, %,, . ... %, miZe po-
kryvati prostor mezi kruhy K, % (resp. jednotlivi mista toho
prostoru) nékolikrdte, ku pf. m-krdte, dostivdime patrné misto
podminky (3) tuto obecné&jsi
) e Y.
(R + 7)? — 4e2 ™ n'

— a2
= sin’ . (3)

*) Kdybychom psali 4,0 = 4,0 + 2e, dospéli bychom k téze rovnick
vysledni.
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Uloha 20.

Vyjddiiti jest chybu vaniklow pFi délent dhlu na t¥i stejné
dily konstrukci na str. 16 vylofenou, jakod 1 hranice této
chyby, jestlile déleny uhel jest v intervalech 0°—30° 30°—60°,
60°—90°% 90°—120°,

Reseni zaslal p. Vi. Zivansky, stud. gymn. v Brné.

Mimo oznadeni, jehoZ uZito na obr. na str. 77 tohoto ro¢-
nfku ¢asopisu, bud K’ pravoihlou projekei bodu X na prodl. ‘OF.
Didle poznamenejme BF —q, OB=0b, OK —¢, <t KOF = B,
<t FOD = ¢.

Pak

a=2b sin g—, ¢ =VEE" + (OF IFK_')S = ‘2’\/9—{—403@'7@” —;—
= %\/29 90 cos .
Jest viak ddle

__ Asi o
tp= — KK __ _ “"20 P) 2 sin
—_—OF+FK' 3—|—4sm“g 5—2cosa
Z A DOK’ je
_b‘l_{_cg_ag_ 10 —cos a
cos(B+g)= %e T 3V29 —20cose
Odkud '

V161 — 160 cos &« — cos® e
10 —cos &

tg(B+ o) =

1

tim pro dané « urtime 8 a @. Chyba trisekei vznikld jest pak
P :(p—~§-. V danych intervalech nabyvd ¢ hodnoty extremnf

pii hornf mezi, jak snadno se pfesvédéime zpisobem uZitym
v tloze nésledujici. Pak v intervalech

0°— 30° je pro e = 30°% @p= 9°59'58” a y=— 2”.
30— 60°, , a= 60°, @=19°59'40" , ¥=—20".
60°— 90° , , a= 90% ¢=29°57"25" , ¢ =—2'35".
90°—120° , , @=120° @=2359°48'39" , v=—11'21",

32
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Uloha 21.

Redenf zaslal p. Flad. Zivansky, stad. gymn. v Brng.

Bud O potdtkem pravoihlé soustavy soufadnic pravouhlych,
0A osou usetek. Pilici bod tsecky MH oznatme N, priméty
bodd M, N, H na OA oznatme M’, N’y H'; OA= OB =,
<< AON = o.

Bud v = ¢ ——% chyba pfi dané trisekci dhlu « vznikld.

Pro ty @, pro které ¢ nabude extremnich hodnot, jest prvni de-
rivace ¥ dle o rovna nulle. (Mdme na zieteli pouze interval pro
a od 0° do 90°% pro ¢ = 0" i pro @ = 90" jest ¥ = 0.) Ozna-
tme-li prvni derivaci ¢ dle e dle ustdleného zvyku v¢’, mdme
tuto podminku .
V=9¢'—35 =0
Avsak

14 q>——_.__£v—— Qp=arcty) —;
9= T on

a tedy

,_ ON.(NNY — NN . (ONY

! 1
¢_— —

(0N 4+ (NN)* Bk
Dostdvdme tudiZ pro extremni hodnoty podminku
ON [ON'— 3 (NN'Y] + NN [NN + 3 (ON')Y]1=0. (4)
Déle jest
NN =1(MM + HH), ON =) (0M + OH);
MM =1rsina,
HH' = 2r sin 15" sin a sin (¢ + 15°),
OF = O + DI = r eosa+ 2 rsin,
OH'= 04 + AH = r + 2r sin 15° sin & cos (¢ + 15%).
Dosadime-li tyto hodnoty do rovnice (4), obdrzime rovnici
[(—1046V3) 4+ (—8+4V3)sine+ (—2+2V3) sin®e]

+[(—1046V3)+ (—8+4V3) sine
+ (2 —2V3)sin?e] cosa=0.
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Kazdd z hranatych zdvorek jest délitelna vyrazem 14 sine,
odstranime-li tento bezvyznamny pro nds Cinitel, dostaneme, za-
o
‘2‘7

(—T1+5V3) sin2%+2sm% cos—g(l —V3)

+cos’%(—5—|—3V§)=0,

vedeme-li je§té polovitni wihly, zkrdtivie cos? —, tuto rovnici

aneb
13 tg* 5 —2tg 5 (44 \3)+ (65— 2V3) =0,
z tehoZ

AT VBV _46434V5
9= T 13

Jest tedy bud g % = 0164754, ‘@, = 18942’ 41",

aneb tg %’- = 0717100, «,=71°17"19".

Pro tyto dGhly jest chyba v maximdlni. Pro e, jest ¢ =
6° 6" 2", pro e, jest ¢ — 23°53’ 58”. V ptipadé prvnim jest ¢ =
— 812", v druhém ¢ =8 12",

Jest tedy v intervalu 0° — 90° absolutni hodnota nejvétsi
mozné chyby vzniklé udanou trisekei 8" 12”.

Uloha 22.

V roviné budtel ddny t¥i body svymi pravouhlyms sou-
Fadnicemi A, (%,, ¥,), Ay (Xay ¥5), Ag (%3, y3). Pro jakd Cisla
Dy, Doy D3 2dvist vijraz

(121 + Doy + P3%3)* + (P13 + PeYs + DoY)
pouze na délkdch A, A, = ¢, A, A3 = a, Az A, =b? Dokate
pak z okolnosti, Ze vyraz dany jest kladny anebo rovny nulle,
Zeat+b=c .

Resen{ zaslal p. Boh. Kladivo, stud. gymn. v Brné.
Aby vyraz

(212, 4 Poxs + p373)* + (0191 + P2Y2 + D3Ys)* 1)
32%
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zdvisel pouze na délkich a, b, ¢, pro néz jak zndmo, plati

a=V@, —2) 4 (1, — )% b=. ©))
k tomu jest nutno a stalf, aby &isla p,, p,, ps mohla byti tak
stanovena, by splnéno bylo identicky

(1% + Pos + 1373)% + (0191 + Poyy + P3Y3)°
=P [(z, —2)* + (4, — ,)°]
+ P, [(zy — 25)* + (2 — ¥3)%]
+ P, [(x5 — ) + (y5 — 9)%];
nebof, jak snadno nahlédnouti, jest kazdy jiny vztah mezi (1)
a vyrazy (2) nemozny. Pfi tom jsou P,, P, P; tii neurdend
dosud ¢&fsla.
Umocnénim a srovndnfm souéiniteld na obou strandch do-
staneme tyto "vatahy
=P, + P, Pg—-P + P, ps =P + P,
.p1.p2 — P3,  pps=—P,, pp,=— P,
Stitdnim prvni rovnice se &tvrtou a Sestou obdrzime

p, (0, + 22 + 2,)=0;
podobné dostdvéme

Py 0y + Pe +23) =0, p3(p, +p, +ps) =0.

Aby tyto tfi vztahy byly soufasné splnény, k tomu jest
nutno, aby p, + p, + p; = 0. JestliZe vSak tento vztah jest
splnén, a uéinime-li v (3) p3 = — p, — p,, dostaneme misto 6
vztabhii pro P,, I’,, P, tfi podstatné rizné vztahy pro P,, P,, P;,
jimiZ tato Cisla jsou stanovena. Jest tudiZ podminka p, + p,
-+ p; = O postatitelnd a jest za této podminky tato rovnost platna

D121 + Do%y + P3%3)* + (219 + Po¥e + Ps¥s)?
= — DaP3a" — P3P b* — Dipyc? ‘
Jelikoz levd strana prdvé napsané rovnice jest vidy kladnd
aneb rovnd nulle, jest i pravd strana kladnd nebo nulla; t. j.
Pap30® + p3pyb* + pypec® = 0,
anebo vzhledem ku podmince p, + p, + p;3 =0
(#; + p2) (p20° + p,b%) = p1pyc®.
Polozme p, a p, rovny dvéma kladnym &slim a dmérnym
délkém a, b; p, = 4a, p, = Ab. Pak dostaneme dosazenim a

G)
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kricenim kladnym &islem A%ab
@+ b)* = ¢

z tehoz
a+b=c 4)
Kdybychom byli poloZili p, = 4,4, p, = — 4,b, dostali
bychom
la—b[=c. ®)

Znaménko rovnosti jenom tenkrdte jest v téchto vztazich
(4), (5) piipustno, kdyZz body 4,, 4,, 4; jsou v jedné piimce.
Aby viak vyraz (1) byl rovny nulle, k tomu jest pfi redlnych
D1, Doy P3y L1y Yy, - - - DULNO a postatitelno, aby

D12, + Doy + Paxz3 =0,
DYy + PoYe + P3ys =0,

t. j., je-li bod A; na pfimce prochdzejici body 4,, 4,, jsou
soufadnice bodu A4, stanoveny t&mito rovnicemi

T, — 012, + pa%e
3 P+ 0
y — DY + 22Y, .
3 Py + 2,
Uloha 28.

Jest ddn kruh (o, r) *) a v jeho roviné pevny bod O. Po-
ldra bodu M zvoleného na priméru kruhu (0,r) ku Ow kolmém
necht protne primku OM v bodu M'. Nalézti jest rovmici geo-
metrického mista bodu M’, je-li O poédtkem a Ow osou X
pravouhlé soustavy soufadnic.

Red. V. Jefdbek.

Reseni zaslal p. Rud. Bursa, stud. gymn. v Kromé&izi.

Stfed dané kruznice necht md soufadnice (@, 0), rovnice
pak oné kruZznice jest:

K=@Z—a)'+yt=r.
Bod M mé soufadnice (a, y,), pfi CemZz y, jest hodnota
libovoln4.

*) To jest kruh o stfedu o a poloméru r,
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Poldra k pélu M m4 rovnici:

2
PEy:%

a piimka jdoucf bodem A/ a politkem

vyloutenim y, z rovnic ptimek P a P,, kterézto vylouleni pro-
vedeme snadno poubym zndsobenim téch rovnic, obdrZime rov-
nici geom. mista
a1
Yy = 7 X.

Geometrické misto jest tedy parabola, jejiZto osa splyvd
s piimkou O, tetna vrcholovd s kolmici na tuto piimku v bodé
O a kterd prochdzi koncovymi body priméru kruhu (e, ») kol-
mého ku Oew.

Uloha 24.

Jest ddan kruh (O, b) a v jeho priméru X dva soumérné
sdrufené body A, B dle stiedu 0. Na priméru Y ku X kolmém
budis zvolen bod M a jeho poldra vzhledem ke kruhu (O, b)
necht Y protne v bodu M'. Nalézti jest v pravouhlé soustavé
soufadnic O (X, Y) rovnici geom. mista bodu M’, v némZ se
AM a BM, (nebo AM, a BM) protinaji.

Red. V. Jerdbek.

Regent zaslal p. J. Hrae, stud. gymn. na Malé stran.

Oznaéme oba dané, dle 0 soumérné sdruzené body: 4 (a, 0),
B (— a, 0). Soufadnice bodu M jsou (0, y,), kde y, proménné.

Poradnice bodu MM, jsouc zdroveii tisekem poldry na ose Y -ové,
2

jest rovna -Z-; m§ tedy piimka AM rovnici
(1]

Z.Yotay=ua.y,
a piimka BJM,

—b% - ay . yo = ab®.
Vyloutenim proménného y, z obou téchto rovnic nabudeme rov-
nice hledaného geom. mfista — nebof prisek ptimek AM a BM,
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svymi soufadnicemi z, y obéma rovnicim vyhovuje. M4 pak
geom. misto rovnici

72 y?

a® + BT 1
a jest ellipsou dané kruznici bud opsanou nebo vepsanou dle
toho, leZi-li body 4, I3 vné &i vniti kruznice Pro piipad 04 =2,

splyvd hledané geom. misto s danou kruznici. Poloha i délka
os ellipsy jest z rovnice jeji patrna.

Uloha 25.

Dokaste, 3e kterémukoli poldrnimu™) trojihelniku para-
boly opsand kruinice md stied svij na Feditelce.
Dr. Marian Haas.

Reseni zaslal p. V. Lenz, stud. redlky v Karling.

Budiz rovnice paraboly y2?=—2px a souiadnice vrcholi po-
ldrntho trojahelnika budtez A, (x, y,), 4y (%4, ¥5), A; (T4, Y3)-
Rovnice poliry k bodu A, jest

Yy, =p (@ + 2y).

Na této poldfe lezi body A,, A,, i jest tedy rovnice jeji
splnéna, dosadime-li za z, ¥ soufadnice bodu A,; dostaneme
tak vztah

Y1¥s = (% + %) (1)
a cyklickou zdménou plynou vztahy dalsi

YsYs = D (@, + 3), @)

YsY = p (@5 + 2,). 3)

Rovnice symmetrdly strany 4,4, jest

@—2)+G—y)=@E—2)+FH—y)
aneb
20, — )2 +2( —y)y —at + a3 —yi + v =0.
AvSak z (2) a (3) plyne od¢itdnim

%—w=%m—m

*) Polarnim se nazyvd onen trojubelnik, jehoz kazdi strana je po-
larou protgjéiho vreholu vzhledem na danou kuZelosedku.
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) Dosadime-li za y, — y, do rovnice symmetrily a kritime
2, — x,, dostaneme jakoZto rovnici symmetrily

2x+;;3y — 2, — &y — (41 + ¥a) 7%=0,
anebo se zietelem ku (1)
2xys + py — % Y1Y2Ys — P (Y1 + 92) = 0. (4)
Podobné obdrzime jako rovnici symmetrdly dsetky A,4;
22y, +py — % Y1Y3Ys — P (Y5 + y3) = 0. )

Prisetfk téchto dvou symmetrdl jest stfed opsaného kruhu
trojahelniku A4, 4,4;; vypotteme-li tsetku tohoto présetikn
(odeétenim rovnice (4) a (), dostaneme, Ze
b,

2 bl
t. j. stfed opsaného kruhu trojibelnfku A4,A4,4; nachdzi se na
feditelce, jakoz bylo dokdzati.

Xr = -—

Uloha 26.

Resent zaslal p. Ant. Schindler, stud. redlky v Plzni.

. : z Y
Soufadnice bodu P jsou (T—I———L’ ) bodu @ pak

T+%)

/ 2 2
= “_’:_‘ Y o ‘f kb’); mé tudiz bod R soufadnice
__ xa® —_ Y
=aFmr TTIEE @

Lezi tedy bod R na ellipse FE,, jejizto rovmnice jest
e N 1)
% + -;lg— = 1. Nebot dosadime-li do této rovnice nalezené privé

hodnoty za (£, %), dostaneme pro (z, y) privé rovnici ellipsy
E, na které bod (z, y) dle pfedpokladu se nachdzi. Normdla
k ellipse E, bodem (£, %) md rovnici

Y—q=‘z_z-g (X — 8.
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Ze na této normdle jest bod M (z, y), plyne dosazenim
(z, y) za (X, Y) a hodnot pro (§, %) v (1). Dostdvime tak
rovnici identickou.

Ellipsa E jest kruhem, jestlize

kbﬂ 2
a? (1 + ?—) =2 (1 4 B2

t. j. jestlize
%

Il
I+

2
x
Rovnice kruhu, ve ktery ellipsa za této podminky piechdzi, jest

2% 4 y = (a + b)%

Konstrukce jedné normdly z kteréhokoliv bodu M na této
kruZnici provésti lze dle privé dokdzaného takto. P¥mku OM

rozdélime jednou v poméru + i, jednou v poméru + —g- s

délicimi body vedeme rovnobézky jednak s osou X, jednak s osou
Y. Kde se tyto dvé rovnob&zky protnou, jest druhy bod (pata)
normély.

Uloha 27.

2 2
Dokdzati jest, e mormdly ellipsy 5—:;-{—-‘3—2 =1, sestro-
Jené v prasecich ellipsy s primkow rovnobéinou s primérem
b

Gtyri paty normdl vedemych z nékterého bodu této pFimky
k ellipse machdzeji se ma dvou pFimkdch rovnobéinych s pri-

_ b — " _a
y=,= protinaji se na primce y = ——x a naopak, Ze

b
mérem y = - & .

Reseni zaslal p. J. Svoboda, stud. redlky v Jevitku,

Primka rovnobéznd s primérem y — %— z mé rovnici

b
y._Tx-I-I..
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Soutadnice prisedikii této piimky s ellipsou jsou

— ak + a\/4 k+\Va
zl,,‘,:—%—b—'—gy—, Yryg = "'2\/—: 4 = 2b% — K

Rovnice pak normdly v bodé ellipsy (z,, »,) k ellipse
sestrojené je
a’zy, — bz, = (a® — b°) 2,y,.
Dosadime-li svrchu uvedené hodnoty a upravime, dostaneme
rovnici tuto ve tvaru

Ic[ax + by — @ — bzl()bc — k-)] 4 V4 tax — by) = 0.

Rovnici normédly v (z,,y,) odvodime z této, zménime-li
znaménko u \/4:

2___ 72 2 _ 1.2 _
k[ax + by — Calll) isz k )}—~\/d(ax—by).:0.
Z rovnic téchto jest piimo patrno, Ze prisek normdl
v bodech (z,, y,), (®,, ¥,) jest také prisekem piimek o rovnicich

2__ 29 2 __ 7.2
ax+by-——(a b)kéb ; L)-——" , ax — by =0,

a

5 O jakoz bylo

a %e se tedy vskutku nachdzi na priméru y —

dokdzati.

Ze vsecky ttyk paty normdl z jednoho bodu 3/ tohoto pri-
méru vedené lezi na dvou pifimkdch rovnobéznych s ay —bx =0,
plyne snadno takto. M&jz jedna normdla z bodu M patu v (xy, ¥,),
vedeme-li timto bodem rovnobézku s pfimkou ay — bx =0,
protne tato ellipsu v bodé (z,, y,), jehoZ normdla dle privé
dokdzané véty prochdzi také bodem M. LeZi tedy dvé paty
normél (z,, ¥,) (%, ¥,) na pfimce rovnobéZné s primérem
ay — bx = 0. Podobné se dokdZe o patdch druhych dvou normil,
Ze lezi rovnéZ na takové pifimce.

Pozndmka. Disledek véty dokdzané jest zndmd véta, Ze
konstrukei normdl k ellipse 5%z* + a%y® = a%? z jednoho bodu
na priméru by — ax — o lze provésti pomoci pravitka a kru-
zitka, nebof vyhleddni pak téchto normél se prevddi vétou do-
kdzanou na fefeni rovnic kvadratickych.
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Uloha 28.

VySetri, zdali, kdy a kolikrdte za rok wvychdzi slunce
v mistech A a B, jich? délky jsou d,, dy a $i¥ky @,, @, SoU-
casné. K. Cupr.
Reseni zaslal p. Lad. Stétha, stud. gymn. na Malé strané.

Obé mista, ve kterych slunce soutasné vychdzi, lezi sou-
tasné na svételné mezi, kterdzto jest, zanedbdvdme-li rozméry
zemé proti vzddlenosti zemé od slunce, nejvét§im kruhem na
zemékouli. Oznatme deklinaci slunce &, i bude ostry thel se-
vieny svételnou mezi a rovnikem 90 F &; oznatme ddle pri-
seky merididnd obou mist 4 (d,, ¢,), B(ds, ®,) s rovnikem
A’, B’; prisek svételné meze s rovnikem budiz C, stied zems-
koule 0. Ze sférickych trojihelniki pravodhlych plyne

AN
sin AOC =+ tg g, tg s (1)
sin B'OC = =+ tg g, tg 0. )

Dosadime-li za <t B'OC =d, — d, + <t A’0C, dostaneme
po krdtké tpravé délenim rovnice (2) rovnici (1)

7y — t9 P — tg @, cos (d, — d,) 3
cotg A'OC = 179, sin (@, — d)) . 3)
odkudz
AN . N —_
S’I:n AIOC f— t.q (pl sin (dz dl)

Vtg2 ¢, — 2tg @, tg @, cos(dy — d,) +tg* o,
dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (1) dostaneme konelné
+' sin (dy — d,) _
o Vtg2 ¢, — 2t @, tg @y cos (dy — d;) + tg* @,

Znaménko na pravé strané mozZno urtiti jednoznalné;
lezi-li jiznéj$i misto vychodnéji nezli severndjsi, jest deklinace
slunce pro dobu, ve které slunce v obou mistech soucasné vy-
chdzi, severni a tg 0 kladnd; v pkipadé opainém jest deklinace
jiZni (¢g & zdpornd).

Slunce tedy vychdzi v obou mistech soutasné, m4-li de-
klinaci stanovenou rovnici (4) a znaménka prdvé urteného, coz
jest nejvySe dvakrdte do roka.

tg 0= €))
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Jezto 8 < ¢, kde & jest odchylka ekliptiky od rovniku,
jest také nutné
sin? (d, — d,) <
19" @, — 289 @, tg @y cos (dy — dy) + 199y =
Neni-li tato podminka pro soufadnice (¢,, d;), (Pq, do)
splnéna, nemdze v mistech 4, B slunce vibec soutasné vychd-
zeti. Je-li podminka splnéna se znaménkem nerovnosti, vychdzi
slunce za rok dvakrdte v téch mistech soulasné, je-li splnéna
se znaménkem rovnosti, jedenkrdte, paklize zdrovei v téchto
piipadech vyraz

tg* @y — 219 @, tg @y cos (dy — dy) 4 tg* g,
= (g P — 19 92)* + 219 ¢, tg @, (1 — cos (dy — d,))
=g e, — tg ,)* + 4tg 9, tgg, sin® 3 (dy —d,)
jest kladny. Tento vyraz jest kladny ku p¥., jsou-li ob& mista
bud na severni anebo obé mista na jizni polokouli.

tg?® e.

Uloha 29.

Stanovte soucet rady

141.1142.214...0.n!

Ant. Lochmann,
Reseni zaslal p. Ant. Sprinc, stud. gymn. v Olomouci.
Dosazujme do rovnice identické
' w+1)—nl=nl(4+1—1)=n.n!

zanl 2,3....
1=1!
l1.1l=2!1—1!
2.2 =3!—2!

n.nl=m+ 1) —n!
Settenim dostaneme ihned

1.41.114+2.2143.814..... +n.nl=m+ 1!
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Uloha 30.
Ustanoviti jest soudet

()+C)+ )+

Ant, Lochmann,
Reseni zaslal p. Jos. K¥iZek, stud. redlky v Kutné Hote.
Do zndmého vzorce

(F)+(40)=(15)

polozme postupné za % hodnoty 1, 2, 3, ..., n; tak obdrZime

. () r+1 (1)
(7)+(

r—?—-l)

(n+010%ciﬂ

Soudet vsech téchto rovnic jest

() () ) =030

Jezto pro jakékoliv » = O jest
1
(s 41)=0

obdrzime pro soulet naii fady hodnotu
_[(n+1
§= (r + 1)'

Uloha 31.

Resiti soustavu rovnic
22 —yzr=—a, y*— 22 =0, 2* —xy = ¢.
K. Rychlik.
Reseni zaslala slé. K. Lockmannovd, stud. na gymn,
oMinervy¢ v DPraze,
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Oznalme rovnice dané po fadé (1), (2), (8) a utvofme
z téchto rovnic rovnice urlené operacemi, jeZ naznaleny jsou
témito symboly (1)*—(2) . (3), (2)*— (3). (1), B)* — (1) . (2);
dostaneme pak rovnice ndsledujic:

z @3+ y® + 23 — Bryz) = a® — be
y (@ 4+ y3 4+ 22 — Bxyz) = b* — ac
2 (23 4 y® 4 23 — 3ayz) = ¢® — ab.
Z téchto 3 rovnic obdriime tméru
z:y:z=_(a®—be): (0T — ac) : (c* — ab),
Z niz

b* — ac __ct—ab

= X 2= o« Lo
Y=a—p " a® — be

Dosadme tyto vysledky do rovnice (1), dostaneme

a® — be
z= —= )
Va® + v* + ¢ — 3abc
y= b* —ac
" Va® + b° + ¢® — 3abe
c*—ab
2= ——
Va3 F 8% + ¢® — Babe .

U odmocnin jest voliti soutasné bud kladné, bud zdporné
znaménko.

Jiné teSeni zaslal p. J. Pilndcek, studujici redlky na
Kladné.

Jednoduchym zpiisobem zjedndvdme si z rovnic danych
tyto rovnice

1) @E—y)(t+y+2=a—0,
2) (y—olzt+y+2)=b—c¢
3) (t—2)(x+y+2)=c—aq,

4 E—y*+ @y —2+(—2*=2@+b+c).
Polozime-li

®) z+y+e=o,
médme ihned

a—b _b—ec _c—a
6) z2—y=—r, Y= s—T=—
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a z rovnice (4)
o_=+\/a"+b“+c“—ab~—bc--ca
- a+b+c ’

z (5) a (6)
m:%—l—-g—l;_—(?a—b—c), at d

Uloha 32.

Dokdzati, Ze levou stranu rovmice
box® + 3b,2% 4 3b,x 4 b3 = 0
lze vidy vyjddiite ve tvaru

ay (@ + 4,)° + ay (2 + 4,)°
Resiti pomoci toho vysledku rovmice:

234 224 11z — 13 =0,

223 — 3922 + 66z — 18 =0.
K. Rychlik.

Reseni zaslala sl¢. K. Lockmannovd, stud. na gymn.
»Minervy“ v Praze.

Velitiny a,, a,, 4;, 4, obdriime z ndsl. 4 rovnic
a + a, =,
ah + ad, = b,
a, M+ ady =0,
a1 4 a2y = b,
Eliminuje-li vzdy ze dvou po sobé jdoucich rovnic této skupiny
a,, nabudeme
ay (1 — 1) =—boy + b,
aydy (g —2g) =—by 25 + b,
a Ay (A —2) =—bydy + by
Konetné délime-li kazdou z tdchto rovmnic pfedchdzejici,
dostaneme
1 _"‘bvlz‘*‘ba 2 __:_baz'z'i"ba
‘_—bulz‘f'bl’ l__bll!—l-bﬂ
A3 [B] — bobe] — 2, [b,bg — bobs] + [b3 — 5,031 =0.  (a)
Z .této rovnice miZeme vypotitati vidy 2,, z rovnic pak pfed-
chdzejicich 1,, a,, a,, " vyjma v tom pipadé, Zze by prvni dva
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koefficienty v posledni rovnici byly rovny nulle:
b} — boby =0, b,b, — byby = 0;
aviak z téchto rovnic plyne, Ze i 32 —b,b, —=0; v tomto pii-
padé jest rovnice pro 2, identicky splnéna a tudiz a, — 0. M-
7eme tedy vZdy danou rovnici psdti ve tvaru Zddaném.
V piikladech ¢iselnych dostdvdame postupné tyto rovnice
a vysledky:
1L 224+ 2t+4 112 —13 =0,
3z 4 3224 332 — 39 =0,
bo=3, by =1, by =11, b, = — 39,
bh=—54=1 a =3 aa=53
@+ 1743 @ —5°=0,
2z 4224 (x—bH)*=0,
2z+242—5)[2z+2)*— (22 +2) (z—5) + (& —5H* =0,

=1, 2, s =—1+2iV3,
2. 2u%— 8922+ 66x — 18 =0; b, =2, b, = — 13,
b, =122, b, =— 18,

hg=(—1—1), &, =(—1+414), a, =3 (24 113), a, =3 (2 — 114).
Dosadivie (2 + 11¢) = (2 + )3, obdrZime tvar tento:
J@+ D r— 1+ +3@— ) [r—1—iP=0,
C+)@—14+9)P+[2—)@—1—9)P=0,
Mz —6)[2+ (@ —14 ) — @ +)Q@—) @—141)
Z—1—94+ 22— (x—1—14)* =0,
=3 &, 3:91*'.5\/5-

Uloha 33.

Kdy jest moino rovnici pdtého stupné
bex® + 5b,2* + 10b,2% 4 106,22 4 bz + b, =0
vyjddrits ve tvaru
t @+ 1) + ay (@ + )° =0
Resiti rovnici toho druhu

2% — 25z* 4 1702 — 3702 + bz 4 475 = 0.
K. Rychlik.

Reden{ zaslal p. Vi. Zivansky, stud. gymn. v Brns.
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Porovndnim obou vyrazi dané tlohy dostivime snadno
téchto Sest rovnic

a, + ay = by, (¢Y)
ahy + agdy =0, (2)
a7 + aA; = by, 3)
a,A} 4+ ad; = b,, 4
@A) + ady = b, ®)
a, A% 4 adl = b;. (6)

Z prvnich 4 rovnic miZeme vypotisti pravé tak jako v tloze
predchdzejici o, @, 4, 1,; dosadime-li pak do rovnic (5) a (6)
vypoitené vyrazy, obdrzime dvé podminky mezi koefficienty
by by, by ..., které nutné musi byti splnény, md-li byti moZno
rovnici 5. stupné na uvedeny tvar pfevésti.

Avsak z rovnic (1)—(4) plyne dle rovnice (a) v pfedeslé
dloze vztah
b3 — b,b,
b3 — bod,

Z rovnic pak (2)—(b), resp z rovnic (3)—(6) plynou pak
tyto vyrazy pro 2,
b}~ by 0} — by
b — byby b — byby
Porovndnim téchio vyrazii méme ihned zminéné dva vztahy
(03 — byby) : (b7 — boby) = (b — byby) : (B3 — b,bs)

= (07 — b3bs) @ (b — Dyby);

t. j. isla b3 — byby, b2 -——b,by, b2 — byby, b2 — bgbs, tvoif Fadu
geometrickou, je-li moZno rovnici patého stupné na tvar

M, =

Ay = Ay =

. a; (@ + 4)° 4+ ay (2 + 4)°
prevésti.
V pifkladé ¢iselném jest
bo=1, b, =—05, b, =17, by = — 37, by = 1, by =475

a Cisla b} — byby, b3 — b,b3 . . . jsou
8, 104 =8 .13, 1352 =28 . 13% 17576 =18 . 133

a spliiuje tudiZz rovnice pfedloZend skutetnd obé podminky.
33
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“Regenim rovnic (1)—(4) dostivime stejné jako v tloze
predchdzejici

A =—34 2, Ay = — 3 — 24
144 11—
alz%—, Ay == —5—

a prechdzi tak dand rovnice ve tvar

A4+)(@—3+2)°+1—i) (@ —3— 2)*=0,

z ¢ehoZ FeSenim
zr—3+ 2 ) s(4n—l—01):r+ism(4n+l)n_

5_.
3 g = Vi = 10

n=0, 1, 2, 3, 4;
anebo po jednoduché dprave

4n+D=x
20 !

Ciselné hodnoty kofenii jsou
3:3168, 5, 156275, 1-9809, — 0°9252.

x =3 -4 2cot n=20, 1, 2, 3, 4.

Uloha 34.

Nalézti trojihelniky raciondlni (f. j. trojihelniky. jich#
strany ¢ plocha jsou vyjddieny raciondinims éisly), jiché strany
tvori Fadu arithmetickou. K. Rychii

. Rychlik.

Reseni zaslal p. Otakar Hrubisck, stud. gymn. v Kyjovs.

Omeziti se miZeme bez ujmy obecnosti FeSeni na troj-
thelniky, jichZ strany jsou vyjidfeny celymi &isly bez spoleiné
miry. Budtez strany trojuhelntka & — d, b, b + d. Pak jest
plocha ddna vyrazem

P=10V\3*— 4d%).

M4-1i ¢fslo odpovidajici ploSe byti raciondlnim, musi byti
3 (h%* — 4d*) tplny itverec celého Efsla. Toto celé tislo jest vSak
nutng délitelno 3 a lze tedy psdti

3 (b2 — 4d%) = (3m)* aneb B — 4d% = 3m2.
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Levd strana této rovnice dd se rozloziti ve dva Cinitele
b 4 2d, b— 2d. Spoletnd mira téchto &initeld jest také spo-
letnou mérou jich souttu, resp. rozdilu, jez jsou 2b, 4d. JelikoZ
viak b, d nemaji spoletné miry, maji & + 2d a b — 2d za nej-
vys8i spoletnou miru budto 4, anebo 2, anebo nemaji vibec
spoleéné miry. ‘

1. Necht & 4+ 2d a b — 2d nemaji spoletné miry. Pak
polozime-li m — x .y, kde celd &sla z a y nemaji spoletné
miry, miZeme zvoliti (pro d jsou p¥pustna ¢isla kladnd i zd-

pornd mensi co do absolutni hodnoty nezli —g—)

b+ 2d = 32% b — 2d = y*.
Z tehoz
32?4+ y% = 2b, 32® — y* = 4d.

Avsak nelze ¢fsla z, y tak zvoliti, aby 38xz? — y* bylo
délitelno 4; nebof Ctverec lichého &isla jest tvaru 8p 4 1,
a jsou-li z i y lichd, jest 3x2% — y* tvaru 8¢ 4 2 a tedy déli-
telno pouze 2 (a ne 4). Jestlize pak jedno z &isel z, y jest
sudé, druhé liché, jest i 3z — y* liché. Jest tedy tento piipad
nemozny.

2. Jestlize ptipustime pro & 4 2d a b — 2d spolecnou
miru 2, zvolime m — 2 .z .y a poloZime

b+ 2d = 622, b — 2d = 2y%,
z CehoZ
b= 3x% + y? 2d = 32 — y*.

Aby 32% — y* bylo délitelno 2, k tomu jest nutno, aby
¢isla nesoudélnd z a y byla lichd, pfi lemZ y nesmi byti dé-
litelno 3; pak i b i d jsou nesoudélnd, prvé jest sudé, druhé
liché.

3. Maji-li & 4 2d a b — 2d spoleinou miru 4, obdrzime,
jestlize m =4 .x .y,

b+ 2d = 122% b — 2d = 4y*
a b=2 (3Bx® + y*), d = 32 — y¥,

Pongvadz b jest sudé a tedy d liché, jest jedno z ifsel «, y
liché, druhé sudé; y pak opét nesmi byti délitelno tiemi.
33*
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A tak mdme tento vysledek: VSecky trojihelniky racio-
ondlni, jichz strany tvoif fadu arithmetickou bez spoletné miry,
dostaneme, jestliZe ve vzorcich

2 __ 42
b=2" 4y a=2E ¢ (1)
dosazujeme za z iy viecka ¢&fsla lichd nesoudélnd a ve vzorcich
b=12(32%+ y* d = 3z® — y* 2)

za z i y Cisla rizné parity (t. j. jestlize jest x sudé, jest y liché
a naopak) nesoud®lnd. Pfi tom jest je§té v obou ptipadech briti
za y ¢fsla nedélitelnd 3.

Tak ku pf. ulinime-li v (1) =1, y = 1 dostaneme
trojibelnfk o strandch 3, 4, 5 a o plofe 6; utinime-li ve (2)
x =1, y = 2, obdrzime trojihelnik o strandch 15, 14, 13, a
0 ploge 84.

Uloha 35.
Oznaéme sp soudet rady nekonmeéné
R S
Jakou hodnotu md soudet této mekomeéné Fady

S+ Ss3+sa+...F+ a4+ ?

K. Rychlik.
Regil p. Ant. Stdra, stud. redlky v Karling.

Pisme fadu, jeji soutet jest stanoviti v tomto tvaru

S=ortgmt gt L
1,1, 1

tat gt gt TR

tocta et I

gt gt o
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Jelikoz tato Fada jest absolutné konvergentni, miZeme
tleny pii¢itati v libovolném pofddku. Séitejme napfed podle
sloupci. I dostaneme (soucet Eleni jednoho sloupce jest soudet
¢lenit fady geometrické)-

2+2 3+3 4"‘ T 1)k+

1 1 1 1 1 1
Z(T_§)+(§_'§)+(§“Z)
1 1\,
+---+(,T_—1—7;‘)+o--
I jest patrno, ze S = 1.

Uloha 36.

Ukakte, znaéi-li k jakékoliv &islo celé = 0, Ze pri ozna-
deni uzitém v loze predeslé jest

(ot (=

Regeni zaslal p. Bok. Kladivo, stud. gymn. v Brné.
Uzijeme-li vztahu

(Z):(nf-/.:}
s (Yot (Yt

psdti také ve tvaru
= So,k +S3'k ‘+‘34,k + ce ey
kde

sn,k=(k_f1) 1 (L+2) 1 (7-;-&)7?1;:_'_ .....

. w41y _
Pro.toze ( i )_ ( .
+ I 1

r.

1ze soulet

S
tal
>
~
+

s,.k_('(‘))nklﬂ BT )nm+(’”';2),k1“+ ...... +
+(,1c);{k1+_2+(k-;1)nk£s+(k_§2‘)n’}+4+ ......
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a tudiz
ook = e (5 Snk— )y
nk — nk_’_, n n, k nk—1)
aneb
(1 — 1) Sn — 8o 1n = —s
3 ), n"“’
a podobné

(n — 1) Spp—1 — Spp—2 = W

n— 1) Sn1 — Sno = —¢.
( )n,l n,0 ng

Nésobime-li prvni z téchto rovnic ¢islem (» — 1)*—1, druhou

(n — 1)¥2, tieti (n — 1)*-3, .. .. posledni 1 a vSecky rovnice
pak seiteme, dostaneme

_ - 2

("—1)"81:,1-—-87.,0:—13(14-" 1+(n 1)

n?

(n — 1)1 — (n — 1)*
o4 )=
AvSak
1 1
Sn,0 = 2—{— + + ..... :”—1-"—"',
a tudiz po jednoduché upravé -
_ 1 1
Sap = (n — 1)F+1 TR
Jest tedy
1
Se.x + S3.k + S4,k + ...... + Snx = 1— ;k_.pﬂ

a I vskutku, jakoZz bylo dokdzati, rovno 1.

Uloha 37.

Dokdzati jest, Ze, spustime-li 2z bodu M ledictho na hlavni
ose hyperboly kolmici MN na asymptotu, z paty N této kolmice,
kolmici NP zase na hlavni osu, protne NP hyperbolu v bodé,

Jehoé normdla prochdzi bodem M.
Jos. Kdlal.
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Reseni zaslal p. Frant. Rysdnek, stud. gymn. v Olomouci.
Rovnice hyperboly budiz

2 2

a® b
a soufadnice bodu M (x,, 0). Rovnice asymptoty jest
Yy — -Z— z=0
2 rovnice kolmice z bodu I
y= % ( — ).

Prisetik obou téchto ptimek jest N (z,, y,), kde
a*x

— (]
= a? + be’ (1)
Rovnice normély v bodé (x,, y,) jest
a*y,
Yy—4% = b%r, (& — 2z,).

Na této normdle lezi vskutku bod (z,, 0), jak bylo dokdzati.
Nebot dosadime-li do této rovnice za z, z (1) aza x=2y y=0,
obdrzime identitu.

Uloha 38.

Ddny jsou dvé kolmé p¥imky Ox, Oy. Sestrojme parabolu
»p, kterd se dotykd téchto p¥imek v bodech A, B.

Dokdzati jest: je-li bod A pevnyj, jest geometrické misto
ohnisek parabol p kruh nad primérem OA; a obecnéji, jsou-li
body A, B na pFimce prochdsejici stdle bodem M, jest geome-
trické misto ohnisek parabol p krul nad primérem OM.

K. Rychlik.

Redeni zaslal p. Jos. Janddsek, stud. gymn. ve Stréznici.

Pouzijeme vét: Prisek dvou k sobé kolmych teten k para-
bole jest na Feditelce. Spojnice dotyénych bodé dvou tefen k sobs
kolmych prochdzi ohniskem. Prochdzi tedy fidici pfimka bodem
O a piimka AB ohniskem.

Budiz F ohnisko, » ¥dici pfimka, A’ pata kolmice s bodu
A na Fidici p¥mku spudténé. Pak jest dle definice paraboly

FA = AA
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a dle zndmé véty
<< FA0 = < 044’;

jsou tedy trojihelniky OAF a OAA’ shodny, z tehoz ihned plyne,
Ze uhel OFA jest pravy a Ze geometrické misto bodu F jest
kruznice nad primérem OAd.

Ot4¢i-li se AB kolem pevného bodu M, jest zase, ponévadz
dle predchdzejictho stoji OF kolmo na 4B, Ghel OFM pravy
a tedy geometrické misto bodu F' kruZnice nad primérem OM.

Uloha 39.

Dokdzati jest ddle: Dotylkaji-li se pFimky AB dlohy pfe-
deslé stdle pevného kruhu o stFedu v poédtku, jest geometrické
misto ohnisek parabol p ty§2 kruh, geometrické misto pak vrcholi
parabol asteroida do toho druhu vepsand*).

K. Rychlik.

Reseni zaslal p. Jos. Janddsek, stud. gymn. ve Strdznici.

Pata kolmice z ohniska na te¢nu spusténé nachdzi se, jak
zndmo, na vrcholové tené paraboly.

Nejprve jest patrno, ze. ponévadz OF stoji kolmo na AB
(viz feleni Glohy pfedeslé), jest /' dotyénym bodem pifmky 4B
tetné kruhu o stitedu O, tudiz lezi F' na téZe kruznici o stfedu O.

Spustme ddle kolmice z F na 04, OB; jich paty C, D
urtuji tetnu vrcholovou. Pata kolmice z F na CD spusténé jest
vrchol paraboly, oznatime jej V.

Soutadnice F necht jsou (a, b). Pak dle dokdzaného,
je-li » polomér daného kruhu, jest

a4+ b2 =r"

Soufadnice bodi C, resp. D, jsou (a, 0), (o, b;; rovnice

pHmky CD ;

y—b:——a—x.

*) Asteroida jest kf¥ivka, kterd pii vliodné volbé soustavy soufadnic

m4 rovnici
)

+ y3=a

B
x|
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Rovnice kolmice z F na CD jest
y—b= % (x —a).

Priisek téchto pfimek (bod V) md tedy soutadnice

ad b3

r=— = —
r:}, y ra?

odkud ihned plyne rovnice, jiz hovi soufadnice vrcholu

2 3
z'+y

2
8§ — ,rs’
jakoZto rovnice hledaného geometrického mista vrcholi parabol.

Uloha 40.

Reseni zaslala slé. Karle Lochmannovd, stud. ,Minervy*
v Praze.

Jsou-li doty¢né body kruZnice %, a kruhi K a K’ soutasné
bud vnéjsf aneb vnitfni, prochdzi jich spojnice vné&j§im bodem
podobnosti kruznic K a K’, kdeito, je-li jeden z nich vné&j$im
bodem dotyénym, druhy vnitfnim, pak jde jejich spojnice vnitinim
stfedem podobnosti kruznic K a K’. Dikaz toho vyplyvd bez-
prostiedné ze dvou zndmych vét planimetrickyeh (viz Strnadovu
geom. pro gymn. str. 87):

yDotykaji-li se 2 kruznice vné (vnitf), jest bod dotyény
jich vnitinim (vnéjiim) stfedem podobnosti.*

»1Fem kruznicim ndleZeji 4 osy podobnosti, jedna obsahuje
vnéjii sttedy podobnosti, kazdd z 3 ostatnich obsahuje dva stfedy
vnitinf a jeden vnéjsi.*

Budtez A, B dotytné body kruZnmice %, s kruhy K a K';
C, D pak dotytné body kruhu k, s tymiZz kruhy.

Spojnice AB resp. CD necht prochdzeji vn&j§im sttedem
podobnosti S kruznic K, K’ a budtez M a N body, ve kterych
tyto spojnice protinaji jesté kruh K’. Pak, vyloudime-li zrovnie

SM.SB=SN.SD, SA:SM=2~8C:SN
SM (resp. SN, zndsobenim obou rovnic), dostaneme
SA . 8B =8C.SD = konst.;
t. j. S lezi na chorddle obou kruznic %,, %,.
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Totéz plati i o vnitinim sifedu podobnosti kruZnic K, K’,
prochdzeji-li 4B, CD timto vnitinim stfedem podobnosti.

Chordéla kruh %, , &, prochdzi tedy vng&j§im (vnitfnim) stfedem
podobnosti kruznic K, K, prochdzeji-li AB i CD vnéjsim (vnitk-
nim) stfedem podobnosti.

Dotykaji-li se kruhy %,, k, v bodé T, jest spoletnd te¢na
v tomto bodé 7' chorddlou kruznic %,, &, a prochdzi tudiZ vnéjsim
(vnitinim) stfedem podobnosti kruznic K, K'.

Jezto ST® =S4 . SB=S5C . 8D = konst., a tedy ST
Jjest konstantou, lezi vskutku bod P na kruZnici, jejiz stfed jest
jeden z bodd podobnosti kruznic K, K'.

Ze kruhy K, K’, k maji chordilu spoletnou, plyne zcela
jednodule v tom p¥ipadé, kdyz kruhy K a K’ se protinaji, nebot
podle vlastnosti dokdzanych kruh % prochdzi priseky kruhi X, K’.

Jsou tedy tiselné vztahy, které jsou k tomu, aby chorddla
pro viechny tfi kruhy byla totoZna, nutny, v tom p¥ipadé, Ze
kruhy se protinaji, splnény; jich platnost i pro ten pfipad roz-
sffiti, ze kruhy se neprotinaji, jest snadno.
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Spravné Feseni uloh v tomto rodniku obsaZenych
zaslali pp.:

Bursa Rudolf, stud. VIIL ti. g. v Kromé&iizi, ul. 1., 2., 9. az
12, 14. az 16., 18., 23. az 26., 29., 30., 35., 37. az 40.

Dolezel Viclav, stud. VIL tf. I. g. v Brng, al. 1. az 3., 9. az
18., 23. az 31, 35, 37.

Cech Bretislav, stud. VIL tf. r. v Novém Mésts, dl. 1., 2., 9.
az 12, 14. az 18, 23. az 26., 37.

Cihalik Emilian, stud. VIL tf. r. v Hodonine, ul. 1., 2., 10,
16., 17., 23., 24., 37., 38.

Galle Frantisek, stud. VIIb. tf. g. v Brné, ul. 1., 2., 3., 5, 9.
az 19., 22. az 27, 29. az 40.

Halavanja Pavel, stud. VIIL. ti. r. v Brné, dl. 9,, 10, 11., 12,
14., 23., 24.

Havel Miloslav, stud. VIIL ti. I. g. v Brng, dl. 9. az 12, 14.
az 16., 23. 24, 26., 29., 30., 35.

Hldvka Jan, stud. Va. tf. r. v Brné, ul. 1., 3., 10, 11,, 14,
15., 22. -

Hrase Josef, stud. VIL tf. g. v Praze IIL, ul. 1., 2, 9., 10,
az 12, 15. az 18, 28., 24. 26., 28, 31., 3T.

Hrubidek Otakar, stud. VII. tf. g v Kyjové, ul. 1, az 3., 9.
az 12, 14. az 16., 22. az 24., 34.

Janddsek Josef, stud. VII. tf. g. ve Strdzmici, ul. 1., 2,, 4,, 5,,
9. az 40.

Janddsek Ladislav, stud. VIIL tt. g. v Kyjové, ul. 1., 2., 3.,
9. az 12, 14. a2 17., 22. az 24., 31., 37.

Jirus V., stud. Va. tf. gymn. na Krdl. Vinohradech, dl. 9.. 10.

Kladivo Bohumil, stud. VIIb. tf. g. v Brné, dl. 1. az 40.

Klier Em., poslucha¢ Ces. techniky v Praze, il 1., 2., 9. az 18,
23. az 35, 37. az 39.

Kvrisek Antonin, stud. VIL tf. r. v Kutné Hote, ul. 1. az 4.
9. az 19., 23. az 27., 30. az 33, 3b. aZz 38.

Lisek Frantisek, stud. VIIL ti. g. v Kyjové, dl. 1., 2, 3. 9.
az 12, 14. az 17, 22. az 24, 31, 37.

Lochmannovi Karla, stud. VI tf. ,Minervy“ v Praze, 1l. 1. az
4, 9. az 18, 22. az 40.
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Lenz V., stud. VIL ti. r. v Karliné, dl. 1., 3. 9. az 18., 23.
az 26., 28., 29., 31. az 33., 3b., 37. aZz 40.

Loutocky Josef, stud. VIL tf. g. v Olomouci, ul. 1., 2., 14.,
15., 31., 32, 33., 34.

Némec Al., stud. VIIa. tf. g. v Brng, dl 1. az 3., 9. az 17,
22. az 25, 27, 29., 31. az 35., 37.

Novotny Rudolf, stud. VIL tf. g. v Kyjové, dl. 2., 10, 12,
14. az 16., 23., 24.

Pilndcek Jaromir, stud. VIb. ti. r. v Kladnsé, al. 1. az 3., 9.
az 18, 23. az 27, 29. az 35., 37. az 40.

Pokorny Amos, stud. Va. tf. g. v Brng, al. 9., 10., 12., 13., 24.

Pokorny Blahoslav, stud. VIL tf. r. v Brng, dl. 9. az 21., 23.,
24., 34., 37, 40.

Regentik Miloslav, posluchat zemédélské koly ve Vidni, dl. 1.,
2, 9. az 12, 14. az 16., 18., 23. az 26., 28. az 30., 34.,
35., 38, 39.

Rys$dnek Frantisek, stud. VIb. ti. g. v Olomouci, ul. 1., 2,
10., 14., 15., 18, 23. az 27., 29., 30., 35., 37.

Schindler Antonin, stud. VIIb. tf. r. v Plzni, dl. 10. az 17,
23, 24, 26., 28., 31., 31.

Simandl Viclav, stud. VIII t¥. g. v Mladé Boleslavi, ul. 1. aZ
5., 9. az 18, 23 az 40.

Sova Em., stud, VII. tf. r. v Kutné Hote, al. 2., 4., 9. az 20.,
23. az 26., 35., 37.

Stdra A., stud. VII tf. r. v Karling, dl. 2, 3., 9. az 12, 14.
az 18, 23, 24., 26, 35., 37, 38.

Svoboda Jan, stud. VI. tf. g. v Jevitku, al. 1., 10. az 16., 23,
24, 26., 27., 31., 3., 37, 38, 39.

Scerba Josef, stud. VIL tf. g. v Mistku, dl. 1. az 4, 9. az 12,,
14, 18., 19, 21.

Sprinc Antonin, stud. VIIIb. t¥ g. v Olomouei, 4l 1. az 3., 9.,
10., 14. az 19, 23. az 27, 29. az 31, 35., 37.

Stétka L., stud. VIIL t¥. g. v Praze I, dl. 1. az 3., 9., 10.
az 12, 15, 16. az 18., 23, 24, 26., 28, 31, 37.

Tesar Ad., stud. VII. tf. g. v Olomouci, 4l. 1. az 3., 10., 14.
az 17., 23, 25., 26., 29. az 31., 35., 37.

Vacik Ladislav, stud. V. tf. r. v Novém Mésts, al. 1., 9., 10, 12.
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Vanék K. privatista na redlce v Praze II, méstsky sad ¢ 5,
al. 1. az 5., 7., 9, 10. az 18., 20. az 35., 37, 40.

Veder Milos, stud. VIb. tf. r. v Zizkov, dl. 9, 18., 27., 29., 30.

Zeleny Jan, stud. VIL tf. r. v Novém Mésté, dl. 1., 3., 9. aZ
16., 18., 23., 24, 26., 27.

Zeman Ladislav, stud. VIIIa. tf. g. v Brng, dl. 1., 3., 5., 9.
‘az 17, 23, 24, 26, 27, 32, 34, 37.

Zivansky Viad., stud. VIIb. tf. g. v Brné, dl. 1. az 40.

Ceny udélené za reseni uloh.

Redakce ,Casopisu pro péstovini mathematiky a fysiky*
piisoudila témto FeSitelim ceny vypsané vyborem ,Jednoty Ces-
kfch mathematika“.

I. Ceny prvnf

1. Zivansky Viadimir, stud. VIIb. tf. g. v Brng.
Janddsek Josef, stud. VII. tf. g. ve StrdZnici.

N

Galle Frantisek, stud. VIIb. tf. g. v Brné.

Kladivo Bohumil, stud. VIIb. t¥. g. v Brné.

Klier Em, posluchal &es. techniky v Praze.

Lochmannovd Karla, stud. VI. t¥. ,Minervy“ v Praze.
Lenz V., stud. VIIL. tf. r. v Karliné.

. Pilndcek Jaromir, stud. VIb. tf. r. v Kladné.

. Simandl Vdclav, stud. VIIL. tf. g. v Mladé Boleslavi.

. Vanék K., privatista na redlce v Praze II., méstsky sad &. b.

S©O®N ;O

-

II. Ceny drubé.

. Bur$a Rudolf, stud. VIII. tf. g. v Krom@Fizi.

. DoleZel Vdclav, stud. VIL tf. I. g. v Brné.

. Cech Bretislav, stud VIL tf. r.'v Novém Meésts.
. Hrase Josef, stud. VIL. tf. g. v Praze IIL

NG ICR RN



5. Janddsek Ladislav, stud. VIIL. ti. g. v Kyjovs.
6. Krizek Antonin, stud. VIL ti. r. v Kutné Hofe.
1. Lisek Frantisek, stud. VIII. tf. g. v Kyjove.-

8. Némec Al., stud. VIla. t¥. g. v Brné.

9. Pokorny Blahoslav, stud. VIL tf. r. v Brng.

10. Regentik Miloslav, posluchal zemé&délské ¥koly ve Vidni,
11. Sova FEm., stud. VII. tf. r. v Kutné Hote.

12. Stdra A., stud. VII. t¥. r. v Karling.

13. Svoboda Jan, stud. VI. tf. g. v Jevitku.

14. Sprine Antonin, stud. VIIIb. ti. g. v Olomouci.

15. Stétka L., stud. VIIL t¥. g. v Praze IIL

II. Ceny tteti.

. Cihalik Ewmilian, stud. VIL t¥. r. v Hodoning.

. Halavanja Pavel, stud. VIL. tf. r. v Brné.

. Havel Miloslav, stud. VIIL. tf. I. g. v Brné.
Hldvka Jan, stud. Va. tf. r. v Brné.

. Hrubi$ek Otakar, stud. VIL. tf. gymn. v Kyjové.
. Loutocky Josef, stud. VII. ti. g. v Olomouci.

. Novotng Rudolf, stud. VII. tf. g. v Kyjové.

. Pokornyj Amos, stud. Va. tf. g. v Brné.

. Ry$dnek Frantisek, stud. VIIIb. tf. g. v Olomouci.
. Schindler Antonin, stud. VIIb. tf. r. v Plzni.

. Sterba Josef, stud. VIL tf. g. v Mistku.

. Tesa7 Ad., stud. VIIL. tf. g. v Olomouci.

. Vacik Ladislav, stud. V. tf. r. v Novém Mésté.
. Veéer Milo$, stud. VIb. tf. r. v Zizkovs.

15. Zeleny Jan, stud. VIL tf. r. v Novém Mé&sté.

. Zeman Ladislav, stud. VIIIa. tf. g. v Brné.
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