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Funkce sgn(n — 2¢ + 2¢) md vidi proménné e pretrzku

&= — 5 tedy vyraz (9) ménf sviij analyticky zdkon na bodech

n n n
dU:—Q—-, 0:1:-——2———105__—2——-2 .;
mezi po sobé jdoucimi e jest pak H tdz celistvd raciondlnd
funkce parametru e.

Poznamenejme jesté, Ze pro —g— —l<a< —;— vyjde

H=1— —72—(—7&— —_ (x)n.

0 -jisté plose bikvadratické, jez souvisi s theorii
komplexu os rota¢nich ploch kuzelovych jdoucich

tremi danymi body.
Napsal Lad. Seifert, prof. v Plzni.

O komplexu, jejz tvoii osy rotatnich ploch kuZzelovych
jdoucich tfemi danymi body, pojedndvd ob&irné J. B. Eck ve
své dissertaci: ,Uber die Verteilung der Axen der Rotations-
flichen 2. Grades, welche durch gegebene Dunkte gehen® 1).
V prvé tdsti své prace rozbird komplex rotatnich os ploch druhého
st. jdoucich ¢tyfmibody danymi opiraje se o jistou vétu Laguerrem
dokdzanou *), k tomu pripojuje ddle pojedndni o komplexu os
rota¢nich ploch vilcovych jdoucich dvéma a rotatnich ploch ku-
Zelovych jdoucich tfemi body vedle FeSeni je§té jinych s tim
souvisicich otdzek. VySetfeni posledniho komplexu pisobi z di-
vodd na snadé lezicich nejvice obtizi, ale dd se provésti snadno
uzitim zajimavé plochy, jejiz vytvofeni v ndsledujicim poddvdm.
Odvozeni vlastnosti feteného komplexu z nejdilezitéjsich vlast-
nost{ této plochy jest ryze synthetické a poddvd ptehledny
obraz o jakosti zde se vyskytujicich geometrickych mist i jejich

1) Inaugural-Dissertation, Bonn, 1890.

2) »Sur la courbe envelloppée par les axes des coniques qul pas-
sent par quatres points donnés et sur les axes de révolution du second
ordre etc <, Nouvelles Annales de Math., 2. Serie, Bd. 18.
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konstrukei, kdezto Kck spokojuje S¢ spiSe jen s poviechnym
stanovenim jich charakteru.

L

1. Dvéma body v prestoru 4,, 4, jde oot rotaénich kuzeld
neb libovolnd piimka p jest osou dvou takovych. Oznatime-li
A8, AY orthogondlni priméty bodd 4,, 4, na p, jsou body M,,
M,, délici harmonicky asetku A, A, takze

M, A0 M, A} __ A, A4°

M, AT M AT 4,4
jejich vreholy. Jiné sestrojeni vrchold mna libovolné ptimce p,
jehoz v dal§im pouzijeme, zaklddd se na této dvaze: Rovinu
symetrie kuZele o vrcholu A7 kolmou k ose rota¢ni sete piimka
A, 4, v bodu XN,, rovina jdouci osou rotatni kolmo ku MN,
sete 4,4, v bodu N,. MN,, MN, pili Ghly pifimek M4,,
MA,; N;, N, oddéluji harmonicky A4,, 4,. Stanovme tedy 2
roviny svazku (p) k sobé kolmé, které déli harmonicky useckn
A, A, a sekou ji v bodech N,N,. Jich orthogondlni praméty
na p jsou hledané vrcholy jak z hofejstho ihned plyne.

2. Libovolnym bodem F v prostoru jde x? piimek. Pova-
Zujeme-li je za osy rotainich kuzeld obsahujicich body 4,, 4,,
vypliiuji vrcholy pfisludné plochu @,,, jiz lze takto vytvofiti:

Doty¢né kuzele 4,, 4, ku kouli o stfedu P a poloméru r
dotykaji se dvakrdte v prisecich R,, R, poliry m piimky R, R,
s kouli (r). Jejich prisetnd kiivka rozpadd se ve dvé kuzelo-
setky protinajici se v R, R, a symetrické k roviné = = (P4, 4,).
Libovolny bod M nékteré z nich je skuteéné vrcholem kuzele opsa-
ného kouli (), obsahuje pfimky MA,, M4, a osa jeho jde
bodem P. Méni-li se », vypliuji kuZelosetky priisetné teénych
kuzeld plochu @,, co misto vrchold 2.

3. &, je zcela zvladtniin piipadem obecn&jsi plochy &
takto vytvoiené : ‘

Bud dén svazek ploch druhého stupné (#%), jez se dotykaji
podél kuZzelosetky «? a bud U? spoletny kuzel teény o vrcholu
U. Vedeme-li z libovolného bodu A, tetné kuZele ku jednot-
livym plochdm tohoto svazku. dotykaji se tyto kuZelosetky w?
v bodech 7,, T,’, dotyénych to bodech rovin jdoucich pi¥imkou
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A,U ku u* . A, T,, A1, jsou spoletné jich pfimky a roviny
A, T, U, A, T,U spoletné roviny telné. KuZele ty tvoii tudiz
také svazek (d,) a zdkladni kfivka jeho S? sklidd se ze dvou
plo&nych elementit (4,7,), (4,7,"). Kuzele z jiného bodu A4,
tvofi podobné svazek (4,) o zdkladni kfivee (S3;) sestivajici
opét ze dvou elementl plodnych (A4,7,), (4,7,"), ktery s prvym
jest projektivny. Odpovidaji si vizdy ony kuzele, jez se dotykaji
téze plochy svazku (F?). Kazdé dva piislu§né kuZele maji dvoj-
ndsobny dotyk v bodech R,, R,, kde polira m pfimky 4,4,
ku piisludné plose F? tuto sete; jejich prisetnd kiivka sklddd
se tudiz ze dvou kuZeloselek a vSechny tyto vypliuji plochu
bikvadratickou @, vytvor to projektivnych svazkd (4,), (4,).

Na @ lezi zdkladni kiivky S%, S} svazki (4,), (4,), tedy
podél pHimek A4,7,, A, T, 4,7,, 4,T,” mé @ spoletné tetné
roviny jdouci bodem U.

A,, A, jsou dvojné body plochy @ neb kazdd piimka
jednim z nich 4; lezi na jednom kuZelu svazku (4;) a obsahuje
mimo 4; pouze 2 dalsf body plochy, totiZz praseliky této piimky
s piislusnym kuZelem druhého svazku.

Kazdy bod v rovind kuzelosetky w«? md toutéZz poldrni
rovinu vzhledem ku plochdm svazku (F?), vSechny poldry m,
jsou tedy v roviné o, poldrni to roviné priseciku 4,4, s ro-
vinou kuzelosetky w®.-

o sete (F?) ve svazku kuZelosetek (f%);.m jsou poldry
bodu (A4,4,, ) ku jednotlivym kiivkim f? tvofi tedy svazek
projektivny s (%) a jejich vytvor rozpadivd se, jak zndmo, na
spoletnou setnu dotyku kuZzelosefek f* a kuZelosetku o? jdouct
bodem U, obéma body («% ) a sekouci A4, 4,, ponévadZ jedna
z ploch F? se této dotyks.

w? jest pro & dvojmou kueloseékou. Skutetnd v kazdé
rovingé pfimkou A, 4, pikladem (4,4,R,) leZi dvé projektivni
paprskové involuce vytaté svazky (4,), (4,), které vytvorujf
vedle 4, A, kfivku kubickou, a ponévadZz v R, na w? sekou se
odpovidajici si dvojné paprsky, jest R,, jak zndmo, bodem dvoj-
nym. Pro @ jest pak R, bud doty¢nym bodem roviny (4,4, R,)
neb bodem dvojnym. Nastdvd oviem pfipad druhy, ponévadz
o a nésledkem toho i plocha ®,, rozklidd se v okoli bodu R,
po obou strandch roviny (4,4,R;).
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Primka 4,4, patrné celd na plode lezi. Dotyka-li se F,
piimky 4, 4,, maji oba piisluiné kuZele spoleény dotyk podél
A, 4, a spoletnd jejich tetnd rovina jest také te¢nou rovinou
plochy @ v kazdém bodu pimky 4,4,. Retené kuzele jsou
patrné teéné kuzele dvojnych bodd A4,, 4,.

Jedna plocha svazku (F?) jest U? ptislu§né kuZele jsou
dvojice te¢nych rovin z 4,U, 4,U, daji tedy 4 piimky plochy
u? ndlezi také svazku (F*), tudiz i plode; jest spole¢nou k¥ivkou
obou ji promitajicich kuZeli vedle je§té jiné kuZelosetky 72

Plocha zde uvedend patfi do kategorie ploch stupné 4.
s dvojnou kuZelosetkou a dvéma body dvojnymi, le¢ jest zvlddtnim
typem, ponévadZ spojnice dvojnych bodi tuto kuZelosetku sete.
Pokud ndém zndmo, nejsou takové plochy nikde posud podrobn&
studovdny.

Priisek plochy @ s libovolnou rovinou je kiivka stupné
¢tvrtého o 2 bodech dvojnych (na w?), prisek s teénou rovinou
kiivka unikursdlni, prisek s rovinou dvakrdte se dotykajici pak
dvé kuzelosetky. Dva prisetfky jsou na w? druhé dva jsou
body dotyku. Dotykd-li se rovina plochy ve tiech bodech, musi
jedna z kuZelosetek ddle piejiti ve dvojinu p¥imek, eventudlné:
obé pfi dotyku ¢&tyrndsobném Takové singuldrni roviny jsou
u plochy @ roviny (4, UT,), (4,UT",), (4,UT,), (4,UT",); ob-
sahuji 2 splyvajici piimky bodem A4, neb A4, a 2 oddéleni
bodem U.

To jsou nejddlezitsjii projektivné vlastnosti plochy @,
jejimz zajimavym piipadem jest @,,.

4. Koule koncentrické o stfedu P tvofi svazek ploch se
dotykajicich. Spoletnd kiivka dotyku jest absolutni kruZnice R°
v roviné nekonetnd vzddlené, vrchol spoletného kuZelu dotyéného
jest P. Kfivka dvojnd w2 jest kruznice nad primérem PS, kde
S jest pata kolmice z P na 4,4,. Naii plose nélezi dle pfe-
deflého pfimka 4,4, s tetnou rovinou kolmou ku roviné sy-
metrie 7 = (4,4, P), zédkladni kiivky 8%, S3 coz jsou dvakrite
&ftané pHimky isotropické rovin v 4, neb A, kolmych ku A4,P,
A,P a 4 (imag.) piimky z P. Tyto jsou po dvou ve dvou redlnych
rovindch. Jsou to totiz 4 hrany &tyrstdnu opsaného kuZelu (PR?),
jehoz dvé protdjsi hrany jsou PA4,, PA,. Roviny 7, 7’ spojujici
Pprot&jsi z dalsich 4 hran jdou poldrou roviny 7, jsou sdruzeny dle
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R? ti jsou kolmy k sobéiku #. Ponévadz soutasnd oddéluji har-
monicky PA,, PA, rozpoluji ihly téchto piimek. r, 2" jsou prdvé
tetnsd roviny bodu P, jak i z ndsledujiciho vysvitne. Teéné kuzele
dvojnych bodd A,, 4, jsou rotatni opsané kouli o stfedu P a
poloméru P°S. '

Kuzele (4,87, (A,8?) maji vedle {2, jez plose ndlezi,
jestd spoletnou kruznici y? vroviné symetrie 7, Gsetky 4,4,
o stiedu O,, a polom&ru 4,0,,\/ —1, kde 0,, jest pilici bod
uselky 4,4,.

Dobrého ndzoru o tvaru plochy «p»,, nabudeme, pozorujeme-li
kfivku priseénou v = DPrisetiky seten z A4,, 4, ku svazku
koncentrickych kruznic () tvoii kubickou kiivku =3, zndmou
tokdlu o dvojném bodu P s kolmymi te¢nami. Tato sete A,A4,
v A,, d,, Sa PO,, uddvd smér asymptoty. Jind rovina piimkou
A, A, sete plochu v analogické kiivce, pouze misto P nastoupi
prisetik P, této roviny s mj,.

Je-1li M libovolny bod na =% a ¥ bod, v néwmz P} sete A, 4,,
M’ analogicky bod na V' P,, neni tézko dokdzati, ze M se vSemi
takto pfidruzenymi body M’ lezi na kruznici. &,, obsahuje ne-
kone¢né mnoho kruznic. Kazdy rovinny fez md totiz kruhové
body v nekonetnu za jednoduché, rozpadd-li se ve 2 kuzelosetky,
jest nutng jedna kruZnice. Tuto soustavu kruznic dostaneme
viak pifmo z jiného vytvofeni naii plochy, jehoz lze vyhodné
pouziti v pfipadé imagindrnych konjugovanych bodd 4,4, neb
kdyz P jest v roviné nekoneiné vzddlens.

K tomu vede nds tuvaha odstavee 1. Je-li B,, B, pdr
involuce bodové o dvojnfch bodech 4,, 4,, vedme ptimkou PB,
libovolnou rovinu g, ; rovina ¢, k ni kolmd ptimkou PB, sele
ji v, ose to rotaénich kuzeld, jichz vrcholy M,, M,, jsou pravo-
thlé priméty bodd B,, B, na ». Probfhd-li o, svazek (PB), tveii
r kuZel orthogonalnf, M, M, opisuji kruZnice na ném a roviny
jich jdou body B,, B, kolmo resp. k PB,, PB,; obé& leii na
kouli 4% o priméru B,B,.

Probfhd-li B, B, involuci. tvoii koule k? svazek o zdkladni
kruZnici 7, v roving y,,, jez v pfipadé redlnych bodi Al, 4,
je imagindrni o poloméru 4, 0,,V —1.

Rovnéz tak tvoii orhogonalni kuzele (B, B,) svazek s (k%)
projektivni.a odpovidaji si plochy témuz péru B, B, nélezejici.
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Oznatime-li totiz, jak v novéjsi literature obytejem nekonetnd
vzddlenou rovinu € a nekoneiné vzddlené elementy vesmés
pismeny némecké abecedy tedy 2, %, body na P4,, PA4,, B,, 8,
body na PB,, PB,, ., bod na 4,4, v,, v, piimky v ¢, 0,,
musi v, obsahovati nekonetns vzddleny bod kolmice ku o,, t. j.
pol 9, piimky r, ku &2; v, opisuje soucasné s o, svazek (B,,
€), M, fadu projektivni, v, = (B,N,) tedy také svazek s (B,, 1,)
projektivni. (8, 1,), (B,, 1,) tvoii kuzelosetku b ?. Kuzelosetky
takto prisluSné vSem pdrim D, B, tvofi svazelk; vrcholy jeho
©,, ©,, ©,, &, jsou prisetiky teten z A,, U, na K2 Skuteiné
spojnice nékterého &; s libovolnym pdrem ¥,, B, jsou sdruzeny
dle &2, jest tedy €, na b},. Tyto kuZelosetky tvoii tedy svazek
v € a rovnéz tak kuZele, jeZ je z P promitaji.

7 tohoto vytvoieni plochy @®,, mohli bychom odvoditi
vSechny vlastnosti jako diive, coz pomijime. Uvedeme pouze,
ze kuzel (O,,, A,,) dd v 7, redlnou kruznici a jednu kuzelo-
setku 82 v €. Jedna koule svazku (%?) jde bodem P a kuZel
prisluiny rozpadd se ve 2 k sobé kolmé roviny, teéné to roviny
bodu P. — =® jevi se nyni co vytvor svazku kruznic (k%) s pro-
jektivnim svazkem paprski. Koule %% md s pFislusnym kuZelem
B, B, a jesté dalsi 2 body N,, N, v . P jest vrchol diagondl-
nfho trojuhelnika ¢tyrrohu B, B,N,N,, protéjsi diagondla co
poldra bodu # jde stdlym bodem P', N, N, tudiz stdlym bodem,
jenz dle P, P, jest harmonicky sdruzen s prasetikem (4, 4,, PP,).

5. Pro druhou ¢dst tohoto pojedndni jsou didlezity degene-
race plochy &, pro zvldstni polohy bodu P, jeZ zde struiné
uvddime, pili§ jednoduché dikazy pomijejice. '

a) P v roviné symetrie y,,; ,, se rozpadd v rovinu y,,
a plochu :F,, st. tietiho o dvojnych bodech 4,, 4,, obsahujici
S, 83, 82 i A, 4,. Kaidé dvé kruznice sekou se nyni v tychi
dvou bodech piimky », poldry bodu P ku y2. 2® rozpadd se
v (0,,P) a kruznici body 4,, 4,, P.

b) P na pfimce (4,4,); tetné reviny z P4,, P4, ku
K2 splyvaji po dvou, jsou tdsti plochy. Mdme tedy dvé roviny
al, «f piimkou (A4,4,) jdouci a 2 se dotykajici a plochu
kulovou nad primérem PP,, kde P, tvoii s P a A4,, 4, har-
monickou ¢&tvefinu,
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¢) Pro P= 0,, prejde jesté uvedend plocha kulovd
V 710 8 Q.

d) Zajimavy a dileZity je ptipad, Ze P lez{ v roviné ne-
koneéné vzddlené. Znatme jej B, o’ bud rovina jdouci p¥imkou
0,,P kolmo ku 7 = (4,4,P). Misto svazku kuzeli mdme svazek
rotatnich vdlet; zdkladni jeho kiivka jsou 2 piimky v o’ a
2 tetny z P ku K% Tento svazek se svazkem kouli (%2) sta-
novi plochu, jeZto vSak odpovidaji si koule (7,,, €) a valec
(o', €), jest € Cdsti plochy vytvofené a doplnék je plocha st.
tiettho X, o dvojnych bodech A,, A,. Obsahuje piimky A4,4,,
(719, @), Kkiivky 772, St, S}’ co jsou nyni dvakrit ¢itané isotro-
pické piimky rovin body 4,, 4, kolmo ke sméru ¢ jdoucich.

Prisek s rovinou symetrie = jest 4,4, vedle hyperboly
rovnostranné o stredu O,, a asymptoté O0,,%. Ctyitihelnik
B,B,N, N, je totiz pravothelnikem, N, N, je primérem kruz-
nice %%, md pro vSechny 4% tyZ smér a kiivka diive znalend
n% ptejde nyni v onu hyperbolu a pffmku v nekonecénu.

Méme-li na mysli dvé kruznice (B, N,), (B,N,) téhoz vélce
(B, B,) a seteme-li plochu libovolnou rovinou jdouci piimkou 4, 4,,
sete tato kouli (B, B,) vkruZnici 4%, ob& kruznice vbodech N’,, N’,
a jich spojnice md opét pro v8echny kruznice %% této roviny tyz
smér. Ony samy opisuji opét hyperbolu rovnostrannou. Smér
asymptot jest B,N’;, B,N’,, smér tetny bodu 4, jest N',N’,.
Jedna z prvych dvou B, N, md smér kolmy k O,,B, druhi,
probihd-li priseind rovina svazek (A4,4,), promitdi jednotlivé
body kruznice (B,N,), N',N', opisuje kuZel rotatni. Sestivd
tedy kfivka v nekone¢nu nadi plochy z pifmky e, poliry bodu
B ku &2 a kuZeloselky ¢, jez se promitd kuzelem orthogo-
nélnfm s rovinou symetrie = a fezy kruhovymi kolmymi ku
BO,,, resp. A, A,. Asymptotickdi rovina pifmky e¢ jde bo-
dem O,,.

o’ jest tetnd rovina bodu P, teiné kuZele dvojnych bodi
jsou rotatni s osami A4,P, 4,P a dotykaji se podél 4, 4,.

e) Pro P ve sméru kolmém ku A, A4, dotykd se koule
vzdy s pHsluSnym védlcem 3, je dvojnésobnd rovina ¢ | =
8 rovinou y,,.

f) Pro § = ¥,, mdme jako v ¢) aly, @y, 710, G.
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6. Plocha @,, a jeji degenerace poddvaji nyni jasny pre-
hled o rozloZeni vrcholi v prostoru. MiZeme vytknouti vSak
i viznam jednotlivych vyznatnych c¢ar téchto ploch a poznd-
vdme zdroveii, jakou tlohu zde majf rizné degenerace rotacni
plochy kuzZelové.

Kazdd pfimka bodem P sete @,, ve dvou vrcholech ro-
tatnich kuzeldi, jichz jest osou. Jeden z téchto splyne s P,
je-li ptimka v jedné z obou k sobé kolmych te¢nych rovin
bodu P. Viechny kuZele vrcholu P tvofi tudiz dva k sobé
kolmé svazky, daldf vrcholy na nich tvofi dvé kruznice. Kazdd
jind rovina bodem P sete &, v kiivce st. 4. Pifslu§né kon-
strukce a vlastnosti té kfivky plynou z odstavce 4.

VE mi &, kromé R jeité redlnou kuzelosetku 7.
KuzZel s vrcholem v nekonetnu jest vdlec rotaénf a mdme tedy
co vedlej§i vysledek:

Osy wvdlcié rotacnich obsahujicich A,, A,, je jdou bodem
P, tvofi orthogondini kusel (0,,%,,), &ili

Osy rotaénich vdlci, které obsahuji dva body A,, A,,
tvori komplex kvadraticky. Teuto je zvldstnim piipadem obec-
ného tetraedrdlného komplexu a jest ob&irné v citovaném po-
jednéni Eckové i jinde studovén.

_ Spojnice P s libovolnym M na w? jest kolmd k (A4, 4,M).
Oba kuzele piesly zde patrné v rov. (4,4,M), jiz slu§f citati
dvakrite. Skuteéné definujeme plochu rotatni jako takovou, jeZ
s &2 znd dvojndsobny dotyk. Roviny jdouci seénou dotyku jsou
fezy kruhové. Dvojinu rovnobéZnych rovin sludf také mezi né
¢itati, ponévadz md s {* dvakrdt dva splyvajici body spoletné.
Osa jde polem P selny dotyku p, jez v piipadé kuzele (vdlce)
na plofe lezi. P¥i rovnobéZnych rovindch lze kazdy bod roviny,
jez puli vzddlenost obou, povazovati za stfed. Chceme-li tuto
dvojinu povazovati za kuzel. musime za vrchol vziti néktery
bod na p a za osu spojnici jeho s . Osu v koneénu dostaneme
pouze, splynou-li ob& neb dotykd-li se p kiivky ®2. Dle toho
kruhové body U, U2 na o} maji mezi ostatnimi zvldstni
postavenf, neb (A, %A, U¢,) lze ve spojeni s kazdou s nf rovno-
béZnou rovinou povazovati za kuzel sttedu Ui, a osy PU¢,. ——
Libovolny bod & s tetnou 8 na &2 jest vrcholem kuZelu se-
stdvajictho z rovin 4,8, 4,8 o ose PS. KaZidy bod Y jedné
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z kiivek S, S} jest vrcholem dvou kuzeld splyvajicich, poné-
vadz se v ném oba prisetiky piimky FY s @,, sjednocuji.

Zde bud téz pfipomenuto, Zze i parabolicky vdlec nutno
&itati mezi rotaéni plochy z téhoz divodu co dvojinu rovno-
béznych rovin. Jestli p hrana dotyku z €, & vrchol, &, bod
s nim dle £2 na p sdruzeny, jest dle analogie s obecnou plo
chou &, stied, S, osou plochy. Jenom kdyz &, jest s &
incidentni, moZno Citati vdlec parabolicky mezi rotatni kuzele,
tudiz jen takové, kde vrchol & lezi ®2. Osa splyvd pak s pii-
slu§nou tet¢nou § (Viz Eck, 1. c. str.. 116)

Zajimavd je interpretace plochy X,,. Svazek P v telné
Toving o’ obsahuje osy rotatnich vdlci o stfedu . Také svazek
(€, P) md podobny vyznam. Kazdd piimka p bodem ¥ jest
dvojnou pdru rovin (4,p), (4.p), B jako kazdy bod na p lze
povazovati za stied, spojnici jeho s pélem B, pfimky p za osu;
jest tudiz kazdy paprsek svazku (€, %) osou s pifsl. vrcholem .

Piimka ¢ co dvojnd rovin (ed,). (ed,) jest mistem vrcholi
zvrhlého kuzele (c4,), (ed,) a kazdd pfimka bodem %5 jeho osou.

Koneén& viechny roviny « piimkou A, 4, ve spojeni s libo-
volnou rovnobé&znou rovinou (neb s ) jsou rotaénimi kuzeli.
Stopa a na € jest dvojnou pi¥imkou, vSechny paprsky jejim
polem A lze povaZzovati za osy, tedy i PUA. Prasetik PA s a
jest tedy vrchol, jejz nutno v tdvahu vziti; a opisuje svazek
soutasné s «, A fadu projektivni, PA tedy svazek piimek sdru-
zenych s A q(a). Vytvor jich jest kuZzelosetka, tof dle uvahy
od. 4. a 5. a) pravé kuZzelosetka o?, plochy 2\,.

II.

1. Vrcholy vSech rotacnich kuZeli prochdzejicich tfemi
body 4,, A,, A, jichZz osy jdou pevnym bodem P, tvoii kiivku
nachdzejici se soutasné na plochich @,,, @,;, D,;, kde &,
D, jsou pravé tak z 4,, A,, P, — 4,, A;, P odvozeny jako
D,z 4,, 4,, P. Plochy @,,, @,, maji spoleiny priisek stupné
16. Ten sklddd se z &2, S% a kiivky K|, stupné 10. kterd
jest hledanym geometrickym mistem. Skuteéné kazdy bod jeji
M jsa na @,, jest vrcholem kuZele body 4,, A, o ose MP,
jenz jde i bodem A;, ponévadz I jest na @, Odtud'jde, ze
M jest téZ na @y,
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Dvojné kruznice w2, o7, o5 sekou se v P a v O, paté
kolmice z P na « = (A4,4,4;). Tyto jsou pro K|\, étyrndsob-
nymi body. Kruznice (imag.) 7%, 7,5 7,s sekou se, jak zndmo,
ve dvou bodech 7', T,, jednoduchych bodech kiivky K.
Takovymi jsou téz body 1),, U2, U}, W2, UL, U2 na &2
jak jiz z vjznamu jejich v odstavei 6. I. vytéeném plyne. Mdme
tedy vétu:

Geometrické misto vrcholis rotacnich kuseld obsalujicich
3 dané body A, A,A;, jichZ osy jdow pevnym bodem P, jest
krivka stupné 10., jet md P a patu O kolmice z P na
a = (4,4,4;) za body détyrndsobné, T,, T,, U}, UZ, U},
uz, W, UL za jednoduché. Telny bodu P jsouw osy Ebyr
rotaénich kuzeli s vrcholem P.

K’ promitd se z P kuZelem st. Sestého, jenz PO md co
hranu ¢&tyrndsobnouw, PT,, P,T,, Pu},, PU?,...co hrany
jednoduché. Kazdd hrana mimo FO je osou a piisluSny bod
na K% vrcholem pouze jednoho kuZzele.

Komplex os rotaénich ploch kuelovijch jdoucich body
A A, A, jest stupné Sestého. Komplexni kuZel md vidy hranu
PE (€ bod nek. vzdil. kolmice ku «) za étyrndsobnou, kazdou
z hran PT,, PT,, P} (;, k=1, 2, 3 —v =1, 2) za jedno-
duchou.

V libovolné roviné tvoii osy kiivku komplexni sesté tridy.

Kazdy svazek prostorovy, jehoz paprsky vesmés nalezi
komplexu, slove singuldrni a pravé tak rovina, jejiz kazdy
paprsek jest paprskem komplexu.

Ponévadz kuzel (P®) pro kazdou polohu bodu P obsahuje
paprsek kazdého svazku €, T, T,, U}, jsou tyto singuldrnimi
a sice nalezi € komplexu dtyrikrdte, ostatni pouze jednoduse.
Vrcholy paprskii svazku (€) jsou piisluiné stopy v «, ostatni
maji vrcholy ve svych stiedech, jak z predeflého dostatetns
jasno.

2. Roviny singuldrni najdeme, pozorujeme-li degenerace
kuzele (P°) a kfivky K7, pro zvldstni polohy bodu P.

a) P v y,, nikoli vSak na prisecnici ¢ rovin symetrie
P1ar Y13y Va3 Prsn Py (Viz od. B. a) L) maji kromé &2 S* spo-
letnou kiivku K, st. 6, jez soutasné jest na d,. P, O md za
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dvojné, N7, U, za jednoduché body. 7,,, D5 D, maJi prisek
st. 4. 8 dvojnymi body P, O.

KuzZel (P°) rozpadd se tedy v kuZel (P);) st. 4 obsahujfci
K, s dvojnou hrapou PGE a svazek (P, y,,), jejZ nutno dva-
krate titati, jezto na kaZdém paprsku jeho lezi 2 vrcholy.

Totéz plati oviem o bodech rovin p,,, 7,5.

'b) Padne-li P do priiseénice ¢ nikoli vSak do 7, T7,, €,
jest tato tdsti priisetné kiivky majic kazdy sviij bod za vrchol
kuZzele, jehoZ jest osou. %,, ¥,, maji s y,, spoletnou kfivkw
st. tietfho, kterd s ®2, S} tvofi dGplny jich prisek. Podobné
kfivky jsou v rovindch y,;, 7,; & K|, sklddd se tudiz z ¢ a
kiivek K, K, K v rovindch 7,5, 7135, %3 (P®) rozpadd
se ve 3 dvojndsobné svazky (P, 7,5), (P, 713)y () V43)-

¢) Pna A, A, (totéz plati o 4,45, A,4,). K*° rozpadd
se v krivku st. 6., prisek to @,, s kouli (k%) o dvojném bodu -
P a 4 ptimky bodem P, jez po dvou jsou v rovinich e}, 2.
Tot jsou pfimky plochy @5, o nichz byla ¥e¢ v odstavei 4. L.
a jez jsou po 2 v redlnych rovindch z, ©’. (P°) jest tedy slo-
Zeno z kuZele st. 4. a 2 svazki z, 7/, o tem snadno lze se
presvédditi.

d) Pro P= 0,, rozpadne se jesté uvedend v c) kfivka
prostorovd st. 6. v kfivku rovinnou st. 4. prisek (b5, y,,) &
kuzelosetku g3 = 8,, v €, kuzel st. 4. pak v dvojndsobny
svazek (P, y,,) & orthogondlni kuel (0,;U,;).

e) P v roving €, nikoli vSak v piimce a = (e, €) ani
v nékterém bodu Ay (¢, k=1, 2, 3, i== %), ani ve sméru kolmém
k nékteré z pfimek A, 4,, 4,4;, 4,4,

Vsechny 3 plochy 2,,, 2,,, 2,, maji spole¢nou (dle od.
4. a) 1.) pHimku ¢ v € a vedle toho jesté kFivku st. 4. jdouct
bodem P. Tuto dostaneme vedle S% a e co prisetnou d&dru
ploch =, 5. Bod P jest pro ni jednoduchym a jeho teéna
T, jest osou vdlce body 4,, 4,, A; jdouciho.

Zv1éstni vahu tieba udiniti o roving €. Piimka e, poldra
P ku * nemd patrnd pro komplex vyznamu, jezto roviny ed,,
ed,, eA; nesplyvaji. Dle od. 6. I. 1ze kaZdou pi¥imku p svazku
(B, ©€) povazovati za dvojnou dvojiny rovnobéznych rovin (p4,,
P4,), (p4,, P4,) neb (pd,, pA,) a pHmku polem jejim 5B,
za osu. Obsahuje-li p jeden z bodd Uy, jest piimka PP, osou
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dvojiny (PA4:4x, pA:), tedy paprskem komplexu. Také bodem
v nekoneinu B jdou tudiz 4 pfimky komplexu majici jej za
piislusny vrchol. Toliko jedna T, jest vSak v koneénu.

Dle od. 6. L. jest na kaZdé piimce-p bodem P prisetik
R, se 0., vrcholem kuZele, jenZ sestivd z R; 4,4, a libovolné
roviny rovnob&zné prikladem (pA4;) Totéz plati o N, na o,
a R, na ¢,5. p patii tedy ¢#ikrdte komplexu a p¥islu§ns vrcho-
lovd krivka sklddd se ze 3 kudeloseéek vytvofenych projektiv-
nymi svazky paprskii dle ®2 sdruzenych o stiedech P a ,,, .
resp. A5, Ay5. VSechny tii maji spoletny bod P a priseciky
jeho polary s ®2. Tetny onéch 3 kuzelosetek s v B jsou 3 osy
s vrcholem 95, o nichZ byla iet vySe. (Eck konstatuje 1. c. 118,
Ze ona kiivka je st. 6. s trojnym bodem B.)

(P%) sklidd se zde z vdlce kubického vrcholu P a thkrﬁte
titaného svazku (5, ©€).

f) Pro P = A, maji 3, 3,; vedle S;, ¢ a obou piimek
(zdkladnich tvoiiciho svazku vélci) ve spoleéné teéné roving
03 = @'y, kuZelosetku v 7,, jdouci body 7', T,. Svazek ()
v tetné roviné spolecné a kuzel tuto promitajici jsou é&isti kuzelu
(B6). o,, rozpadd se zde ve 2 pHmky a, = («,,€), a2 = (¢ %E),
tetny z P na K2 0,4, 0,, maji spoletnou tetnu v bodu P, jez
je sdruzena s piimkou a = («,€) dle &2

9) Pro P na piimce ¢, = (7,,, €) maji ob& plochy spol.
dotyk v ¢ a spoletnou asymptotickou rovinu. o,, sklidd se
Z e a (.

k) Pro P na a jest jeding L€ osou.

Kazdd tetna t z bodu P na 82 sete v dotytném bodu T
viechny 3 kuZzelosetky o. VSechny 3 uvaZované kuZele degene-
rované (parabolické vélce) maji tedy v € spol. vrchol s osou t.
Také vsak Ctvrtd osa s vrcholem B, jez v jiném piipadé leZi
v konetnu, splyvd zde, jak snadno lze usouditi s t. Tetny t
k¥ivky R2 ¢itdme proto co dtyrndsobné paprsky komplexu
(Eck str. 118).

(O piipadu f) piSe Eck opét nesprivné, Ze mistem geo-
metrickym vrcholi v € jest vedle a}, a}, kiivka 4. st, kterd
jednoduse bodem P prochazi.)

3. Z poslednfho odstavce plynou vysledky:

Roviny 7,0, 713, 723 JSOu singuldrnimi rovinami komplexu
16
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a kazdd jest rovinou dvojndsobnou, jeito kazdy paprsek jeji
nese dva vrcholy a jest osou dvou kuZeld (viz 2. a).

€ je singuldrni rovinou trojndsobnow (viz 2.e). Md viak
jests vyssi singularitu zéleZejici v tom, Ze kazdy bod na &*
jest vreholem oo! parabolickych valet body 4,4,4; s prislu$nou
teénou co osou, jiz nutno dle predeSlého Ctyfikrdte c(itati, a ze
téz paprsky svazku (€, €) nutno ¢étyindsobné Citati co osy
kuZeli sestdvajicich z dvou rovin, z nichZ jednou jest «. Tyto
paprsky svazku (€, €) a tetny K2 jsou tedy Cctyrndsobnymi
paprsky komplexu.

Pravé jako nékteré body maji vyznainé postaveni tim, Ze
jich kuZzele komplexni se degeneruji, maji i nékteré roviny vy-
znaéné postaveni degenerovinim piisluiné kiivky komplexni.
To plati o « a rovindch jdoucich nékterou z piimek A,4,,
A, 4, 4,4, Dikazy, jez jsou zcela elementdrni, pomfjime od-
_ kazujice na citovanou prici Eckovu, pfipominime jen obecné,
co z na§ich ivah plyne, Ze kiivka komplexni (o)¢ v lib. roviné o
md piimku (o, €) za trojndsobnou, kazdou z (7,,€), (7,5€),
(7.5€) za dvojné tetny. Vrcholy piislu§né vypliuji k¥. 6tého st.
(Eck, str. 125).

IIL.

Z téchto Gvah snadno téz lze odvoditi stupeii kongruence,
jiz tvori osy rota¢nich ploch kuzelovych jdoucich &tyimi body
A,, 4,, Az, A,. Vrcholy jejich jsou body spole¢né plochdm
Dy, D3, 0, Tyto v8ak maji spoletné kiivky &2, Si. Kiivka
prve vyznatend K%, obsahujici vrcholy kuZeld body 4,, 4,
A; sete @, ve 4. 10 = 40 bodech. Z toho viak na 82 leif

6 bodi U; na S} daldich 12 neb S} md s @,; kromé 4 bodi

na K7 jesté 12 bodd spoleinych, jez co body spoletné plochdm
D,,, D,;, Dy, lezina K '',. Mdme tedy zbylych 40 — 12 — 6 =22

128°
priisediki. Bod P jest -viak Ctyfndsobnym pro K '% a dvojnym
pro @,,, pohlcuje tedy 2.4 — 8 priisetiki. Pouze dalsich 14
jsou hledané vrcholy.
Recend kongruence jest tedy stupné 14.
Bud P v rovind nekoneéné vzddlené. Plochy 212, Zis
2,4 maji poldru jeho e ku &% za spoletnou pfimku. Prvé dvé

‘maji téz S} vedle kiivky K 4, st. 4. Tato md s S* spoletnych

128
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8 bodd, spoletnych totiz bodld S{ a 3,; mimo 4 na e. Sele
tedy 3., v dalsich 4.3 — 8 =— 4 bodech. Jeden z nich jest P
a daldf 3 jsou vrcholy kuzeld body 4,, 4,, 4;, 4,. TudiZ:

Pouze 3 z os bodem P jdoucich jsow v koneénu, ostatnich
11 jest v roviné nekone¢né vzddlené.

Tyto véty dokazuje Eck uzitim vét o komplexu os ploch
rotalnich st. 2. jdoucich body 4,, 4,, 45, 4, arovnéz tak vétu,
7e uvedend kongruence jest Sesté tiidy. Bylo by zajisté zd-
hodno také tuto druhou ¢4st dokdzati neodvisle od onoho kom-
plexu, co se ndm vSak na zdkladé téchto tdvah dosti jednoduse
nepodafilo.

Uvedeni v II. vétu thermodynamickou.
Napsal Dr. los. Theurer, . professor banskych vysokych skol v Pribrami.

Pii studiu thermodynamiky skytd hlavni obtize II. véta
thermodynamickd, a to zejména pro piipad d&ji nepfevratnych.
Vseobecné vyklddd se v ulebnicich nejprve thermodynamika dé&ji
pfevratnych, a teprve kdyz tyto dé&je ob&irné byly probriny,
pfipojuje se kritkd pozndmka, tykajici se déji nepfevratnych.
Tim zajisté nevzbudi se dojem, Ze privé déje nepfevratné jsou
daleko dilezitgjsimi a vSeobecnéjiimi, neZ déje pFevratné, ba
Ze jsou jedinymi, jez ve skuteCnosti existuji, kdezto d&je pie-
vratné jsou pouhym idedlnim, neexistujicim ptipadem.

Povzbuzen pracemi, jeZ v nejnovéjsi dob& ve sméru tom
konali Buckingham, Orr, Planck a j, hlavné v8ak Swinburne,
pokusil jsem se, podati novy tvod k II vété thermodynamické,
zejména pak k vété o vzristu entropie, k jejiz definici uZito
zplsobu Swinburne-ova. Hlavni obtiZ, pro¢ tak nesnadno jest,
vniknouti v podstatu IL. véty, ba pro¢ tak Casto stykdme se
i s ndzory mylnymi, shledivém jednak v pifli¥né strutnosti,
s nfz se déje nepievratné vibec odbyvaji, jednak v p¥ilisné
abstraktnosti, jez prvému studin malo svédti, konetné pak
v okolnosti uz naznatené, Zze totiZz studium déji nepfevratnych
se kond jen jako piivések studia dé&ji pFevratnych, namisté
aby se vychdzelo od d&ji nepfevratnych a poukdzalo k déjim pie-
vratnym jako k specidlnimu, idedlnimu, ve skute¢nosti vSak ne-

16*
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