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Riemannova theorie o poctu prvocisel v danych

mezich.

Napsal Bohuslav Hostinsky.
(Pokraéovini.)

15. Z rovnice (25), kterou moZno psdti také takto:
co=t01(1- ) (1+ )

(@ . . kofeny rovnice £(f) = 0, jichz r. & jest kladnd), plyne,
Ze log £ () ma logarithmické body jednak ve vSech e, jednak
ve véech — «. Roziizneme-li rovinu ¢ &arou y, jeZz spojujic
viecky body e« probfhd do nekone¢na uvnitf pruhu omezeného
pfimkami vedenymi rovnobéZné k redlni ose po obou strandch

ve vzddlenosti =% (viz odst. 10.), a tarou »’, jez spojujic

vSechny body — « jest ku y symmetrickd vzhledem ku stfedu
t = 0, miZeme v roziezané roviné definovati:

g 6y =tog £0) + [ £ L, 26)

integraéni ¢dra nesmi piekrotiti ¢ ani 3’ a log &(0) budiZ redlni
(cf. odst. 9. na konci).
Definujeme-li dédle za téchze supposici

t
log(l T ) tit“ @

obdrzime z rovnice
@) __ o 1 1
£ (t_: « T a)
jez vyplyvd ptimo z (25), integraci v mezich O . .
log £(t) = log £(0) + = [toq(l ~ —)+Zog(1 + )] (26n)

a pro t=—-2z—
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log & ;) = —log 2 = log & (0)
. 1 )
-+ Za [log(l — %)-{—Zog(l + %)]
Ze jest nutno poloziti — ecf. rov. (11) — pravé
log & (T’)_—_ — 1o 2

ndsleduje snadno z poznidmky na konci odst. 9.; integrdl na

(26b)

pravé strané rovnice (26) miZe hyti pro ¢ = ——22— vzat podél

imagindrni osy a md redlni hodnotu,

4
log & (—2")
musi byti tedy redlni.
V roviné proménné s, kterd souvisi s ¢ rovnici

s:-—;—+ti,t—_--%——is, (6)
definujme
tog (1= =)= [———— + loggrirs ©9)
1 . 1 __ . 2t + 1
73—_—{'_-“2 i §— o +a -

na pravé strané jest druhy ¢len roven pf{molarému integrdlu

ds 2a1

L pray
3 s—gq—m

(283)

a v prvifim Clenu jest voliti integratni tdru v roving s tak, aby
neprotinala 74dny z fezdi, jeZ jsou obrazy fezd y a »' vedenych
v roviné ¢ urtené transformaci (6). Oznalime-li tyto obrazy
tymiz symboly y a y' jako origindly, spojuje v roviné s Cdra 7
viechny komplexni nullové body funkce (s), jichz imagindrni
¢dst jest kladnd, a Cdra y° viechny n. b. téZe funkce s imag.
¢dsti negativni. .

V roviné s opatiené Yezy y a y* jest levd strana rovnice
(28) za uvedeného pfedpokladu o integratni Cdfe jednoznatnou
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funkei s. Je-li s = 0, mize se na pravé strané v (28) integro-
vati podél redlné osy; ponévadz logarithmus na pravé strans
v téze rovnici jest definovén p¥imocarym integrdlem (28a), jest

lim log (1 — —-s—-—) =0. (29)
=0 1 .
5 T

Z rovnic (6), (27) a (28) plyne ddle, ze

t
(i — ¢t
log(l_*_?) t+“ L/‘_,__,_i
l

S + ¢ — g
s et
= log (1 - T—*.) —lg 5y
— tai -
2
a tedy dle (206a)

3 [l0g (1 — %) log + (1 + —(t?)] = log &(t) — log £(0)

[+
=3 [109 (1 — —1-—3—) + log (1 — Ts——)
—2~+at —Q——az

2w 200
— (1e0 gy 100 “2&2:‘1)]*

Pro t = ?t, s = 0 obdrzime vzhledem k (26b) a (29)

—log2—1logéE(0) = — % (lo_q —2;?%] —+ log 2—2—‘2——1)

(24
Odectouce obé posledni rovnice obdrzime

log §(t) =3 [log (1 — _;_ i;)

+ log (1 — l—‘?——)] — log 2. (26¢)

5 o

V této rovnici jest dle odvozeni log §(¢) definovdn dle (26),
logarithmy na pravo dle (28) a log 2 je redlni; soutet se vzta-
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huje na ty kofeny. rovnice £(t) = 0, jejichz redlni Cdst jest
kladnd, — :
Logarithmus funkce §(s) md vzhledem k rovnici (9)
AEE)  __ aiiQ)
s

(s — D4 r(2 )—(s —1 r(—;-+ 1)

rozvétvovaci body

§(s) =

(9)

1

a) v komplexnich nullovych bodech -5 + a; funkee

£(s), jezto s = ; + ti,

b) v bodé s =1,

¢) v pblech F(—;— + 1), t.j. vbodech s = —2, —4, —6...

Abychom mohli log (s) jednoznainé definovati, p¥ipojme
v roving s k feziim y a ¢’ fez & vedeny podél p¥imky ¢ spoju-
jicf bod s =1 s tim komplexnim nullovim bodem —; +

funkee £(s), jehoZ magindrni ¢4st jest nejmensi (a oviem kladnd,
jezto redlni ¢dst e jest kladnd), a Fez & vedeny podél redlni
osy od bodu s = — 2 potinaje na levo do nekonetna. V roviné
£
£(s)

s roztiznuté ttemi fezy: & 4+ 7, 7" a ¢ jest viude spojitd

fynkee; budiz
log £(s) = .g-(‘::)- ds — log 2 + wi. (30)

Integrdl nesmi piekrotiti zidny fez; log 2 budiz redlni.
Tato definice pfechdzi pro s =0 v
log £(0) = — log 2 + 71,
coz se shoduje s rovnicf (12). -
log £(%) jest dle (26) redlni pro ryze magindrni hodnoty ¢,

t. j. pro redlni hodnoty s; v rozfezané roving s budtez také
logarithmy '

log s — 1) a log I‘(%—l—l)
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redlni pro s redlni a vétsi nez 1. Za téchto supposic lze psiti
(log = redlnf) na zdkladé rovnice (9):

log £(s) = log £(¢) + %— log =

— log (s — 1) — log r(% + 1).

Diikaz: Pravi strana jest redlni, kdyZ jest s redlni a vetsi
nez 1. Blizi-li se s od takové hodnoty k s — O podél redlni
osy, zistdvaji prvni, druhy a é&tvrty ¢len na pravo redlnimi a
blizi se k hodnotim — log 2, 0 a — log I' (1) = 0. Treti tlen
vyzaduje, aby se s pfi tom p¥echodu vyhnulo bodu s =1: to
se viak mize st4ti jenom pod redlni osou, nebof nad redlni
osou vybih4 z bodu s =1 fez & + 7. Amplituda binomu (s — 1),
jeZ se pavodné rovnala nulle, pfejde v — =i, tedy jest

log £ (0) = — log  + i,

kterdzto rovnice dokazuje totoZnost obou definic (30) a (30a)

pro log & (s).
Ze zndmé formule

30a)

T
( +1)= kﬁ]ﬂui 1L i
( 2 *4,)"'( 2n)
plyne rovnice

— log I’( +1)— lim [——logn +2' log(1+ )]

n=—w m=1

Nahradime-li v (30a) na pravé strané posledni tlen touto
limitou a prvni ¢len fadou (26¢), obdrzime

log§(s)__logm _log2 log(s—1)

s 2 s s
+lim =58 5 o (14 55 @

+ 3 [silog(l— i s_) +—;—log(l~—1—s—-—)].
« g—}—ai ?—ai

V posledni iad® jest nutno sefaditi ¢leny dle rostouci redlni
Casti kotent «.
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Integrallogarithmus.

16. Pro hodnoty proménné z redlni a ve&tsi nez 1 jest de-
finovin integrallogarithmus z rovnicf

Lz(x):fzz(‘/‘logy +flogy) k> 0.

Zavede-li se misto y nové integraini proménnd z rovnici

Yy = ¢ nebo y — %,
obdrzime
—d log %

Li —1 e dz e‘dz)
i (&) = lim (_ f f 3>0 (32

nebho

—& 1
N 2*dz x* dz . c
Li (x)_fzr:(—[ . +f . ), e>0;  (33)

logarithmy jsou vesmés redlni.

Ze limity naznatené na pravych strandch rovnic (32) a
(33) skuteCné existuji, plyne z této vivahy:

V zdvorce na pravé strané rovnice (32) jest za integratnim

P e . . . , .
znamenim funkce - jez md v bodé z =0 pol s residuem = 1.

Budiz A ¢ira v roviné z slozend z téchto tii ¢dsti: z fiseku
redlni osy od — oo do — 4, z pilkruhu, jenZ maje stied v z==0
spojuje body & a — d, a z useku redlni osy od — d do log 2.

Pro lim 6 = 0 obdrzime

/ € _ Ii (@) T i
A

V4

Na pravo jest voliti horni neb dolni znameni dle toho, probihd-li

zminény pilkruh nad redlni osou aneb pod ni; L7 (z) jest li-

mita naznalend na pravé strané v (32). Limita ta existuje, po-

névadz integrél podél A vzaty md konetnou hodnotu.
Piseme-li ¢* misto x, mdme

Li (&) = f e'zdz F i (34)

-—C00
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vyhybd-li se integratni ¢dra A’*) bodu z — 0 nad (pod) redlni
osou, jest vziti na pravo horni (dolnf) znameni.

Dle odvozeni plati formule (34) pro redlni z > 0. Ale jeji
platnost 1ze snadno roziffiti pro libovolné komplexni hodnoty z.

Pro komplexni x stanovme v integrilu (34) integratni ¢iru B’
takto.

B' budiz dsek piimky vedené rovnobéZné s redlni osou
z — oo do z; je-li imagindrni ¢dst x kladnd, jest vziti v (34)
horni znamenf, je-li zdpornd, dolni. Analytickd funkce Li(e?)
proménné z vzorcem (34) definovand md tyto vlastnosti:

@) pro redlni z = z, = 0 shoduje se s integrallogarithmem
v pivodni definici, nebof lze integraéni Cdru B’ prevésti spo-
jitou deformaci v ¢dru A’, aniZz by se hodnota integrdlu zmé-
nila, blizi-li se # k néjaké redlni hodnoté z, > 0. Pilkruh
kolem bodu z =0 jest nad redlni osou neb pod ni dle toho,
blizi-li se  k z, hodnotami, jichZz imagindrni Cdst jest kladnd
neb zdpornd.

b) jest spojitd pro vSecky koneéné hodnoty z, vyjimaje
reilni hodnoty zdporné. Nebof blizi-li se x k redlni zdporné
hodnoté z‘, konverguje Li (e¥) k

~ e de . e ds
f p ——mnebokf p + 7

(integrdl pi¥imocary) dle toho, déje-li se ten piechod skrze hod-
noty z, jejichz redlni &dst jest kladnd neb zdpornd. (Riemann
61, Mangoldt 41)**).

Prdavé tak jako byl vzorec (34) odvozen z (32), odvodi
se z (33) pro redlnd x vétsf nez 1

1

Li@w= [ xf;dﬂini. C(35)

—_x

Integratni ¢édra mize se vyhnouti pélu g == O bud nad redlnf

*) A' obdrzime, ptipojime-li k A tsek redlni osy od s ==log x do
z=x

**) Definice integrallogarithmu Li(e%) pro £ < 0 nejsou u viech autorft
souhlasné. Viz na pf. (55) a (52).
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osou neb pod ni; dle toho se voli na pravo bud horni neb
dolni znameni.

17. Mangoldt (£43) naznailil, jak se dd jednodule dokdzati
véta:
lim Li (x) . g

T—=®

Diikaz: Polozime-li

=1. (36)

1—0L

Lt(?)—C_hm( logx+flogx>

jest

. ~ dx _ “
Lz(x)zc—l—;/‘-lb—_(]_a—;— [loga:] +floq x

aneb

Li(@)=C+ loga;+flog %’

kde konstanta (' jest urcena rovnici

2
C=0C— Tog 2°
Patrné jest
A _ @
logtg “log®2’

a tedy dle posledni rovnice pro L:(z):

oz . z z
L’ )\ — .
' (l_gg“l:) <0+ log®z (log x — 2 log log x) + log® z log® 2
Z toho ndsleduje, Ze
lom Lz( ) log = =0.
0g9%x

z=—w z

Ponévadz lze pro kazdé x> 1 psiti

Li @)= Li (e x)+ S ,,f;”x

loql z
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a tedy, je-li logz>1,
: (2 )4 1 1
Li(z) < Li (logg z) TE\ 1= Tog%) 1oy z — 27l0g log #’

. S x 1 1
Li () > Li (logq x) + x( 1— log® x) “Tog z’

obdrzime ihned rovnici (36).

Riemannova formule.

13. Budiz F (x) polet prvotisel menSich nez z. PoloZi-
me-li (prozatim supponujeme, Ze x neni celé itfslo)

f@=Fot 5T (x) 5 F(x) H.7, 6D)

plati dle Riemanna tato rovnice:
a+ic
— 1 rlogl(s) g5 -
f(x)__2—-m./“x 200 ds, a>1 (38).
Integratni tarou jest piimka rovnob&Znd s imagindrni osou
a prochdzejici redlnim bodem s = a.
Riemann odvodil (38) inversi rovnice

log ¢ r . -
Lg_s_(i): f f (@) .z 1 da, (38a)

kterd se jednoduSe dokdze z Eulerovy rovmice (1). Tato in-
verse, kterou provedl Riemann Fourierovymi integrdly, uvddi
se od pozdéjsich autori v nejriznéjiich formdch. Uvadim niZe
piesnou formulaci a dikaz rovnice (38), ktery podal Landau
(36 p. 741—742).

Piedesflim ddkaz Cauchyovy véty (39) a odivodnéni
jiné definice (37a) funkce f (x) definované pivodné& rovnici (37).

Pro kazdé redlni Cislo @ vétSf nez 1 a pro redlni y jest

a+ Ti
. 1 *ds 1
lim = [Y9%5 —-
v S J s = 1neb 5 , I'>0, (39)

*) Rada na pravo mi jen koneény pocet &lendl, jeito 1 se za prvo-
&islo nepovazuje.
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dle toho, je-li
y=1lneby—=1.
Tuto vétu, kterou znal jiz Cauchy, lze odvoditi riznymi
zpisoby. MiZeme na p¥. vychdzeti z Laplaceova integrélu

1 . .
; a 208 uv -+ u Sin uv —
lﬁ"f 2+ ; du = 2m¢~""; a > 0,v=>0.
= a4+ u
—T
Kladouce
z—a—=—1tu
obdrzime
atil T vatin) T i
vz A2 . e .va [f@ €OS UV 4 u stnm uv
e Z— =1 m du = 1€ PE) 0 du
a—iT -7 % —T + w
T
va ["U COS UV — & SiN UV
+e 5 5 du,
o a4+ u

Posledni integrél jest roven nulle. Pro

=y
obdrzime z Laplaceova vzorce
a4il
lim _ 1 y*dz
T—ux 2”za—2 7 lLLy>1
Je-li v =0, mdme jednoduse
“Fas . [ ad T
Gz [ 2 g =
fz _zfag_l_u,;__dzarctg P
a—t1 -7
tedy
a+$i?
lim 1 ds _ 1
I—®» 2”1 a—i.T 2z 2

Na misto definice (7) funkee f(x) lze zavésti definici
jinou, dplné equivalentni. BudiZ b, :—’1’—2, je-li index = m-tou

mocninou n&jakého prvoiisla, a b, =0 pro viecka n nehovici
této podmince; predpoklddejme ddle, Ze x neni celé ¢Eislo,
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oznatujice symbolem [z] nejvétsi celé &islo v x obsaZzené. Pak
jest

[
f@=2b (37a)

Nebot v fadé na pravo jest kazdy &len, jehoZ index » jest
prvotislo, roven 1; soulet téchto &leni ddvd F (). Kazdy ¢len,
jehoZ index #» jest roven m-té mocniné néjakého prvoéisla, rovnd

. 1
Se—; sontet téch lend dévi —;—F(wm). Oleny, jich indexy

nejsou mocniny prvotisel, rovnaji se nulle, takZe definice (37)
a (37a) souhlasf.

Prispévek k plocham rotacnim 2. stupné.

Fr. Kaderavek, assistent &eské techniky.

V pojedndnf ,0 specielnfin kvadratickém komplexu te-
traeddlnfm“ *) ukdzal p. vlddni rada, prof. V. Jarolimek, analy-
tickym zplisobem. Ze komplex uvaZovany obsahuje nepiimkové
plochy druhého stupns, béfeme-li v tvahu téZ jeho pifmky ima-
gindrné a Ze moZno nepiimkové plochy 2. stupné vytvireti ob-
dobnym zplisobem pffmkami imaginirnymi jako plochy sborcené
piimkami redlnymi. I moZno pfikladem vytvorfiti rotacnf plochy
nepfimkové 2. stupné otdcenim jisté dvojiny piimek imagindrnych
kol reilné osy. K synthetickému dikazu odvodime si piedem
ndslednf vétu: ,Jsou-li diny pifmky O a 4’ | B" (obr. 1.)
a vedeme-li pfimku P’ | O’. na kterouZ naneseme od prisetiku
8 O do bodu ! stfednf geom. umérnou usetek vyttenych na P’
pHimkami O’, 4’ a O, B’, vyplni bod !, posunujeme-li pfimku
P’ rovnob&zng, kruZnici trojihelnfku O’A’'B’ opsanou; O jest
pro ni priimérem.

Oznatme prisetdky ptimky 7’ | O’ s piimkami O, A’, B
s kruznici L' trojuhelnfku O’A’B’ = 1'2'3" opsanou pismenami
o, a’, b a I‘; pak 3'0'b' oL a'o’l’, i plati tméra 30 : o'b’

*) Véstnik kral. ¢eské spoleénosti nauk v Praze, 1906.
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