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0 jedné ze stézejnych otizek nauky o funkeich ™.
Od M. Lercha, F. professora ceské vysoké skoly technické v Brne.

L

Nejprve zminime se zde struéné o iadé, jez md derivace
v§ech stupiiii a piece nepiipousti rozvoje dle celistvych kladnych
mocnin velitiny (r — z,), necht jest z, jakékoliv.

Funkce tohoto druhu poprvé byly uddny od p. P. du Bois-
Reymonda v XXII. svazku ,Mathem. Annalen“; ponévadz vSak
tada, jiz zde chceme uvazovati, vyznamendvd se jednoduchym
tvarem, bude snad nékteré Ctendfe zajimati**).

Jest to fada

fay=3% Z2E &
n=0 ":
kdez o jest liché slo celistvé. Rada tato konverguje, jakoZ i
jeji veskery derivace ***) stejnomérné, a tedy dle zndmé véty pfi-
pousti differencovdni ¢len po Clenu. Je-li & liché celistvé Cislo
a piseme-li
/%3

0 — E"—’
obdrzime pro derivace funkce f(x) v bodé x, vzorce
(— L #(2y) = @(a®) — e,
(— 1 f@HD(a) = o (a1,

*) Prvni ¢4st tohoto ¢ldnku jest volnym piekladem turyvku pojednéni
ze »Journal fir r. und ang. Math., svazek 103, str. 126—138; druhd ¢ést
volnym piekladem pojednani z >Monatshefte fur Math. und Physik<, 1897,
(8), str. 377—382; (téz Acta Math, 1899, sv. 22, str. 371—377).

**) Jak v druhé &asti ¢lanku bude ukizdno, byl du Bois-Reymondiv
dtikaz (mné r. 1886 jesté neznamy) povrchni, ano i klamny. Na citovaném
misté du B.-R. sviij dikaz nijak nevylozil. M. L.

**¥) Derivaci jest zde rozuméti fadu vzniklou derivovanim &len po ¢lenu.
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Klademe-li k vili stru¢nosti
m—1 a?kn
@ (a%) = 2 T (cos a™bm + 1),

m—1 a(2b+1)n
y(a¥+) = 2 | — sin a™"bx,

Taylorova véta pro funkcl f(x) sklddd se ze tii Fad

3 (— 1rg(em BN,

@R
9 ( x())?k«l-l
k= 20(_ Do @) m’
3 1)et (. — z)* -

) T (20!

Prvnf dvé z téchto t¥{ ¥ad konverguji absolutné, jak jest
bezprostiedné patrno, a o tfeti dokdzeme, Ze diverguje i pii sebe
men$im z — x,.

Polozme za tim tcelem

1
| z—z, | = "g‘/“;
ptedpoklidejme y = 1; pak jest nutno vySetfovati vyraz
e’ - - u,.
yvl o ()

Jest vSak pro libovolné velikou hodnotu »

v__ V__ 2
’M,,,:G"’ vlogvy>ea v,

a ponévadZ posledni velitina roste nad kaZdou mez, plati totéz
tim spife o veliting

e®

)
y'v!
tedy také o lenech tketi Fady, kterd ndsledkem toho diverguje,
odkudZ plyne, %e funkce f (x) v Z4dném bodu tvaru

Ty = (b liché)

nephp‘ouéti rozvoje v potenéni fadu.
JelikoZ vEak tato mista se vyskytuji v kazdém sebe meniim
intervallu, jest vlastné nemozno vyjddfiti f(z) potentni fadou,
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ponévadZ by se v opatném ptipadé na urtitych mistech tvaru
__ b=
Xy = %—
chovala analyticky pravideln&, coz naSemu poslednimu vysledku
odporuje.
Uzavirati viak z toho nemiZeme, Ze Taylorova fada pro
f(x) také pro takovd z,, jeZ nejsou tvaru
br
5777
musi divergovati, nybrz plyne odtud pouze, Ze zbytek Taylorovy
fady neni nekonetné maly, podobné& jako tomu jest pfi funkei
b

e =
pro z, = 0.

1L

V 21. svazku ,Mathem. Annalen“ pojedndivd P. du Bois-

Reymond o nekoneinych faddch tvaru
3 Up SIRP T,
p=1

pii temz koefficienty spliuji urtité podminky asymptotické, a
diskutuje zejména pifpad w, = ¢~ '?;” funkce touto fadou defi-
novand md derivace vSech fddd, a dle ndhledd du Bois-Rey-
mondovych nemohla by splynouti se Zddnou funkei komplexni
proménné, t. j. nebyla by analytickou.

Disledek toho by byl, Ze pfi nekone¢né fadé mocninné
3 Vmyn
m==1
obor konvergence — kruh o poloméru » =1 kol nullového bodu
— byl by zdroveii oborem existenénim.

To jest jisté ndpadné a také p. Pringsheim na to poukdzal;
nicméné spokojil se jen s jednotlivimi pozndmkami a otdzky
samotné neroziesil, at jest roziedeni velmi jednoduché, jak chceme
nyni ukdzati.

Predev&im budiz » komplexni proménnd absolutni hodnotou
mendi nez 1 a budiz @ kladnd redlnd velitina; pak konverguje

1*
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nekonetnd Fada
3: e—!l’ Eﬁum
m=1
absolutné; abychom poznali, jak se chovd na obvodé kruhu kon-
vergenténiho | » | = 1 a jakd jest analytickd povaha této trans-
cendenty, pouzijme integrdlniho vzorce

-3 @ l._—.
/e—m"_?——aL :\/i ¢~ Wam,
b z\z a

pii tom nebudeme se zdrzovati dikazem rovnice

-
m==1

o 0
® —me—2 ax —mz— 2 dx
2u’"fe "= fume ™

] z\/z zVz

a piistoupime hned k diskussi resultdtu

3 ym—1p—wam =f __e__z-_dx_r )
@ m=1 J (¢ —uw)a\w
Pro analytickou funkeci
ow=\" Ferme (ul=D @

a m=
ziskali jsme takto vyjddfeni omezenym integrdlem
® fe: do
W=)euoVe
Jjez poskytne bezprostfedné propagaci analytické funkce @ (u).
Tento integrdl existuje totiz pro vSechny hodnoty u, jez
jsou zngzornény body v komplexnfi roviné vyjimaje fez (1...)
provedeny v redlné ose, a md v tomto oboru patrné povahu
celistvé funkce.
Odtud plyne, Ze nage funkce (2) pfipousti propagaci v celou
rovinu (u), prozatim s vyjimkou ¥ezu (1...).
Mocninny rozvoj této funkce v bodé =+ na pf. plyne
ze vzorce (3)
D) =3 4y (u — 9y,
R vy —0
pii Cemz
_ e = dx
A= e e
4




Patrno jest, Zze

| Ay | <fe'%_(”*"‘ —di_:\/”—e—vm,
. a:\/x a

a fada konverguje pro | w — ¢ | < 1, jak bylo zfejmo jiz diive,

Chceme nyni dokdzati, Ze se funkce & (u) téZ podél fezu
(1 ...x) chovd analyticky pravidelné s jedinou vyjimkou
bodu » = 1.

Budiz L ¢éra, jez vychdzejic z nullového bodu probihd
pobliz redlné osy v komplexni roviné (x) do nekonetna.

Pak funkce

a

e =z 1

e —u’ g\z

chovd se v oboru ohrani¢eném redlnou osou a kiivkou L regu-
ldirné a integrdl

a
‘/’3—5 dz
z—-—‘_‘ . P —
Je'—u’ g\lz

vzaty podil ¢dry L jest roven integrdlu o (u).
Integrdl ten k pfesnému urteni svého konvergentniho
" oboru vyZzaduje jiného Fezu, od prvnfho fezu zcela rzného (jest
stanoven body » = ¢*), a chovd se ve vSech bodech ptimky
(1...) reguldrné s vyjimkou bodu » — 1.

Konstrukce piikladd funkei s ¢arami singuldrnimi maze —
po pracich Weierstrassovych — sledovati jen paedagogické dcely.
S tohoto hlediska pojedndval jsem pied desiti roky o nékterych
vyrazich; ndsledkem skrovného roziifeni spisi krdl. Ces. spol.
nauk v Praze staly se tyto price velmi mdlo zndmymi, ba sa-
motné pojedndni o jistfch funkecich nep¥ipoustéjicich -derivace
v 103. svazku Crellova Journalu (Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik), uSlo pozornosti p. Mittag-Lefflera*).

Zejména ve svém pojedndni ,Uber Functionen mit be-
schrinktem Existenzbereiche* **) odvodil jsem nékolik p¥ehled-

*) Sur une transcendanle remarquable trouvée par M. Fredholm (Acta
Math. sv. 16.). Moje na konci pojedndni uvaZovani Fada (viz prvni &ast
pritomného élinku. Pozn. red.) poskytuje bezprostfedné funkci téZe vlast-
nosti jako fada p. Fredholma.

**) Ablhandlungen der kon. bohm. Gesellschaft der Wissenschaften,
VII. F. 2, Bd. 1888. :
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nych vyr’azﬁ tohoto druhu, jakoZ i nové methody dikazi a ze-
vieobecnéni. Tak na pt. jest tam dokdzdno, Ze dvojitd Fada

£, 2, 3)(0 e
w—0 »—O\ ¥ v

nep¥ipousti ze svého konvergenéniho oboru |u | <1, |z| <1
pokracovdni, kdyz konstanty m, ¢ nejsou celd positivni ¢isla
a konstanta a md absolutni hodnotu 1, neni v8ak kofenem z 1.

Z jmenovaného pojedndni mnoho p. A. Pringsheim v Mathem.
Annalen sv. 42. a 44. znovu publikoval, tak na pf. zeveobec-
néni, o némZ on ve sv. 42. na str. 166. pod ¢arou se zmiiiuje,
ddle zpisob dikazu, jehez na str. 50. a H1. pouzil. Ode mne
pochdzi téZ pozndmka, Ze lze utvofiti vyrazy tvaru

jez svoji absolutni hodnotou zistivaji pod urtitou konstantou,
Jje-li x omezeno na obor, uvniti néhoz nelezi zddny bod a,, ani
na jeho okraji, kdyz téZ vSechny body tohoto okraje jsou hro-
madaymi body (Haufungsstellen) mnozipy (a,). Ukédzal jsem to -
na str. 7, onoho pojedndni piikladem

¢, (—1)

—— (2|=D,

v—0 ;+2-yam'
xr—e

pii CemZ e znadi irrationdlnou redlnou konstantu. O vyrazech
toho drubu jednd p. Pringsheim ob&frnéji v 42. sv. Mathem.
Annalen. P. Pringsheim chtél viak v této otdzce jiti ddle a tvrdi,
Ze vyraz

c’

f@y= % , (=1 ¢, | konverguje)
yv—0% — &y .
nepftipousti propagace z oboru ¢, kdyZ viechny body a, leZf sice
vné c, aviak tak, e jejich hromadné body tvoif okraj oboru ¢,
ptedpoklddaje, Ze a, nevypliiuji Zddnou tdst plosnou pantachicky.

,Nechtsl jsem v r. 1887 jiti tak daleko jako p. Prings-
heim, a nechal jsem otézku nerozhodnutu, ponévadZ se mi dikaz
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zddl téZky, a jeSté dnes*) se mi zdd tézkym, tak Ze odpovéd
na tuto otdzku nynf ddti nemohu. Mysli-li p. Pringsheim, Ze tato
otdzka jest rozluSténa jeho theorémem (na str. 168. 42. sv. Math.
Annalen), jest na omylu, nebof jeho diikaz jest klamny, a spravnost
jeho theorému nejista.* Prel. K. Cupr.

Pozndmka redakce. Dlouho vlddlo minéni, Ze lze kaZdou
funkei rediné proménné, jejiz veSkery derivace existuji, rozvi-
nouti v fadu Taylorovu

@ =f@) + 1 @) @ — ) + L3 @ — a4

a Ze pii tom nanejvy§ tfeba vyjmouti urtité zvldstni body =z,.
Minéni to nachdzelo zddnlivé podpory ve faktu (Cauchy), Ze pii
komplexni proménné existence prvni derivace a jeji spojitost
zajistuji existenci vSech dalsich derivacf a platnost Taylorova
theorému uvnit jistého oboru.

Prvni, kdo tuil, Z¢ minéni zprvu naznalené neni spravné,
byl P. Du Bois-Reymond. On tvrdil, Ze existence vSech derivaci
u funkce redlné proménné nezarutuje jesté konvergenci Fady
Taylorovy, t. j. analytickou povahu funkce, a podal také jisté
kategorie fad, jez za jistych okolnosti mohou poskytovati tako-
véto meanalytické funkce. AvSak diikaz, ktery pro svoje tvrzenf
podal Du Bois-Reymond ve spisech krdl. Bavorské Akademie
véd (a ktery opomenul ptevziti do svého sdéleni v Math. Annalen
sv. XXIL), nevylutoval veskeru pochybnost. To postavil M. Lerch
na jisty zdklad, ukdzav ve svém tldnku Ueber die analytische
Natur einer von P. Du Bois-Reymond betrachteten Funktion **),
Ze mezi funkcemi Du Bois-Reymondovymi vyskytuji se téz funkce
v fadu Taylorovu rozvinutelné, tak ze Du Bois-Reymondiv diikaz
musi byti nesprivny.

Otdzka takto znovu se namanuvi{ stran existence funkef
v fadu Taylorovu nerozvinutelnych byla vSak jiz od r. 1886
rozfeSena nade v&i pochybnost a sice pfisvédeivé M. Lerchovou

*) Rozuméj roku 1897.
*¥) Monatshefte f. Math. u. Phys., sv. VIIL, 1897.
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fadou *)
® C0S a"x
f@) = cz T
kterd mé derivace vSech stupiili, ale rozvoje v fadu Taylorovu
népfipousti.

Timto poznatkem ddn zéklad k rozdéleni ,mathematickych*
funkef ve dvé velké kategorie: ve funkce analytické, piipousté-
jicf rozvoj Tayloriv (kategorie Lagrangeova), @ ve funkce ne-
analytické, s konetnym neb nekoneinym pocétem derivaci, které
Taylorova rozvoje nep¥ipoust&ji.

Vzhledem k dileZitosti pfedmétu poklddala redakce za
ucelné uvetejniti Cesky preklad o této otdzce jednajicich stati
M. Lerchovych, ktery na jeji pidni obstaral p. K. Cupr.

O urceni z4kladnich substituci hypergeometrické
grupy pomoci Wirtingerovy formule.
Napsal dr. Franti§ek Graf v Praze,

. Pifme zdkladn{ integrdly hypergeometrické rovnice differen-
cidlni ve formé:
1

w=o [0500) 97 (1, 7) 972 (0, 7) 957 (v, 1) do
0

o fresu

T

2
Y=oy [930(v,7) 9% (v, 1) 9% (v, 7) B (v, ¥) do
[

ol |

- =, [0 dv.

*) Joﬁrnal f. die reine und angew. Math., sv. 103, str. 136.
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