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Odvozeni nékterych vzorcu z poétu integralniho.

Napsal

M. Lerch,
docent pil Seské vysoké Ekole technické v Praze.

O integrélu

d

AP Ha—1
1) J_—_-f‘)‘___ﬁ__ﬁ,

2
v 1—ze?

v némZ a znaéf komplexni veliCinu majicf za realnou édst
kladny pravy zlomek (e =a-+}f; 0<<a<<1), dokdZeme, Ze
nezdvisf na realné veli¢iné ¢, pokud tato se nachdz{ wvmitF
intervallu (0. .. 2n).

Pi3me za pfiCinou snazifho prehledu

NP ya—1

1— 2ze%’

f(py2) =

 _ ai ( a 269 )
2) = == = 1eWP zo—1 — — -
@2 op 1—2e® (1 —2e9)’
a pokusme se odiivodniti, dle znidmého pravidla o differenco-
vén{ integrdli omezenych, Ze vyraz

K:f}’(q),z)dz

rovné se derivaci :ll—']
P

JelikoZ tu jednak meze integracni nejsou obé konecny, a
jednak funkce f*(9,z) nenf vidy konefnou, vyZaduje pfesnost,
abychom tuto véc dokdzali pfimo. Vzorec % = K bude sprdvnym,

P
kdyZ dokdZeme vzorec | Kdp=J, —J,, kde ¢, ¢, jsou
Po
zcela libovolné veliCiny obsazené uvnitt mezery (0. ..2n), J,
J, jim ptfsludné hodnoty integrdlu J. Nebot ze vzorce posled-

a3, _
nfho plyne naopak a9, = K,.
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Za tim tdcelem piSme
K=X(@,N)+D(4,N),
kde

KoM= [ o0
)

) o
DN = [ f@adt [P,
(1] N

a pfi tom J, N znaéf dv€ veli¢iny kladné, prvd malou, druh4
velikou. JelikoZz tu v oboru 9 = (¢, ....¢,), z2=(....N)
jsou funkce f, f* stejnomérné spojity vici obéma literim ¢, 2z,
mdme skuteéné

P N
K @N)dp= [ [(f @12 —F (@0 )] d.
é

P

O veli¢ciné D (d, N) je pak patrno, Ze bude jeji absolutnf
hodnota men3f neZ

ot [ [ ]t

o

+ e—ﬁ(pf [z _Iil 1 + @ : 1)2] 2% dz = e—F%s,
N

kde ¢ md vyznam patrny, a Ze tedy bude

P1
[ D) dp = e (9, — g,) B,
Po

kde ¢’ jest obsaZeno mezi @, a @, a @ znac¢{ komplexnf veli-
¢inu men$f nez 1. Méme tedy

P N
K dp = f [f @112) —f (@01 9)] dz + @2 (9, — o) €Y',
Po o
piejdeme-li k limité pro 6 =0, N = o, bude lim & = 0, kdezto
oe—F% bude koneéné; tedy obdrifme skuteénd
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Py A
S Kdo= [0 —f (g0 e =1, T,
Po 0

coz bylo dokézati.
Méme tedy vzorec

aJ d
iw=J @9
0

a ponévadZ

2@

1— ze"”

f (9, 2) dz = ie%® g

plyne odtud

ponévadz funkce1 7 mizi pro z=0,. Z rovnice této

— ze'l,
ale plyne, Z¢ J mi v intervallu ¢ =(0....24) hodnotu
stdlou, kterd bude zdviseti pouze na a.

Klademe-li ¢ = =, obdrZfme
¥ go— dx
142’

nés ale zajimé vysledek, k némuZ dospéjeme ve vzorci (1) pfe-
chodem k limité pro ¢ = 0. Za tim tcelem rozloZme integral

(1) ve dva v. mezich (0,1), (1, =) a kladme v druhém z = % :

@) J = oo™
0

tim obdrzfme vzorec

201 ——iq> x—a
(1% J= eaupf (1 — ace“” 1— we“iq’) dw

aneb

1 a—~1 1—a f el oo —ip
b — Lai (w ‘ z ) ( I ) e
(J ) J—e 9’(/ 1 9 008 v — dx.

Bud » kladnd veli¢ina men3f nez 1; pak bude p¥i oznalen’
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r

o [(@ e — @ Lo d®
— gai de .
J’-emof 1— %2 cos g - 27 ?

patrné

) _ rwa—l + rl—a —. (wa __l___ m—a)
q)li{l(l) Jr—— (1'—@')2 dw,

0

a jednd se tedy pouze o vyraz

g gy [@IES) e o

1 —2xcos @ -«

resp. 0 jeho limitu pro ¢ — 0. Pi§me cos ¢ =1 — &; pak znf
realnd €ist pravé strany p# realném a:

[en—ra—ntemten ,
v 1 — )% 4 20

— (1 —pyE—=E) U= -7
= (1 1‘) (1 — §)2+28'§ ’

kde & jest ur¢itd veliéina mezery (r....1).

Funkce
et —1 go—1 a*fae
l—z ' 11—z’ 2z
jsou konedny a spojity v mezete (3 ....1), a tedy jsou mensi

ney jist4 veliina M nezdvisld na &, r.

Z toho plynou nerovnosti

|t — & | <M1 —§), & £ <2M§
a tedy téz

[ — ) (1 — O+ o+ &9 | <M {1 — §* + 28},

take realnd édst naseho vjrazu ¢ %9 (J —J,) jest mensi me¥
1 —»M.

Cést pomyslnd tohoto vyrazu jest pak
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1 a —a) g
f (x* 4 «—2) sin @ dos
(1 — )t -4 sinﬁ%

_f [(1—t)“+(1—t)—“]51nqadt
t2+4sm2“’ (1—1)

kde druhd forma vznikne z prvnf substituci @ =1 —t¢.
Ponévadz

(1 — &% =1 5 at - £2B(t) ,
kde P(t) jest koneéno pro t=(0....1—7r), a pak

1—r t*¥P(¢)dt
3[ t‘—‘,—-4sin2921. (1—1

< fl"sn(t)dt,

nachdzfme, Ze uvaZovand Cdst pomyslnd je tvaru

dt
2sing

: 9P
of t’+4sm2—2—.(1——-t)

4+ M1 —r)sing,

kde M je konené pro ¢ =0, » = 1; tento vyraz ale mozno
vypocisti, a sice obdrifme

2 5in @ 1—r—2sin22 25in? 2

_— [arctg 2 - arctg ————————3——],
2sini;icos32i 2sin%.cos—2— 2811120082

2 2
-+ M(1 —») sin ¢
a tedy se pro @ — O bliz{ veli¢iné =.
Méme tedy pti realném a:

wa—-l
_f e 4 M1 — ) i,

kde |M'|<<M, a M nezévisf na ». Pfejdeme-li k limité pro
r =1, méme tedy
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(3) f et da - 7t

0

a tedy porovndnim se vzorcem (2):

ani

o0
ma—l d(l! ww—l —_ .
——dx -+ =,

1—}—5 T 1l—ax

Porovndnfm c¢asti pomyslnych plyne odtud vzorec

¥ g1 dg n
4) —— =
v 142 = sinaz
a po té porovndnim Cdst{ realnych:
lma——l —

Ze vzorcd (2) a (4) plyne posléz obecny vzorec

f 21 dx ned(T—9)i
1— xe'P ~ ginax

(6)

k]
aneb psdno v jiné formé [viz (19)]:

me(m—9)i as—1 e~ g—a
6a PR 3 d
69 sin ax f (1 — 2d'® 1 — we“?’) “

2. Vzorce (4) a () jsou ony, jeZ jsme chtéli odvoditi
pifmo methodami poétu integralnfho. Vzorec (4) by se obdrzel
ponékud jednoduSSfm zpiisobem takto: JelikoZ J nezdvisf na ¢,

méme porovnénim hodnot pro ¢ ==, ¢ = —’2‘— vzorec:
Yeoide _ foide _ [f(Lieetde,
L4z 1—@" 142 7

predpoklddejme a realné a porovnejme ¢dsti realné po obou
strandch:
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cos @ [eTid_ [eide
2 v 142« 1422
PiSeme-li v pravo z* — «, obdrzi vzorec ni§ tvar:
an a
. — (=
2cos2 D(a) (2),
kde poloZeno

_ A go=1dy
(D(a) —_ . ﬁ‘? .
Nésobme rovnici prede§lou sin%, a piSme

P(a) = sinax D(a);
i obdrzime vztah velmi jednoduchy:
W(a) = ’P(—;—) .
Z toho plyne pak
a a
’I’(a) -—m(—‘l—) = g"(g)— “ 0oy
a obecné pro vSecka kladnd celistvd »:
W(a) = qf(?in).
Roste-li n, bliZf seé—z,;nulle, a je-li ¥(a) konetnd a spojitd
funkce na misté a — 0, méme
¥(a) = lim w(%) = W(0).

Ze Wa) je spojito pfi a=0, plyne pak z nésledujiciho
rozkladu funkce @(a):

D(a) =

o\
1%
s
+
c\
=k
A+ L
ol 8
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rozdilem 1

1 _
1—2 T 142

kde v prvém integrilu nahradime

¢imZ vznikne :

(a) =—}—Of fjfﬁf = @,

Oba integrdly v pravo jsou koneény a spojity na a — O,
a tedy bude

sinaxn

P(a) = D(a) sin aw = ~+ fla) sin an

spojito na a =0 a mimo to ¥(0) = x; mime tedy

P(a) = sin ax P(a) = =,

a odtud tedy vzorec (4).
Kdybychom chtéli vyéfsliti integral (5), ktery znamenejme

A, uvedme jej nejprvé substituci z = —alc—na tvar
_fza l_z—a _/ac“"l—w—“
dz = T—x “*

¢imZ mame:
20— -1 Z"“
2A _/ T 1—2z

Pfifce v ném pomyslnou substituci z = ¢%x, mame vzorec

Ca—1,89 __ —ay(1—a)ip
A= 2 T d
1—xe'®

T

ktery se presné odivodnf tim, Ze se dokdZe, Ze pravé strana
nezédvisi na ¢, pokud toto ndlezf intervallu (0...2x).

z , obdrzime

Volime-li pak ¢ = 5

amn (1 » a)?;;t

e —_—
x*le 2 — x—%
2A:f ————d,
0

1 — 1z
aneb
15
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"“fw (et — i) (1 o)
= e

Porovndme-li zde édsti pomysiné, a klademe-li ve vysled-
ném integrélu v pravo x?=— z, obdrZfme uZivajice vysledku (4):

an =« [cosamw |, sinam 1 cos am
2A sin — =5 —_ ==
A sin 2 an + an
€08 —-

2 cos?  sin % cos 0—‘—’—‘
2 2 2 2
a odtud
A=m=mcotan,
jako vySe.

3. Diitkazem vzorci (4) a (5) byla by naSe tloha ukoncena;
hodldme vS8ak jesté vytéziti nabytych vysledk pro zndzornénf
funkef fadami, a z té ptiCiny obratme se ke vzorci (69):

6% (T—9)1 / xo—1 e~ Pp—a i
e —| dx
sin am | —ae® 1 —xe—'? ?

.y , 1
v némz nahradme vyraz ————— souétem
1 — xeti®
ngtnie
'S a etviv |
=0 1—zeLi®’

¢imZz vznikne vzorec
meMT—P)Y w1 g n—1 o—(v+1)p
sinax "~ ,_ga4v ' ,—ga— (1)

mn+a—1emq> mn——ae—-(n+1)iq’

1 — 26 1 —xe™'®

Jeli @ uvnitt mezery (0. ...2x), nestane se funkce pod in-
tegrdlem nikdy nekonecnou a je tedy obsaZena pod stslou mezi
M, nezdvislou na ». Z toho miZeme dokdzati, Ze platf

lim
(a) n=— oo .

1 (mn-l—u——le’"iq’ P et ae—(n-{-l)itp

1—ae® 1 —ge® )dm:O.
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To znamens, Ze lze k dané sebe menSf Kladné veliCiné &
uréiti », tak, aby pro kazdé n>>m, integrdl za znamenfm
lim byl mensf nez &. JelikoZ integrovand funkce jest <<M pii
véech n> 1, bude

1
f , <M.d, kde d je mald veliina; volfme-li tedy
1—8

0= 2—fM' , pak bude

2. «
<735

"
1—¢
1—0
v integrilu f pak ptichdzejf pouze hodnoty x mensi neZ 1 — 0,
0
a tedy bude z" v celém intervallu integraénim velmi malé,
takze lze voliti =, tak, aby pfi n = n, byla vZdy integrovand
1—9
&
funkce mens{ neZ CRE tedy téz integral f sdm. Cely integral
0

1
f pak bude men3f nez —;——I—% pfi n =n,, jak tvrzeno.
0

Médme tedy pro n = w

e (T—o)i o e¥iP w g—ViP

Sinazw v=0% +v y—1a—

)

¢ili ve tvaru ptehlednéjSim:

nea(”—q’)i - ® ei’itp

: =2 2,
sinaw " a Ty

kde fada v pravo konverguje stejromérng vidi a, ponévadi ne-
konecné ubyvan{ integrélu (a) s rostoucim » nezaviselo na hod-

O

t a. PfSeme-li zde si e
note a. seme-i1 zae Sinaw — 2iea,7;i_" 29:__9,:2“”’ —V Za v,
méme vzorec:
2aumni Qs
. e w e YUY
8 He—————— — —_—
(7 ) 2 1e2a7u____1 ‘l’:z—oo a—y ? I<<u<l,

15%
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v integrdinfm pocétu ddvno zndmy, ktery m4 ten vyznam, je
hrél dilezitou roli pti nékterych pracich Kroneckerovijch*) Jako
zvl4Stnf pifpad obecnéjStho theorému vyskytla se tato Fada
u Lipschitze**) a v autorové Clanku o tetéZ véci jednajicim wi+)
" Zptisob odvozeni zde podany jest zajisté nejen formalné nybry
i methodicky nejelementirnéjSf, ponévadZ vystaéi s nejzdklad-
néj§imi vlastnostmi integralt funkef realné proménné. Uvedme
zde jako zvl4stnf p¥fpad hodnotu ¢ ==, t. j. » :%, ¢tmz

vznikne znimd tada

@®) r_ g W

sinax ,___ g a-}v °

Abychom mohli fadu (7) vytéZiti pro @ = 0, piSme ji ve
tvaru

e (T—@)i 1 E’ P VY
sinar ~ a L,—j\afv ' a—v
a vezméme po obou strandch Cdsti realné:

b zeosaz—g) 1 | 2acosvy
(™) sinar T 4 ,—qa*—»?’

Prav4 strana konverguje stejnomérné i v okolf bodu ¢ =0,
ponévadz Clenové fady jsou Ciselné men$f neZ prisluinf Clenové

fady
2a

Zi T
tedy miZeme bez okolkil kldsti ¢ = 0, ¢imZ obrifme

n
) ncotan:%——{—g-&—g—jw——zzlim 5 1

]
v=—1 n=—o v:—na+”

*) Sitzungsberichte der kon. preussischen Akademie der Wissenschaften
in Berlin, 1883 (Zur Theorie der ellipt. Funktionen) a 1885. Viz téz
krdtky ¢ldnek z jeho Journalu sv. 105.: ,Bemerkungen iiber die
Darstellung von Reihen durch Integrale.“

*¥) Crelle, 54. (Untersuchung der Eigenschaften einer aus vier Elemen-
ten gebild. Reihe.)

*x¥) Acta mathematica, t. XL
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kteryito vysledek lze psdti téz ve tvaru

' 1 1
7 cot axm _—-—}—v_Z_m (;—_*_—/u ——7) ’
kde v souétu X dluino vynechati ¢len » —=0. Porovndme-li
v obecném vzorci ¢dsti pomyslné, mdme

. 7 sin a(m—g) __ $ 2v sin vp
() sin an Ty—1 ¥*—a®

Pravé strana pro @ = O miz{, kdeZto levd m4 hodnotu =; to
pochdzf odtud, Ze tato rovnice byla dokdzdna jen pro 0 << ¢ << 2=,
a %e pravd strana je ptetrZitou na misté ¢ —0, coZ souvisf
s okolnostf, Ze fada tato konverguje nestejnomérné v sousedstvi
bodu @ = 0. Ze vzorcd () a (7°) obdriime pro a =0 resp.
porovndnim souciniteld pfi @ v mocninovych rozvojich obou
stran:

1 2 1 © €08 'V(p
—p = 23 sm'mp :
v—1 V
aneb piSeme-li @ = 2zx, vzorce:
® cos2vmxr 1 . 1 1 & sin2vax
y—q1 Vo —1(290—1) i _2—,,51 v

kde a je vidy uvnitf mezery (0....1). JelikoZ poslednf fada
je periodickou, o periodé 1, je patrno, Ze pro libovolné x pied-
stavuje zbytek « — E(x), jejz obdrZfme, odeéteme-li od « nej-
véts{ celistvé cislo E(x) v ném obsazené Tedy méme znimy
rozvoj velmi zajimavy

E(@) = w____+ Zsm 2mm:

v—1 V%

4. Methoda, kterou jsme obdrZeli vzorec (7), mfiZe vésti
k vysledkim obecnéjifm. Na pf. vyjdéme z integrdlu Eulerova
Y 2" e

B(a, b) = (_:{—_oc)_“'*’_b :
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imaginarnou substituci @ = 2’ dospéjeme ke tvaru

» a(pta —1
B(a, b)——f T 2" dz

-+ ze“”)“"”b ’

jehoZ sprdvnost lze verifikovati differencovanim dlé ¢. Pfi tom
jinak mnohoznaény vyraz (1 —{—ze"‘P)aer znamend onu hodnotu

exponencialné funkee ¢@™ ' t?) 1teron obdriime, kdys za
logarithmus klademe onu z jeho hodnot, jejiZ pomyslnd ¢édst
jest obsaZena mezi — =z a 4= RozloZime-li integral ve dva,
vzaté v mezich (0...1), (1...o), a klademe-li v druhém

s =L obdrime
X

1

" 'd, — A ot
B(a, b) = e®¥" f ___._“’ o L b9 /(-. A —

(1 e 14 ae—ie)*™
a odtud rozvinutfm vyrazd
1
1+ weii‘P)a+b

dle fady binomické a integracf vysledkd :

B(a, b) = 3

v—=0

—a—2>b e(a +v)ip g_(b + v)ip
) )
vysledek sprévny pro a + 0601, —z<<o <.
Uvéziime-li, Ze tu

1) F(b)
obdrifme rozvinutfm obou stran dle mocnost{ a a porovndnim
stdlych cleni :

v

- )
v + b4v )—F(l) o)

_ Porovnénim &dst{ pomyslnych méme tu pak

e—b 7 —(b 4 v)pi
sit Tt 3 () (S Tore
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sian)_l_ 2 (——b) (Sinmp __sin(b +v)q>) —o.
v b+v
Rovnice ta platf i pro zdpornd &, ponévadz pak fada kon-
verguje absolutné; klademeli zde b = — w, @ — ux, mdme tedy:

ut 2

.v=1

® sm(v—-wun:
v b

— (w) sin vum

»—=0 (2.4

kde w=—1, —1<u<<l.

0 lahvi Mariottové.

Napsal
Viadimir Svejear, professor v Piibrami.

PonévadZ odéivodnéni 14hve Mariottovy v u¢ebnych knihéch
nen{ uvedeno, stdj zde.

Budiz ¢, hydrostaticky tlak kapaliny od povrchu az k dol-
nimu konci trubice (od dc aZ po b, viz obraz 136. v Miiller-
Simonidové fysice pro vysS. gymnasia), ¢, od povrchu k otvoru ()
a ¢ k libovolnému bodu trubice; p budiZ tlak vzduchu vnéjsiho,
p’ tlak plynu uvniti ldhve.

1. Otvor trubice (b) nachdzf{ se pod otvorem lihve (a).
V otvoru (@) piisobf tlak p’ - ¢, na venek, p do vniti; kapalina
prestane vytékati, kdyZ

¢y P=p 1t

V trubici zdstane kapalina stdti u bodu, kde tlak shora p
roven jest tlaku zdola ¢ -} p’, tedy:

@ p=p +t
Porovnénim rovnic (1) a (2) vychdzi, Ze
=,.
Zistane tedy kapalina v trubici stdti ve vySi otvoru.

2. Otvor trubice nachdz{ se nad otvorem léhve (a). Tu
3) t,>t,.
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