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0 bodech obratu.

Podavé

B. Betka,

agsistent pii ¢. k. hvézddrnd.

V piedeslém rocniku p. 169. vyvinuty jsou analytické vyrazy
vyjadfujic{ podminky, jakéz plati, ma-li miti kiivka algebraicka
body mnohondsobné.

Di¥ive neZ tu pirikroc¢ime k feSeni obdobné tdlohy pro kiivky
n-té tifdy, zabyvejmeZ se s dalSimi zvldstnimi body (singulari-
tami) kiivek algebraickych a tu piedeviim s body obratu. Za
tim ucelem budiZ tu nejprvé nasSi snahou vyvoditi vSeobecné
platné rovnice pfimek tecnych v libovolnych bodech kiivky.

Abychom rovnice tyto vytkli ve formé co mozna jednoduché,
pouZijmez pro vztah soutadnic «, ¥ znamého nam jiZ oznaceni )

Uy=oay,+ 2 (ax -+ by)) =0. 6))
k=1
Prochazi-li kiivka pocatkem souradnic, jest a, =0, a pro

teénu v témz bodé

0 x + bl y= 0 E)
a tudfZ jest trigonometrickd tangenta dhlu e, jejz tvo¥{ tecna
s osou lsecek

=4 —_ %
tgoc___m.__ .

1 .
Obdobnych vztahtt docilime pro libovolny bod (h,, A,)
kiivky, poSineme-li jen do ného smérem rovnobéinym osy sou-
fadnicové, kladouce
e=E&-+h }

p=n-+h,
Substituci touto proméni se rovnice (1) ve

a0+§2Mk

@)

£ 3 ka M g kb M
' 1 n 1

+ 5222"(125) a? M+ 4 2fy g(’;)quk.z + n2§(720)Mk—2
18 @

%) Viz ,Casopis pro péstovin{ mathem.* Roé. V. pag. 170.
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kdeZ jest
M = ah, + bh,,

S pak veskeré ostatni zmocnénfm povstalé cleny vyznaluje.
PoloZime-li tu pro kritkost vSeobecné

n k .
k—i — .
kE:i z) a' br MF = (ab); )
pii cemz
vt v="1,
a pomnfme-li zdroven, Ze dle (1) dva prvni ¢leny dajf v souctu
nullu, an bod (k, k,) kiivce prindleZi, plyne pro rovnici (3)

tvar jednoduSsi
(@) §+ (O 7 } —0 (3) ’
+ (@), & + 2(ab), En+ (0); n* 4 S '

Yoy

v ptisluné tecné
@, §+®,n=0, -

aneb pouzijeme-li relace (2), t67

__ (2
y—h == @—h) (5e)
a pro smeérnici teény ‘
n __ (2,
fgoo——F — — —L_
T¢="% @&y (58)
Pro znimé rovnice kuZelosecek na py.
‘ 2 m?
:Z2 at 1
2 932
=,
] . y:—2px =0
jsou pi¥imky teéné
b%h
- ;T—l‘ (=—"H) pro ellipsu

b%h
y—h, =+ a2h: (x—hy) » hyperbolu

%
h, @)

» Darabolu.
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Abychom pak urcili asymptoty kiivky, stanovme nejprvé
pomoci Hesse-ovych soufadnic *) nekonecné vzdalené body z rovnice

(ax 4 by)» =0,
kterdZ » hodnot pro pomér %’c— poskytuje; jest-li tu pak

1--=(3]

pribyva absolutni hodnoty obou soutadnic soucasné do nekoneéna,
naceZ nutno pro asymptoty vySetiiti Jakych hodnot nabyvaji
v 10vn1c1 tecné

(@),
v=— et (g "+")
pii @ = o vyrazy
(@), fa);
@, ’ { @), "”””2}7

pti CemZ tteba vloziti do nich za y z rovnice prvni
=9 ().

Pro kuzelosecky :
2pm +qz?—y>=0

jest
a.._+\f /(OL)l —_\/q .
7 (@), — p |
g2y

a pro asymptoty
kterdZto rovnice toliko p¥i ¢ >0, tedy pro. hypelbolu poskytuje
pifmky redlné.

Pozndmka. Derivujeme-li rovniei U, podle x a vy, vznikne
20 = 2 ka M*-1 .

dx
AU,
—_— oy
-*) ,Viz ,Casopisu® roénik IL pag. 161.

= E‘kb M
1 1
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z ¢ehoz jde, Ze e=h y=h

"¢imZ se rovnice (D e«) proméni na
& —h y=hy .

2T
y—h, =" — g;c] (®—h), |

oy
jez se v poctu differencidlnim jinym splisobem vyvadi *).

Utinivie tyto pozndmky, hledmez vySettiti, za jakymi okol-
nostmi stane se poéatek soufadnic bodem obratu a osa usecek
tenou pifslusnou. —

Pro lepsf vzdjemné dohodnuti méjmeZ na zieteli deﬁmc1
synthetické geometrie pro body obratu. T4Z soudi as timto
spisobem:

Kazda piimka co kiivka stupné prvniho proting kiivku
stupné n-tého v toliktéZ — redlnych neb imaginirnych. — bo-
dech m. Sblizi-li se dvé z téchto prisekdt m, m, k sobé na.
vzdjem nekone¢né mnoho, jest pifmka tecnou a protind kiivku
v dal§ich (n—2) bodech; splyne-li pak s dvéma predchdzejicimi
jesté jeden z téchto (n—2) prisekdi, md tu pifmka styk troj-
bodovy a zahrnuje v sobé dvé teCen m, m,, m, m,, 0 nichZ,
pokliddme-li kiivku co obdlku jejich tecen, tvrditi mlZeme, Ze
dospély do polohy své sméry opaénymi. DBod tento nazjva se
bodem obratw (bodem inflekénim). _

Mi-li tedy byti bod pocdteéni bodem obratu s prlslusnou _
te¢nou y = 0, musi pii této hodnoté = — 0 ¢initi za dost rov-
nici kiivky (1) tiikrate, coZ se vyplni, jest-li

' g =a, —a, =0,

an se tu pro priseky kfivky s pifmkou y =0 obdrzi’

n
23 X a2 =0,
3 ’ .

%) Studnitka: . ,ZaKladové vy mathematiky L pag. 162.
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TutéZ wvahu rozsifiti lze na libovolny bod (&, k,), nebot
posineme-li osy souradnicové rovnobéiné v bod ten a pootoci-
me-li je pak stejnym smérem o dhel @ osou tusefek a teCnou
uzavieny, bude, oznalfme-li béZzné souradnice vzhledem k této
nové soustavé £ x

®=hy + §cose — 7 sin e
y=h,+ Esina+ 1 cose,
pii ¢emZz ovSem pootoceni tak provedeno, Ze osa X s tetnou
v jedno splyva.
Podlé rovnice (D B) jest vsak

~cos o= —%)— (6e)

S )
sing=— (68)
kdeZ polozeno pro kritkost
. . A:V(a)f—{-(b)f;
jest tedy téz
@ =hy - E—2L (b)l +q (a)l

)

—=h,—§ (ad)' + 9 (2" ,

coz vloZeno do rovmice (1) ddva

a, -+ %{(ahl+bh2)+“(b)' b (a), §+a(a),+b(b)‘ } 0.

Pii skuteéném zmochovin{ tfeba tu zvlasté miti na zieteli,
ze vyrazy (a), (b), jsou skuteénymi souciniteli a Ze tedy nelze
na pi. psati

a®), =aZkb M= kabM*,
coZ z podstaty celého vySettovani ziejmé vyplyva.

Umocnime-li tedy, jest téz

ao-{-E”M"- ]
1

(), Zka Mt —(a), 2 kbMw—
+ 1 A 1 g [ [ 0,

3 (9 i+ o) —b(@),)
+ 2 (2) (Zg ) £ 4 8
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kdez S md podobny vyznam, jakyZ mu piitknut v rovnici (3).
Pro bod (k, h,) ¢ili §=%=0 co bod obratu musi tedy sou-
- Cinitelé pii & a £ rovnati se nulle; prvni podminka jest tu
splnéna, jezto jest
(), T ka M*~' — (a), ZkdM* __ (b), (a); — (@), (b),
A - 4
zbyvd tedy podminka druhd
g 2
= (’;) m=( av),—b (@),

42
aneb umocm’me li pouiijl'ce zaroven oznaceni (4)

=0;

S |

a tudiz podle rovnice (519) a (6)
@z 4 (b); t9* & +- 2 (ab), tg &« =0

(ab)y + (ab),® _ _(_‘_")L .
®, — T (0)° )’
ponévadz tu vSak smeérnice ma hodnotu toliko jedinou, totiz
(@),

@), ’

@),* _ @ _,

(0),* 0, —

(ab)y _ (@
®. — ),
Pripojime-li k stejnindm témto rovnici (1), jiz rovnéZz sou-
fadnice hledaného bodu %, h, zadost ¢inf, a pouZijeme-li ozna-
¢enf v determinantech, zni podminky pro body obratu

aneb

tg o0 — —

g = —

musi byti

a téz

a, 1
_ Z' w1 =0. (Be)
(ab)2 (a')‘.’. — 0 8
®), (ab), ®0
@) @ |_, g
®: O &)
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Zvlastni piipad nastane, vyjadiena-li jest kiivka rovnicf
v tvaru rozvinutém

' ao—]—kE”;zkm"—{—bly:O. .

Tehdy jest
' (ab); = (b), =0,

)y =b,
a podminky (8) nepoddvaji nic urcitého; abychom Vbak i v tomto
piipadé rozhodli o bodech obratu, vylucme z relac (88) a (8)
veliinu (b),, ¢imZ se obdrZi rovnice
' (ab), (_"’)2
) (@),
z kteréz jde pro tvar rozvinuty
(@), =5 (k) a2 =0.
2 =2\ g

Pii kiivce na pi.
xt—3a® +br42—y=0

(@), = — 9 + 62®
proceZ jsou usecky bodt obratu

x, =0, x,=273,,
k nimz prxslu51 poradmce

=0, (89)

j'est

71
=2, ?/2-:’_1"6*

Vhodno jest zde opét stopovati ponékud souvislost pod;
minek (8) s relacemi, jakéZ v poctu differencidlnim pro body
obratu se uvddéji; methoda, jiz se tu uzivd, zaklidd se na té

poznamce, Ze v bodech obratu dosahu;e smérnice tecny hodnoty
nejvéts{ neb nejmensi. —

Déna-li tedy rovnice kivivky v tvaru nerozvinutém (1)
9@y =U,=0,

ey () . . .
a znacime-li (v ) derivaci jeji podle (y) vSeobecné (M’ je
pro nejmensf neb'nejvétéi smérmnici

( )_ d - Fro_ =0,
- Por

aneb podlé zndmych pravidel
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Pro P11 P20 Pos :iO } ' (9)
_ P11 Por — Poz Pio =0 ‘ ;
. i
a vylou¢i-li se tu pomér Pro_ ey
o o1
P11 P20 —0 (9a)
Po2 P11

ku kteréito podmince tieba piipojiti jednu z rovmic (9) na pi.
- druhou S N
P . Pro —0; (98)
Poz . Por
avsak jest, jak se pomoci oznaceni (1) a skutetnym derivovanim
rovnice (1) snadno lze presvédéiti,

Zh Yy —hy

[ 3o =it @ 97)

‘¢im# totoznost podminek (9) s (8) ziejmé jest vytknuta.
Dodatek.; Vyvinuvie splsobem elementdrnim vieobecnou

rovnici (be) pro teéné kiivky, nazna¢ime na konec struéné, jak

Ize ‘pomoci ‘zde zavedeného oznaeni vyetiiti maxima a minima

algebraickych funkei tvaru (1). '

_ Abychom ‘ur¢ili, pro ktere hodnoty proménné = v rovnici

algebmlcke ‘ :

a5 -1 12 (ax + by =0 (10)

-nabude y hodnofy nejvetsi neb.nejmenél’, povaZujmez ji opét za
rovnici kiivky - U,. V hledanych bodech, v nichZ -dostoupi y
maxima neb mlmma, stane se tu pak tecna rovnobeznou k ose
- usecek, coz vyJadreno jest podminkou
(a)] ?

=0
o), T

(@,=0. = (10 @)

Ktere 2 hodnot pro y = k, rovnic (10) a (10 ) plynoucich

Jjsou maximélnf, rozhodne se dle oznadeni hodnot potadnic sou-
sednich, ¢eltoz kriterium poddva rovnice (3 #); nebof pro body
. bodtim (&, h,) aneb £ =7 =0 velmi blizké lze voliti £ tak malé,
_aby o g rozhodly Cleny

tgo —=—

" ‘aneb

@, b @, 8,

Casopls muth. L . o2
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takZe mozno poloziti, jezto md byti (a), =0,

©)y -+ (a), §* =
aneb
_ (@)y 4o
1=, ¢
Jest-li tu 7 {k{adne, }, tedy
zaporné
(a)2 <
@ > ()
{prl',by,va} v sousednim bodé poradnice, a y stivd se v (&, hy)
ubyva
minimum }
maximum |

Pro funkce rozvinuté
y=a,+ X a,xt
1
jest (b)), =—1, a podminky (11) zni
(@), >0, pro minimum,
(@), <<O pro maximum;

pro funkci na pr.?)
Yy — Bay® -+ Byx? — a3t 46 =0
jest pro nejvétsi neb nejmensi y
(@), =1—3h?%}6h h,—3h,>=0,
kterdZto rovnice poskytuje ve spojeni s piedchdzejici

1
wl:-—G'—g—\/__?;

2 .
= — 6 4+ ———= maximum,
h TV

1
Ly = — 6 ——
: +3V3
Yp=—6— 2 — minimum.

3V3

PonévadZz se vySetfovdni funkci stupné 3-tiho a 4-tého
velmi Casto naskytuje, uddni jsou na pfipojené tabulce potiebni
soucinitelé, aby se pfi praktickém provaddéni pfikladd vzdy zvlast
sestrojovati nemusili. —

*) Pro kontrolu viz ibidem pag. 102.
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Pro cviceni se v symbolice zde uZivané budtez tu podiny
laskavému ¢tendfi nasledujici tkoly:

M4 se vyvinouti na zdkladé rovmice (3) a (9y) theorie
poucky Taylorovy, Maclaurinovy a Bernoulli-ho pro funkce o dvou
proménnych viibec a jedné proménné zvlast. —

2. Maji se piimo z rovnice (3«) odvoditi podminky pro
body obratu.

3. M4 se poukdzati k souvislosti podminek (11) a (80) a
vyloZiti geometricky vyznam souvislosti této.

4. Maji se nalézti délky tecny, normdly, subtangenty a sub-
normdly v libovolném bodé kiivky algebraické.

5. M4 se vySettiti, zdaZ mezi kiivkami vytknutymi rovnici
s proménnym parametrem v,

y = vt — e — 4> — 2
jest obsaZena kiivka takovd, pii niZ smérnice teCny v bodé
& =1, jest minimum. :

*) Na str. 12. . 5. shora zistala nedopatfenfm revisorovim chyba
stati; nutno pséti

Y= v
p —a =0 aneb p <>,



20

F—u oxd

0 “(q)
409+ Ty g+ - ()
o %(gv)
T— (@)
gy p Ty g+ ytog+ o Y(v)
nzedkA 8s BUAOL (]]) NJeA} YoKInuAZOd yoraxuny jid tonos.
Y (Pg0)9 + "y 'y (Pg'0) g1 + 74 "9 + 'y Ce'v) e+ "y ee+ ¢ *q)
2 (") 9+ "y ("¢ )BT +:y 09+ (gr) g+ Ty g4 v ¥()
Y (P ™) 9+ *y 'y (*¢*) g1 + Ty (") 9 + *y (") ¢ +- ¢ ("¢°2) ¢ + ("¢"») “(qv)
U9+ YO IET+ Y Y ()G 44 O+ (0PI e+ Y U P)9+ My e+ Ty (T )a+ "y a5+ Y| K@)
£ 59"+ "™y (q*RT + "0 "9 "PIB T+ " Pp- MUl e+ M 9 "y g+ (g "rla -y e+ o) ()
nzeifA es BUAOL (Q]) MJBA} YofnujAzodeu yajaquny 1d - ._mw__.___»
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