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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

O stitani fad numerickych.
Pro studujici napsal K. Petr.
(Dokonteni.)

10. Hlavnim tkolem jest udati pohodlné prostiedky ku vy-
pottu tsel By, d,. Z (1) mame nejprve pro ¢ + 1

Ay @)=V (2) 9, @) g, (2 +1) +
U@ (o, @) oy, @+ 1) —ag,,, (@) ¢y, (x+ 1)),
Dosadime-li sem za
Torr @) = oy, (@) @, (@) + dy,, oy (@), Yo, (@) =..,
a vysledky ndlezité srovndme, dostaneme
Aoy, (®) = by, (@) by, (@ + 1) Ay (2) + dy b, (@) S, () +
Doy Yoy @+ 1) By (@) +dg, 4y, (9);
Pii ¢emz jest pro krdtkost
S, @) = V (2) 9y (1) @, (= + 1) +
U (@) (wo (@) 9o_, (z + 1) — a pp_, (@ + 1) gq (),
Ry(@) =V @)@, @+ 1) g, @)+
U (@) (Wo_, (@) 9o (@ + 1) — aw, (x + 1) 9q_, (2)).

S, (#) jest Citatelem vyrazu (uvedeného na spoletny jme-
novatel)

“

V) Y@ ¢, @+1) )
U@ 9@ ‘g @+1D’

30
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vyraz tento viak jest rovny vyrazim

V(z) | ¥ (@ e z+1)
(U(w) T @ "o @+ o)+
ta (w @41, @+ 1))_

9, @+ g @+ 1)

(V (@) n Yo, (2) g Ve (z+ 1) (wg (@) v, (x))
U@ " g, @ %_l (x + 1)) Po (@) P, @)
Uvedeme-li zlomky v kazdé zavorce na spoleiny jmeno-

vatel, mdme, pouzivajice (4) a (2), pro S, (z) tyto vyrazy pro
a1

5, @ = Ao (@) o, (& +1) ahy , Ul(2) g, (z)

@+ I—a g, @+1)’
Lo @@ A U@e_ @+ ©
9, @  1-a Py, () )

Docela stejné odvodime
4, @) 9o, @ | A, U@ @+ 1)

Re (@) = %o @) 1—a P, (z) ) g
Ay, @0, @+1) | Ay U@ g, @ ©
P, (z+ 1) l—a g, @+ 1)’

Z téchto vztahi a rovnic (6) vyplyvd, ze S, (x), R, (»
jsou mnohotleny stupné ¢. Ze (6) plyne ostatné snadnym poétem

Sp (@) By (@) — 4y @ 4, (0) = — g M, V@) )
& pouZitim rovnic
9o () = b, () 9,_, (@) + dy @,_, (@), ¥, (x) =
P @+1)=... :
S, @ =4,_, @) b, (@) + dg B,_, (), (10)

R, @) =4, , (@b, @+ 1)+ d, S,_, @). (10%)

Rovnice dosud uvedené postatuji dplné k postupnému po-

Htdnf tisel B, d,. Nebof zndme-li pro urtité o Sy R,, 4,,
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A,_, (a tedy vzhledem ku @) d, 11); Vypotteme z (4) pozadavkem,
‘1by Ay, (x) bylo stupné ¢ — 1 (resp. ¢ —2), by, (@) =10+
By @ Ao +1 (x) a tudiz i d,,,. 7 rovnic pak (10) vyplyvd
~9+1 (®), R 041 ().

Aby rovnice (8), (8'), (9), (10), (10") msély platnost i pro

a« =1, jest —A—TL zaméniti v =1
=Lty 20 — 1

11. Pro praktické vypoéty jest vyhodno misto mmnohotlent
S, Ry A zavésti jiné, jichz koefficient pii nejvy$si mocning
1est rovny 1 Za tim utelem klademe pii o =1
AQ_1
S, (#) = — S (@), R, () =
A9 () =A, Ag (ac).
Tim se obdrzi vztahy (5), (9), (10) tvar:

Aoy, @) o dgyy = —bgy, @) by, (@ + 1) 4, @)
a

1 —
_r:d bQ-H (x) S@ (x) + m b9+1 (%‘ + 1) .Re (m) (51

+ d9+1 Z@ —1 (),
o+1 A (T) A (w) = U* (x)) (91)

g =3 1—a)*
S, @) B @y — 1P

— 1— — —
S, (@)= — ._a—f? by @) 4,_, (x) + % R, , (=), (10)

R,@=(01—a)b, @+ 1) 4, @)+ a8,_(x). (10,)
A Jest mozno vypoéitati z (8) a (8') daldi &len ve vyrazech
S(,, 1{ Obdrzime, kladouce
Ulr) = a7 4 u® 297t + 4@ go=2
?’_g (@) = 27 + (u® — @) we—1 . ., (11)
R, (@) =2t + (@ + ¢) 29— + .

Dosadime-li tyto vyrazy do (10,), méme pi a =1, pi-
Seme-li

;1—9 @) = a2 + a;” e
30*
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porovninim soulinitele p¥i x?¢~! na obou stranich

— l4ae o o 1 ,
ﬁ -———d——-ag_l—{-n ‘—m, (12)
kterazto formule ndm davd bezprosttedné B, znime- di 4
odkudz jest patrno, ze k postupnému vypoétu be (), d,_,

Ae (@), 8, (@), R, (x) postaduji dplné rovnice (9,), (10,), (10’,),
Pro ptipad, ze « = 1, bud '

9—1,

A@__l —
S, @) =5,= 5, @, B, @)= g7 7, @,
Ae () = Ae Ag (x).
Pak misto (5,), (9,), (10,), (10’,) dostaneme

(20 + 3)dy,, 4y, (@) = — by, (@) by, (@4 1) Zg ()
— by, @) 8, (2) + b, @+ D R, () (5,
+ @ —1d,,, 4, , (2),
@) 8, (@) — (20 + 1) (20 — 1) dy,, 4, (2) 4,_, (2)
9)

8, (@) =— @20 — D4, , @b, @ + R,_, @, (10,
R, (@)=(20 — 1) dy_, @) b, @+ 1)+ §,_, (). (10")
Rovnice (11) zistdvaji i v tomto pfipadé v platnosti.

Z téchto rovnic postati ku postupnému potitani b, (z), d,
a tedy i polynomi ¢, () W, (x) opét bud rovnice (5,), (10,),
(10%) amebo (9,), (10,), (107,).

V ndsledujicim pouZijeme odvozenych rovnic k feleni né-
kolika pifkladd, ve kterych dyy b, (x) obecné se daji vyjadfiti
v jednoduchém tvaru.

III.
12. Uzijme formulfi obecnych nejprve na vypolet frady
a at | ad . ak
T tegt+tyg A+

jejizto soutet jest, jak zndmo, — pkir. log (1 — a), jestlize
—1=<a<1.Tu jest, ¥ () == 1, U (x) = z; ¢ = 1. Mnoho-
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cleny 8, (@), R, (z), 4, () budou stupid resp. 1, 1, 0 a jest
dle (11) a 12) ihned
S,(@=xz—0, R (@=x+40 d,@x)=1,
__ i+4a T
e =1 "4 1—a’

d, vypotteme nejsnaze z (9,). Obdrzime dosazenim

1— a)?
(z* — 0% _(_T)‘dgq_l:xgy

t. j.

; —_ d [ R @ o

Qo = — T =qp? %="g—qrle—b"

Abychom znali polynomy ?, (z) a Yo (z) plné, jest jesté
tfeba je vypotitati pro dva prvni indexy. MizZeme nejprve kldsti
Py (@) =0, ¢, (xr)=1. Pro A, (xr) dostdvime dosazenim
4, (x) = 1. Piimym poétem pak mame

a

1
"Jl(x):'_'l_a9 (p‘(x):x_*_l—a’

a

‘Al (l) —_ m.

Zavedeme-li, abychom vyhnuli se zlomkdm, misto poly-
nomi P, (#); v,(x) mnohotleny ¢ o (@) =(1 —a) Po (x),
oo (@) =1 — a)f v, (z), budou patrné mnoholeny ty v tomto
piipadé definovany témito rovnicemi (8, se ndsobi 1 — a, d,
pak (1 — a)%)

vy @ =[1 —a)z+ o (L — a) — 1] v, ()

—ale— 12, , @),

Y, @=[A—a)z+e(l—a)—1]9',_, (2).

—a(e—1)¢'y_, (@),
Y, (@) =0, ¢ox =1 ¢, (&)=—1,
¢, (@) =1 —a) z + a,
ze kterych postupng Yo (@), P, (z) daji se vypoditati.
Mime tak tento vysledek: Soutet Fady

a a? a*
Tttt
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rovna se piiblizné vyrazu

a . at ar—1 . w’e (n)
Tttt T T Yy

RN
n
pii temz ?—9—(—) jest o-té pfibliznd hodnota nekoneéného fetézce

P, (n)
—1 —1%.a
1—a)n+1. (1+a)“1+(1—a)n+2(1—|—u)—1+
+ —22.a
l—a)n+304a)—1+4-
Pti tom jest chyba men$i nez vyraz
ar A, ante (o1)®

n(l—a) ¢, g, (n+ )" a(l—a) ¢y (n) ¢y (n+1)
a 8 nim co do znaménka shodnd.*)

V tomto vysledku jest obsaZen, jakoZto zvlaStni piipad,

dalsi, poddvajici zndmé vyjidieni log zlomkem Fetézovym.

1—ua
Jest
a

1 — 2
o =T A5 o= 1%. a

a+2(1+a)—a—f—

— 2% . a

+3 (1—}—a)——a‘+-

13. Jakozto dalif piiklad zvolim fadu
7 1 1 1 1 1
= (e i) et ese) =
Radu tuto, jejiz soutet jednoduse se vyjadiuje pomoci
sin =§, jakoZ bylo vyznafeno, budeme psiti ve tvaru pro dalsi

*) Jest mozZno velikost chyby (anebo jinak Fedeno >zbytku<) pocitati
také na zgkladé vet o zlomeich Fetézovych; tim dospéjeme v nékterych
ptipadech k &islim podstatné mensim.
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vySetfovani tcelnéjsim

(—;‘*541_1)"(5_1_1_541_2)+(§_1 s~ F43)
t. j.

1 3 5
SLEEfE—1.2

+E—2.3
Obecny (n 4 1)-vy &len této fady jest
2n + 1
W — &

a tkol nd§ jest sestrojiti mmoholleny v, (z), @, (z) tak, aby
v rovnici

( — 1 )n—l

w4l () wg(x-l-l)

att+z—E — ¢ %(x) P, (2 + 1)
4, (x)

T@ e —E—Hg, @@+ 1)

bylo 4, (z) stupné 1. Tento tukol jest feSitelny pro ¢ =0,
¢0=1, p = 2; piimym pottem dostdvime snadno

1)

Y, () =0, @ () =1,
P (@) =—1, P, (2) =z,
Y, (1) = — a, P, () = a* — (§ 4 &),
A, (£) =2 (z + D),
4, @) =2E+ 8 (x+ 3),
A =—2E"+H@+ 3
a rovnice obecné odst. 10. nds poucujf, Ze jest FeSitelny pro
kazdé ¢ a to jednoznalné, stanovime-li, Ze soutinitel p¥i x¢ ve
P, () jest 1.
Pigeme-li v (1) — z — 1 misto 2, mdme po jednoduché
dprave

2+ 1 W (—2) g (—z—1)
zg+m_§2_§ (pg(—_x) ¢9(—$—1)
—d,(—z—1)

Tt —E— g, (—a) g (—a — 1)’
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ze kteréito rovnice se zietelem k tomu, Ze mnohotleny Y, (@),
¢q () jsou urleny jednoznatné, porovndme-li ji s (1), vyplyvd

"pg ('— x) . lpg (x)

—AQ(-—x—l):—i-AQ(w)

P (—2) " g, (@)’
t. j. jeden z polynomid ¢, (%), ¥, (x) jest dey sudy’ a druhy
lichy; A4, (x) pak jest rovno nulle pro x = — 1, tudiz

4, (@) =A, . (= + 1)

Pro mnohotleny S, (z) a R, (z) plyne snadno z rovnic (8)
a (8) odst. 10. nédsledkem okolnosti, Ze polynom Py () jest
sudy resp. lichy dle toho, je-li o sudé ¢i liché (pfi a = — 1)

g (—' z — ) - Rg ({E),
odkudz téz
nS—Q (—x—1) :R; ().
Klademe-li tedy ve shodé s (11) odst. 11.
S (x) = +(1—n)w+s(2>

obdrzime z tohoto vztahu

R, :x”—{-(l-—}-o)x—{—s‘?)—l—o.
K obecnému vypottu s<2> a d pouzijeme (9,) odst. 10).
Dosazenim dostaneme
@+ L—0a+s®) @+ L+ o+ P40
+d, Qz+ 1) ="+ o — & — )2,

ze kterézito rovnice porovninim stejnych mocnin x (a FeSenfm
dvou rovnic) ziskdme

29+ —i=xCE+H+, ©)

ddo, =" —2@"+H - FQEFH+ D B

Z rekurrentnich relaci pro S’;, ﬁe mdme (pii bg () =,
Ad,@)=x+1), 8, @=—2c— 1+ 8,_, (z), odkudz jest

patrno, ze p¥i sudych (resp. lichyeh) o jest vidy voliti totéz
- znaménko ve (2). JelikoZz pak

S@=az*4+84+¢§ S@=o*—2—§—-(—1,



473

jest jasno, Ze v (2) misto & miZeme psati (— 1)¥1 1 jest
tedy z (3) )
dp =@+ & p—1—¢), w=12...

d2y+1 = ‘l.l,Q. dl = —1.
L Y, (@) A
Tak dostdvame, zZe ——— jest rovno o¢-t6 piiblizné hod-
P, (%)
noté nekoneéného zlomku retézového
—1
€ + ._._1_‘_
2 (1 — 8§
®+ x -+ .
T

funkei pak

prome lze potitati na zékladé vyrazu
1 1 1 1 1
TR E—itEF2TE—e
(- 1, (— 1)t P, (0 + 1)
: + — 1yt SO
E—n Era 1T OV D
pii ¢emz hranici pro chybu snadno moZno udati. Jest totiz
Ro=2.(—1)"d, dy...dy,,,
a tudiz chyba jisté menii nez
(—1+ed, . dy ... dy,, 22+ 1)
E—n+1E+n+2) ¢ (n+1) g, (n+2)"
14. Poskytuje jisty zdjem uziti methody pro odvozeni for-
mule Wallisovy (odst. 6.) ku pfeméné Fady ptedchizejictho od-
stavee v nekonetny soutin. K tomu ucelu odvodime si rovnici

funkcionalni, které v obecném piipadé hovi polynomy P, ().
Z rovnic (8), (8') odst. 10. plyne ihned

S, (x—1) R, (x)_aAg_lU(x——l) go (@ — 1)
T d,e—1) " 4, @) 1—a d,z—1) 9, @
+A9:1_ U (z) gp (x + 1)

I—a 4, @ 9@

-+
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anebo v ponékud jiné fpravé

V@A e—Dg @+ +al@— D4 @g, -1
=[R, @ 4, (z— 1)+ a8, ( — 1) 4, ()] ¢, (@).
Dosadime-li v naSem piipadé

a=—1, Zg(x):x—l—%, ﬁo:x"—k(l—|—g)x—+—sg')S{),...
dostaneme
@ o—E8—8 @ —1) g @+ 1)
—@—s—E—H @+ 1) g, — D
=[4e+2x*—(o+ 3 — (— 1R+ 26+ D] 9, (2).
Z rovnic
9y @ = ag,_, (2) + d, 9,_, ()
nejprve vyplyva pii o sudém @, (0) =d, d,_, ...d,. Z rovnice
funkciondlni pak obdrZime pro =0, 1, 2, ... rekurrentni rov-

nice pro @ (1), ¢ (2), ¢ (3), ... pomoci nichZ cestou v odst. 6.
naznatenou dostdvime toto vyjadreni, klademe-li ¢ — 2u,

371:?52
1
L e ]
5l -
kdeZ

N=F—k—8—85* 2k + 1) 2k —3), yo = —u;
0= (8u + 2) k* —* 2u + 28 + 2§ dh=—u+&+§;
kF=1,2 3,...

MoZno téz psati

sinmg = ng( — Lf-:-) (1— g—:) . .(1—@—?«@) (1 + —i—)Q(&),
1)
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pii ¢emz
. o 1 3 g o
, 5 &
50 +
Cisla 0,, 0y, -+ . V5 73 . .. jsou pro kazdé & Cisla

kladnd. Z rovnice (1) vyplyvd v limité (nechdme-li » vzrlistati
nade vSecky meze) zndmé vyjadieni sin =& nekoneénym sou-
¢inem.

15. Jakozto posledni piiklad k uziti obecnych rovnic zvo-
lime si fadu
g 1
m 0?4 uOn 4 @

V této fadé jest @ — 1 a nastupuji tudiz rovnice (5,),
(%), (10y), (10'y). Ponévadz stupeii g =2, jest 4, (»), které
jest stupné g — 2, konstanta a 4, (#) = 1. Rovnice (9,) obdrz{
tvar

(1)

@ 4 @+ 0z +910) @+ @ — o)+ s%)
— 204 1) @0 — 1) do,, = (@* + uz 4 u®)".

Porovnanim koefficientdé riznych mocnin 2 dostivime
rovnice
70) + s(") — 0% = 2u®

u® (7'(2) _I_ b(,)) + 0 (6(2) — 1(2)) = 2u® 4@

: 7(9” s — (@)= (20 + 1) (2e— 1 d,,,.
Z téchto rovnic plyne (pii o = 1)
s;?) =102 —JuWgy | u®

'rrz) — 1o+ 1u® g 4 u®

0% (0% 4 4u® — 42
T 420+ 1) (20— 1)
Z (10,) pak ndsleduje

u® — 1
{ig = —5

d
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Pro prvé dva indexy lze klisti v, (x) =0, ¢, (xr) = 1,
A, =15 ¢ () =—
o U — 1 uM? — 4y — 1
P (®) =2 + '2—, A = 1 = — 3d,

a obecné

A, =(—1)fQ@Re+ dyd,...d,,, 0=>0.
Lze tedy vysloviti vétu: Rada (1) jest déna piiblizné vy-
razem
¥ 1 Y (n 1)
n=on® 4 u® n 4+ u® g, (04 1) !
kde (n+1) Jest o-t4 hodnota nekone¢ného zlomku fetézového
Pe (n Po (n + 1)
— 1
u® + 1 d,

2 n+zo);1+

(2)

dy
n %4 +1

2

Misto tohoto zlomku mohli bychom vziti v polet téz zlomek
— 9
(1% 4 o) 12
2n 4 u, + 1 4 - T (2% 4 0) 2
3.@2n A+ w + 1)+5(2n G u, + D+

+ (3% 4 O‘) 3¢ 3)
7@2n~+w + 1)+

kde pro kratkost polozeno & — 4u® — uj.

. Kdybychom uzili dosazenych formuli ku pf. pro vypotet
souétu nekoneéné fady

1 1 1
1z + ?‘ + '3? + .
dostali bychom pi'ibliZnou hodnotu

12+z‘+32+ +102’F21+_1 16
B+ T
147’
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kterd ud4avd soutet fady s chybou menif nez 8.10-'%
Provedeme-li naznalené polty, dostdvame pro soulet <Cislo

o

164493406684, Soutet t6 fady jest %’. Jest tedy &islo #® pii-

blizné rovno ¢islu
7 = 9986960440104 + v 0 <9 < bH .10

Obecnd formule maZe byti uziteénd pi¥i numerickych vy-
pottech vztahujicich se ku t. zv. gammafunkei; ve zvld§tnim

pak pifpadé, ze 0 — — —i-, dostdvdme jednoduchy tvar pro fe-
2
tézovy zlomek. Tu totiz d,,, = 21_6 a misto (3) nastupuje patrné
4n + 2—— ‘:— 24— 1* 2?
* + 4dn + 2u,

+ 2__F4n-|—2ul—l--2—|—-

IV.

16. Vyvody piedchéazejici daji se v riznych smérech ze-
vSeobecniti. Tak neni tfeba Ciniti predpoklad, Ze jednotlivé ¢leny
fady jsou raciondlni funkce indexu. Methoda vyloZzend dd se
uziti s prospdchem na fady, -jichz obecny élen dd se vyjddfiti
mocninou fadou ve tvaru

un = a" [an? + endt 4 agn— .. L],
pfi temZ a, «,, @,, @,, ... jSou nezivisly na ».

V nésledujicim budu viak zabyvati se jinym zevSeobecnénim,
totiz fadami, kde pomér dvou ¢tleni po sobé ndsledujicich jest
racionalnou funkei indexi. Budiz tedy ddna fada

Uy + Uy g 1)
kde
u1¢+1 —_— V (”)
" T m) @)

pti éemz V (n) a U(n) jsou dva mnohoéleny v n; a jest konstanta.
Aby dand ¥ada byla konvergentni, musi stupefi mnoho¢lenu ¥ (n)
byti men$i nebo rovny stupni mnohotlenu U (n); tim viak, Ze
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zavedli jsme konstantu a, mizeme piedpoklidati, ze stupeir V ()
jest rovny stupni U (n) a Z%e koefficienty pii nejvy3$sich moc-
nindch » v obou téch polynomech jsou rovny 1. Klademe tedy
U(x) = x? + u® 2971 + u® 2972 | .|| 4 0@,
V() = ot + o® 2071 4+ o® 2972 4 | 4 0@,
Formule, které na zakladé tohoto predpokladu dostaneme, daji
se pouziti v kazdém p¥ipads.

Budeme hledéti sestrojiti v # dva nové mnohotleny v, (z),
@, (), z nichz druhy jest stupné o se soudinitelem 1 p¥i z¢ a
takové, aby vyraz

Yo @)  V(x) Y@+t
P, (@) U (@) go @+ 1)

uvedeme-li jej na jmenovatel U (z) @, (z) ¢, (z + 1), mél &-
tatel co nejnizitho stupnég, t. j. aby 4, () dané rovnici

R R

9, @ “T@ P, (z + D~ U () P () @ (z+ 1)
©)
bylo stupné& co nejmensfiho.
Jestlize misto fady (1) vezmeme v tivahu fadu
® "4, (n) :
2 uy ¢ ’
=" T ) 9y (1) 9 (n + 1) @

vidime nejprve snadno, Ze soutet prvych » -} 1 ¢leni této fady
jest (vzhledem ku (3) a (2))

¥, (0)

w 2@ W T ) Y (n+1
* 9 (0)

YT gy (n + 1)

V (n) Yo (n+ 1)
U g,(n + 1)
¥, O
9, (0)
jest tyz jako soutet fady (1). Aviak fada (4) pfi vhodné volbé
mnohotlend v, (z), @, (x) rychleji konverguje nez (1), lze ji
tedy s prospéchem pouziti ku vypoétu souttu fady (1), zvla§td pak

Fouptu o U —

odkudz nésleduje, Ze konverguje-li — au,

s rostoucim » k nulle, soulet fady (4) zmenSeny o u,



479

7 t6 piitiny, ze soutet prvych (n 4 1) ¢leni fady (4) zmen-
e

o Y, (0) "
Seny o u, a}—@ lze psati ve tvaru
g \

Uy + u, + uy + .. v — au,

anebo téz ve tvaru
U (r+ 1)
wy +up Uy o U — Ui $o nF 1)’

kteryzito vyraz tedy (pii vhodné volbg ng'), 1/):)’0) vyjadiuje
s men§i chybou soudet fady (1) neZ soutet prvych (» -+ 1) ¢lenid
rady (1).

Zptsob ku stitdni fady (1) zde vyloZeny jest opét zvldst-
nim piipadem methody Kummerovy.

Lze snadno udati stupei mnohotlenu AQ (x). Jestlize a > 1
jest stupeit  (z) tyZz jako ¢, (#) a mdme tudiz v obou poly-
nomech @, (z) ¥, (x) celkem ¢ + ¢ + 1 = 20 + 1 soutiniteld,
jez miiZzeme voliti. P¥i libovolnych Yo (2), Po (%) jest mnoho¢len
4, (z) stupné 20 + ¢, vhodnou volbou pak zminénych 2¢ 4 1
soutiniteld lze v obecném pripadé (kdy p¥sluiné rovnice ne-
jsou v odporu a nejsou na sobé& zivislé) odstraniti 20 4 1 tlend
s nejvyS§fmi mocninami, &mz se stupe A, (z) prevede na
q — 1.

Jestlize « — 1, miZeme voliti ¢, (x) stupné o+ 1 a
d, (z) bude v obecném piipadé stupné ¢ — 2.

V dvahdch dal$ich uinim pfedpoklad, Ze p¥i kaZdém celém
0 od jisté hodnoty o, potinaje (pro ¢ = p,) jest moZno rovnici
(3) vyhovéti tak, aby 4, (x) bylo stupné g — 1 (resp. pfi a=1
stupné ¢ — 2) a zdroven v, (z), @, (z) bez spoletné miry.

Pak odetteme-li od rovnice (3) rovnici (pfi ¢ — 1 = ¢,)

1+ Yoy @) V(2) Youu @+ 1) 4 @

Um) go(n+1)

9, @ U@ pp, @+ D U@ g, @ P, @+ 1)
dostaneme vztah, ze kterého zplsobem svrchu jiz vyloZenym
(odst. 9.) vyplyne

A, :
Vo (@) Gy (@) — W, (1) 9 () = — ;7 pH a = 1
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a
Do @) Fpy @ — Vo, (@) P (8) = — Ao,
Q / o—1 0—1 Q 29 _ 1 — (’U(l) — ’N/(U)
pii a = 1.
Odtud opét jako svrchu
Fo (€) = by (@) @p_, (@) + dy @,_, (2),
Vo (@) = by (@) 9, @) + d 9,_, (@),
kde
. by () = + B,
d, = — pii a = 1;
0 A9—1’ )
. 20 — 3 4+ u® —op® Ag_l o
dy = — % 1+ u¥ —o® A pii a = 1.

0—2

AvSak i ostatni vztahy s jich odivodnénim s malymi zmé-
nami jsou tytéZz jako v odst. 10. Klademe-li zejména

S, @ = U@ 9, @ 9, (+ 1)
+ U@ ¥ @) 9oy @+ D) —a V(0) 9, @+ 1) g, (2))
By (@)= U@ g, @+ 1o, (@
F U@ Y, @ 9y @+ D) —a ¥ (@) v, @+ Do, , @],

jest pii @ =1
Ay @) o, (24 1) ahya V (2) @, ()

S, (@) =

Po@+1)  T—ag,@+1)
_ 4. @9, @ A, U@g,,@+1)
q’g__l (.’E) l—a - q)g_l ({B)
e @pE+D oA V@), @)
T @+ D) I—a @, (@+1)
_ A4 @0, @ n A, U@o,z+1D
P, (2) I—a Pp @)



481

Dile
Ry () =1b,(x+1) 4y @)+ d, S, @, (5
S, (@) = by (#) 4y, @) + &, B,_, (), (6)
%w&m—%ﬂw%mz—géﬁwmvm
@
Agpy @ =Dy, @) by, @+ 1) Ay @) + dy,, by, @) S, @)
Tt dgyy bops (@ D) Ry (@) + 2y, 4y, @), (8)

kteréZto postatuji ku postupnému vypoétu d(,, B
Zavedeme-li misto R, (2), S, (z), 4, (z) velitiny R, (=),
S, (%), 4, (z) tim, ze klademe stdle pii a = 1,

B,@)= B (), 8, (1) = — e g
e @)= 5 By (@), §p (@) = — 51—~ 8§, (a),

1

Ay (2) = AQ Z;,— (z), dostivime pro prvé Cleny vyrazil _R—Q (),
S@
S, (@) = a9 + (VW — ) 2914 . .. )
B, @ =at 4 @ + @) v + . '
Rovnice, které dostdvame z (5) . . . (8) zavedenim R (),

S (), A (), netfeba, vypisovati, Jehkoz piisludné zmény jsou
snadno patrny z rovnic odst. 11. (5,), (9,) (10,) (10)).

Pro f§, dostdvame pak podobné jako v odst. 11 rovnici

Bo=—al,+e e +ud—a—1  (10)

Pii @ = 1 nastupuje zména potud, Ze jest poloZiti
‘A, —
0—1
20 — 14 u® —p® R, (2),

R, (x) =

Sp (@) =— ~ 8@

20 — 1 4+ u® — p®

31
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a dostdvime tyto vztahy
R, (@) =20 —14u® —zW) b, (4 +1) 4, , (&) + §,_, (g),
)
S, @ =—Q2¢—1+uV—vW)b,(z) 4,_, (x) + RQ L (@), (((j:o
R, (@) 8, (x) — U(x) V (z) =
(20 —1+4u® —v®) 20 + 1+ u®—ovM)d, 4, (x) 4,_,(%). (T,)
Rozvoje (9) zistdvaji i tu platny.

V.
17. Formuli ziskanych pouZijeme nejprve na vypocet
fady
3 BB+
14+ L g 22T ) .. 1
| et ey T @
Tu jest
v”+1_. V(’I?,) —_— n+ﬁ —1
e  Um) = w49yt 7
I jest

B =s+p—o B@=z+r+o
a z rovnice (7,) a (10) pfi a = 1 jest
a
en = T _gr [ TE—e
1 a — fa —1
Bo=o¢—+— + T r—#

Zvolime-li jesté pro Jednoduchost v polynomech ¢, (z) za
koefficient pfi 2¢ vyraz (1 — a)°, mdme pro ¢, tento reku-
rentn{ vztah '

tal—et+ B — el 9, @
a obdobny téi pro v, ().
Pro prvni dva indexy jest

: 1
Y, (@) = - 1—a’ P, (2) = 1;

d

pE=—r— g —pp@=01—r+
(—aB + a+ 7).
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Tak méme tento vysledek: Rada (1) jest rovna piiblizné
vyrazu
B sB+1) ,
1+7a-|— SO+ D) a4+ ...
L BB+ . B
Y+ . @+n—1)
ettt BB+ .. .@B+n YP.m+D
I—a" 70+ ... y+n ¢g,0+1D

’

X
kde Vo ( )— jest o-ta ptibliznd hodnota Fetézového zlomku.

a"

¢, @)
1+ ‘ ‘ d‘.’. .
(l—a)x-{"ﬂl +ﬁ—a)w+ﬂ‘2
+ @y

A—a)z +#5+.

Pii tom jest
Bo=0e(l+a)+y—pa—1,
do=—a@—1 (e+y—F—1.
Zsrovein vyplyvd, Ze soufet dané fady jest rovny neko-
netnému zlomku fetézovému

1 a (B—7)
1—oa l 1+ , d, , ]
Pt ot
R P

Vyplyvé to jako zvldstni pifpad piedchdzejiciho vysledku,
aviak, jak snadno nahlédnouti, jest zdroveir prvni vysledek
obsazen v druhém.

Pozndmka. Rada pravé projedndvand jest specielni pipad
t. zv. Fady hypergeometrické. Obecnd fada hypergeometrickd
mé tvar

a.fB cle+1H)pE+1) ,
Yy +r—~3,6xn 1T

a zna¥f se F (a. B, 7; a). Rada (1) jest tedy F (1, B, 7; a)
31*
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Pro F (1, 3, 7; a) jest zndm Fetézovy rozvoj pochazejic
od Gausse™*).
Jeho rozvoj jest

1
FQA,6ri0)=g_— ax

— bx o
1 — dz
1_1__‘
kde _ £ _ 1y—8
= b=~ FIEV
e B+Dy L 2 -84
+D+2)’ r+2 (y+3)

B+2)(y+1 f= 3—8+1
r+3e+4 7T y+H@+5)

e =

18. Jako piiklad pro piipad ¢ — 1 zvolim si fadu

-8 et BB+

F(“?ﬁr‘y,l)"—l"‘_l.y—}' 1-27(?’—'—1) +
tedy hodnotu fady hypergeometrické F (e, 3, 7; a), kdyz a = 1.
Nutnd a postadujici podminka aby fada byla konvergentni,
jest, jak ném zndmo,

.

e+ Bg—y <O,
coZ budeme piedpoklddati. Pfi této radé jest
Ung1__(n+ @) (n+ B)
U~ m(mty)
kladme v$ak obecnéji
Ungs __ V (0) __n® 4 o@ 0 4 0@
Un ~ U m)~ 0% 4 u®n 4 u®’
Jelikoz ¢ =2, jest 4, (#)=1 arovnice (7,) v-odst. 16. zménf se v
R, () SQ (®)—@o— 1 + u® —y®) (20 + 1 4 u®) — p) doy,
= (z* + uW x + u®) (x* + vV z 4 @),

*) Viz jeho pojednani >Disquisitiones generales circa seriem infinitam

1 +1:.% r + ...; Werke IIL, str. 135.
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Dosadime-li sem za

R J— p 2

R, @) = a* + (uO + ) « +

S, (1) = 2* 4 (v —0) -+ ss’
a porovndme nejprve soulinitele pii z? a 2 na obou strandch,
mame tyto rovnice pro rg), s:?

r® 4 s@ = % 4 (u® — M) o 4+ u® 4 p®
0 0 : .
@ (p® — @ (y® — u® p® @
TS (v g)—{—sg (u® 4 0) = u® @ 4 4@ 9@,

Z téchto rovnic nejprve dostaneme

(@ — s@ —
Q Q
0 (M(U + »0(1)) + 0 (u(l)2 — 1;(')2) + (u(l) —_— v(')) (u(E) _— ';(9))

20 4+ ) — !
Klademe-li k vili strunosti
P = u® + 1)(1), Py = = u® + 1)(2) q, = w® — 7)(1)’

gy = u® —o®, o4 q2—1 =

obdrzime
PO s =gt p— b,
4 )
ri)m _ 32,2) — ;_pl 41 lg, qy — ] 191 1)

)

z rovnice pak
r®s® — (20— 14 u® — M) (2014w — o) d,
¢ ° . — 52 p@
dostdvame pro o =0
s lqz 4 (29 + 1) (29‘ - 1) dg_l_(
= e 4 (8pa — 43 — p3) o + 1 (@D —44,)7)
vztah to, ktery stanovi d, jakoZzto raciondlnou funkei indexu o.

Mizeme tomuto vyrazu dati jednodussi pondkud a zajimavy tvar,
jeli v —=a 48, @ =af, u® =y4 9, u® =y,
G Jjeli Vm)=m+e)®n+p), Um)=(@+7)(n-+9)

d9+1:

elo—e+n(o—a48) (@e—BF+Nle—B+N(e—a—B+r+9)

o ] e 5
Pfi ¢ = 0.
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Ku vypottu g, lze pouziti vyhodné rovnic (5,), (6,) odst. 16.
Odeétenim jich dostaneme

(2B, +1) 2o —1+4¢,)= 7(92) — 5@ + (7’(92’_1 — Sgn_l)
a po dosazeni z (1) )
, 4q, —
2ﬁg+1=£21_+%q1 ds — P14,

o' (¢ — 1)
t. j.
_r—2 L 40, — gy

Vztah tento plati jisté pro o > 1.
Postaéf nynf k dplnému stanoveni mnohoclent P, (2),

P, (@) jich vypolet pro prvé dva indexy. Jest, jak piimo stano-
vime

p@=1 p@==—go+h
1,02(%)___ 1 ‘ dl
Py (w)——91—1x+ﬁo+x+.51,
kdez n
s G —5m+a—2)4q
3, =
P Po Q1(Q1_1) ’ (4)

—(—eae+p(—a+N(—p+yi(—F+9)
y+o—a—p) +o—e—p—DF+o—a—pF+1)

)

B, pak vyplyvd z (3) dosazenim @ — 1. N

Tim provedli jsme vypolty uzite¢né pro numericky vy-

potet fady LDEELD

c.f (e g (
1+7-6+7(7+1)6(é+1)+'

Zéroveli v8ak obdrzeli jsme tento vysledek (klademe-li ve

formulich odvozenjch x = 0): Rada

e.p ae@+1)p@E+1) ‘
e 6
S PTRRI RS VEICE SV ©
~ jest rovna zlomku retézovému (za ptedpokladu ovSem, Ze tento
fetézovy zlomek jest konvergentnf)

4
— R T

dy
By + -

)
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pi temZ pro ¢ = 0 jsou f,, d,,, ddny v (2) a (3) a pro y —0
v (4) a (B).

Odvozeni m4 dle vyrazi (2), (3), (4), (5) jenom potud
vyznam, pokud 3¢, =3 (y + 0 — e — ) neni celym tislem
zépornym, po pifpadé rovnym nulle a zdrovei }(g, 4+ 1) nesmf
byti zdpornym celym tislem a nullou. Soutasné jest z vyrazii
pro d, patrno, ze fada

¢.p  e@+1)p@E+1)
SR RN =S RN

jest raciondlnou funkei éisel e, B, y, 0, jestlize jedno z &isel
o« —7, 0(—-(5, ‘3——'}/, ﬁ_—'(j’ 05+ﬂ——’}/——6

jest ¢islem kladnym, po piipadé nullou a lze tuto raciondlnou

funkei pomoci Fetézového zlomku snadno vypotisti. Tak ku pt.

jestli g = 6, 1ze psati

«(e+1)

yy+ 1)

=—2p,=

+.

(e +1) (42

yiy+ LD+ 2
vy —1

y—a—1’

14— + + + .-

coz jest vztah zndmy, od Stirlinga*) pochédzejici a v theorii
gammafunkce pouZivany.

Rozumi se samo sebou, Ze vyvody piedchdzejici stdle pied-
poklddaji, Ze fada zékladnf (6) jest konvergentni, k ¢emuZ nutno
a staif, aby « + g — 9y — 0 << — 1. V piipads, ze 6 =1, lze
soutet Fady uvazované, kterd pak se redukuje na F'(e, 3, 7; 1),
udati; jest totiz, jak znamo, '

r()ry—e—,;p)

Febr D=0 0T o —¢"

kde I'(x) zna¥f gammafunkei. Tento vyraz jest v predchdzejicim
rozvinut v Fetézovy zlomek a nad to jest ddn prostfedek jej
s libovolnou piesnosti vypotitati, oviem pii « 4 g — y << O.

*) V >Methodus differentialis sive Tractatus de summatione et inter-
polatione serierum infinitarum< Londini 1730, str. 12. Citovdno dle M. Go-
defroy, »Théorie élémentaire des séries, Paris, 1903<.
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Pfi tom jest v8ak poznamenati, Ze Fetézovy zlomek (7)
dle znémého kriteria*) jisté konverguje, kdyz p, —2 = 0;
t. j. kdyZz o« + g+ y + 0 > 2; tato podminka viak nekryje
se 8 podminkou pro konvergenci fady (6), kterd jest y + o
—a— f>1. Jsou tedy fetézové zlomky (7), které konver-
gujf, kdyz pkislusn4 Fada (6) diverguje a naopak. Lze viak vizdy,
jak z pfedchdzejiciho vyplyv4, jednoduchym prostfedkem doci-
liti, aby k dané fadé& byl pfifazen fetézovy zlomek konvergentni.
Postadi totiz fadu danou pséiti ve tvaru

ﬂ +a(w+ DB+ + .
y@+1D0@0+ 1)
+a(a+ 1)---(a+m—2)ﬁ(ﬁ+ D...E+m—2
ye+D...0+m—2)6(6+1)...(0+m—2)
LeEdD. . etm—DFE+D . BEm—1)
PGFD .G FmF D@D ... O Fm—1°
kde > jest nekoneéns ¥ada téhoZ tvaru jako dana (6), jenom
7e «, B, 7, 0 jsou vesm&s zvdtseny o m; ku X patii tudiz tyz
fetézovy zlomek (7), jako k dané (6) aZ na to, Ze misto §, tam
bude m + B, a lze vhodnou volbou m vidy docihtl aby
m - B, bylo kladné a také lim (m + j,) byla tslo kladné.
. ==
Abych aspoii jednim piikladem specieln&j$im objasnil vy-
sledky docilené, zvolim si
=d=ac+ 1=+ 1.
Pak patrné béii o fadu

l+(oz+1)*+<«x+2>“’ (a+3)*+

aneb o fadu
“Q(F+<a+ RarE= R )

*) Kriterium to jest: Retézec (7) s elementy vesmés kladnymi jest
jisté konvergentni, kdyi fada

bk bkt
z‘\/ +
k

di+1

diverguje. PFi tom ov3em postaéi, kdyZ elementy aspon od jistého indexu
poéinajic jsou stile kladné.
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Tu jest
pp=4e+2 ¢ =2 gqg=2c¢41, p,=2¢*4 2« 1
a ph=—ea—35 d=—4g By = 2,
— e+ 1)e+?2
. 174 (20 4+ 1) 20 +3)’
pii ¢ = 1. Mdme tak tento rozvoj
1 1 1
ater e teroyt
1, 1,1
I R S TR
“+“_l_ 21
«—+

Omezime-li se v Fetézovém zlomku toliko na dva ¢lanky,
mdme
1 1 1 1 1 )
Fterpteret T o T e te TP

kde # jest tislo kladné a

3 1
ba® (Ba® + 1) (Ta* + 5)°

Je-li tedy ku pi. « = 10, uddvd jiz jednoduchy vyraz tu
uvedeny soulet fady s chybou, kterd jest men§i 1-71 X< 10-°.%)

<<

*) V integrdlnim podtu odvozuje se pro vypodet souétu obecnéjsi

Fady (s > 1) 1 " 1
T ar t e T @)
tento vztah
% 1 1 1 s 1
=z — -
ko kB — =D T o T T
_‘Bs(s+1)(s+2) 1 +B s(s+ 1) (s+2)(s4+3) (s+ 4
21,2034 x5 +38 8 1.2.83.4.5.6
1
s T
kde &isla B, By, By, . .. jsou t. zv. &isla Bernoulliskd a kde fada na

pravé strané neni sice konvergentni, av8ak souctet kone¢ného poédtu poéci-
tednich ¢lend uddava levou stranu s chybou, kteri jest men3i nez prvni
zanedbany ¢len. Pii dosti velikém x jest tedy fada uvedend velmi uZite¢nym
prostfedkem ku numerickému vypottu soudtu (p). Jeji odvozeni plyne
z formule t. zv. Euler-Maclaurinovy, jeZz zase jest v tuzkém vztahu ku
methodé Kummerové pro séitani Fad, jakz snadno bylo by lze ukazati.
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VL.

19. Doposud jsme pfedpoklddali, Ze 1ze ke kazdému ¢ = g,
sestrojiti mnohotleny g, (z) a Y, @, z nichz prvni jest stupné o, vy-
hovujici uréitym podminkdm. Avsak zdkladni formule (mezi 4 o (@)
R, (®), S, (@), @, (), Yo (@), Ulm), V (x)) jsou sprivny v pod-
staté i v tom p¥ipadé, kdyz predpoklad zminény splnén neni.
V nésledujicim to toliko na p¥ikladé objasnim.

BudiZz ddna fada
® 8
e Ly —D@n 1)
jejiz soudet jest stamoviti Ku docfleni rychleji konvergujici
fady vyZzaduje se dle prechazejictho konstrukce mnohotleni
@, (), ¥, (%) takovych, aby ve vyrazu
8 P, () Po (x4 1)
@F D —D@%FD T 9@  g@+ D)
— 4, (@) (1)
T @+ P —D @2+ D9, @ 9, + D

bylo A, (z) stupné pii daném ¢ co nejnizitho. Se zfetelem ku
pottu koefficientd ve v, (), 9, (2) lze pozadovati, aby A4, (n)
bylo prvnfho stupné. Koefficienty pak v, (2), @,(z) jsou urteny
raciondlng (t. j. lze urdeni jich pfevésti na FeSeni rovnic prvniho
stupné) a tu jsou tyto pfipady moZny:

1. Prislusné rovnmice (které se vyzaduji, aby 4, (n) bylo
1. stupné, kdyz soutasné v, (z) a @, () jsou bez spoletné miry)
urtuji koefficienty hledané jednoznaén& (zvolime-li si koefficient
Pii z¢ ve @, (z) rovny 1).

2. Pifsludné rovnice jsou v odporu bud mezi sebou, bud
8 pozadavkem, aby g, (x), ¥, (x) byly bez spoletné miry; pak
neni takovych muohotlend v, (z), @, (x), kde ¢, (x) jest o-t€ho
stupné.

3. Piisluiné rovnice neurtuji tpln& koefficienty v v, (x),
®o (z) (pfi daném ¢); v tomto pifpadé lze pFipojiti dal§f rovnice
a pozadovati, aby A (z) bylo stupné nizsfho nez 1.; t. j. bud
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stupné 0, po piipads, aby 4, (@) = 0. A tu zase mohou nastati
piipady pod. 1., resp. pod 2. uvedené.

Existuji-li vSak mnohotleny ¥, (), ¢, (%), z.nichz druhy
jest o-tého stupné o koefficientu 1 pfi z¢ a takové, ze 4,(z)
rovnici (1) stanovené jest stupné co nejnizifho, nejvySe vSak
prvého, pak tyto polynomy (jsou-li bez spoletné miry), jsou
urteny jednozna¢ng, jakZ snadno vyplyvd uvahou uzitou k jinému
cili v odst. 3. :

Budtez tedy v, (z), o (x) takové mnohotleny a dosadme

do dané rovnice — x — 1 mfsto . Obdrzime zménivse zdroven
znaménko

8 L= ®) oz
G+ =D+ T g @) g (—e—1)
A, (—z—1)

T (@41’ — DRz + D] g,(—2) 9,(—2—1).
Po(— ) P, ()
Jest tedy —* = a ponévadz ¢, (z @
Y = = e " 0 (@), 9, @)
Jsou bez spoletné miry a nemohou tedy byti soudasné liché,
Jsou oba polynomy sudé a tudiz i ¢ jest sudé. Jelikoz pak
4, (—z —1) = 4, (), nemize byti AQ (z) stupné prvého
a jest tedy konstanta; znalme ji A,. Daldf vyvody shoduji se
iplné s vyvody odst. 9. a 10. Zejména dostdvime (oznalujice
indexem pfi ¢ stupeii piisluiného mnohoélenu)
(ng (II?) = (SEQ + :329) (pgg_2 (m) + dzg ‘p29—4 (x)
a stejnou rovnici pro polynomy Yoo (). PIi tom jest
. 40—6 AZQ—-z
20 do—2 Ay -
Daile snadno odvodime z rovnic (8) a (R") odstavee 10.
s (— & — 1) = By (), takze
Rw @=@+P+ry@c+P+rpetd+r
By @ =@+ — ‘” > (@ DT+ r"’ @+ 31— “’

pti demz r > uréime snadno primym pottem; r(; = 29. Ostatni

d
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soudinitele, jakoZz i dyo 4, dostaneme z rovmice (9,) odst. 11,

kterou lze psati v tomto piipadé ve tvaru
Ry (@) By (1) — (4o —2) o+ 2) dypso=[(@+
D 0
— (x 4+ PI*

Dostdvime tak

D D
@ = 292 — —, B =3 —p —
7'29 0 4 7’2 0 0 4 )
p—— 02 (4\02_—‘[))Q —1T,.2 1 D
Dot = "o @+ D @ — 1 e Tl T el
@)
Jakozto prvnf hodnoty mnohollend ¢, w,, lze psiti
— —_— 02 1 D
9 (@) = 1, P (@) =2+ (37— 8

P, () =0, Yy (2) = — 3

Vidime tedy ze (2) a z rovnic praveé uvedenych, Ze polynomy
@ (¥), wo(x) vskutku existuji pro vSechna sudd o, neni-li
-? celym ¢islem. Je-li;g — u rovno celému kladnému ¢fslu,
existuji polynomy ty dle (2) patrné jenom pro indexy 0, 2, . . . 2u.
(V tomto piipads jest soutet fady raciondlnym &islem.)
Tak dostdvdme pro soutet Fady dané tento ptibliZny
vyraz
k=n 8 (P29 (n + 1)

— 3)
L @GFT D@ T gmtD P
o (1)
pri éemz jest ddno o-tou ptibliZnou hodnotou feté-
2@ ( + 1)
z0ového zlomku
+ d,
(DB - : d,

SN R LNy

Bser dyo jSOU stanoveny ve (2).
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Urteni chyby zde neni zcela jednoduché, nebof se zietelem
k tomu, Ze d,, jsou stdle zdpornd, jsou A, pro vsecka ¢ stile
téhoz znaménka a rovnéz ¢lenové fady dané maji stdle totéz
znaménko. Av8ak odchylka pfiblizné hodnoty (3) od hodnoty
dané Fady jest ddna Fadou

o 1
At i TOF F 1P + D @+ D] ¢y (6) 9 &+ D

a mohli bychom ku pi#ibliZnému uréeni té odchylky uZiti nékteré
z method uZivanych ku stanoveni pfibliznému souétu nekonecné
fady (4).%)

Klademe-li # — ; misto # a D — o, obdrZime z pfedché-
zejiefho prostiedek pro vypotet souttu fady

(4)

1 1 1
Frety T

Ponechéme-li v ptiblizném vyrazu pro soulet této neko-
netné fady toliko t¥i ¢lanky, mdme, berouce » — 12, tuto p¥i-
bliznou hodnotu (po vhodné tpravé fetézového zlomku)

L

1 1,1 1

Ttotat gt ag, —1
3 93 3 3

1 9 T3 27 7 3B+ 555

— 64
5.319’

kterézto &slo jest rovno
1-202056903159594 1 .

a lisi se od pravé hodnoty souttu dané fady o méné nez
2,10,

*) Jedna z takovjch method spodivi v tom, Ze danou fadu po-
rovnavame s Fadou
2 1 ,
rmo G+k) G+E+D... G+k+n)

iejiz soutet jest

1 1
R G VI C R )
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