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" Résumé. — Vytah.

Revue des travaux publiés en 1935-1948 sur les chaines de Markoff
et problémes voisins.

BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

Le probléme primitif relatif & une chaine simple de Markoff consiste
a étudier les probabilités de passage P’ en fonction des indices i, k et
de Tindice d’itération n. Introduisons des variables continues au lieu
des indices. Ce changement nous amene & considérer d’abord 1’équation
de SmorucHOWSEI (9a) ou I’équation plus générale de CraPMaN (9),
ol D est la densité de probabilité de passage. Admettons plus généra-
lement que la probabilité de passage (sur un segment de droite) soit
représentée par @(z, Y, s, £), ol « est la position initiale (& 1’époque s)
et ot ¥ désigne une partie du segment considéré; le point se trouve
a lintérieur de Y & I’époque f. @ satisfait a 1’équation (11). PoseiiiL
a donné en 1935 une premiére solution de (11) sous la forme d’une série
infinie. I1 reste & interpréter, au point de vue du Calcul des probabilités,
la signification des termes de cette série. La Théorie des chaines et
surtout la recherche des solutions de I’équation (11) doit servir & perfec-
tionner ’expression analytique des lois statistiques qui régissent le déve-
loppement des systémes physiques.

ROZVOJ THEORIE NEPARAMETRICKYCH TESTU VE STATIS-
TICKE INDUKCI.

JAROSLAYV JANKO, Praha.

P¥i feSeni problémt statistické indukce se vétsinou predpoklddalo,
Ze kumulativni distribuéni funkce.zdkladniho souboru zdvisi zndmym
zplsobem na jistych parametrech, jejichz velikost se odhaduje. Tato
theorie pfipadu parametrického byla vybudovéna pracemi R. A. FiSHER4,
J.NEYMaNA, E.PEARsONA, A. Warpa,S. WiLksE a fady dalfich badateld.
Byla aplikovdna na v&t§inu zndmych frekvenénich funkei, které se vysky-
tuji v praxi statistické, a jeji uZivdni bylo usnadnéno mnozstvim tabulek.

Theorie statistickych test se vénovala v posledni dobé zvySenou
méroun problémim, kde neni mozno predpoklidati uréitou funkéni formu
rozdéleni &etnosti zdkladniho souboru, a snazila se podati feSeni, které
plati pro viechny zdkladni soubory se spojitymi kumulativnimi distri-
buénimi funkcemi. Problémy tohoto druhu se nazyvaji neparametricky-
mi. O jejich FeSeni chei podati kratky piehled. Jednotné ucelené theorie
tu je$té nemdme. Mohu se dotknouti tedy hlavnich probléma a jejich
feSeni obsaZenych v pisludnych pojedndnich, na néz odkazuji. Vyder-
pévajicf piehled této theorie do roku 1943 podal ScEEFFE (25) s podrob-
nym uvedenim literatury.
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V kazdém problému statistické indukce se pfedpoklads, zé kumula-
tivni distribuéni funkce F(z) patii do néjaké dané t¥idy £ distribuénich
funkef F e 2. Majf-li ndhodné proménné X,, X,, ..., Xy kumulativni
distribuéni funkce F(X,), F(X;),..., F(Xn), pak iikdme, Ze urdité
hodnoty #,, ,, ..., zxy tvoif mdhodny vybér rozsahu N ze zédkladniho
souboru s kumulativni distribuéni funkei F(z). V pfipadé procesu na-
hodného vybéru se nazyvi N-rozmérny Euklidovsky prostor Ry prosto-
rem vybérovym W. Je-li £2 k-parametricky svazek funkeif, nazyvd se
problém parametrickym; jinak neparametrickym. V theorii nepara-
metrickych problémi se vhodné uZivd roztiidéni kumulativnich distri-
buénich funkef do ¢ty tiid:

2, bude t¥ida vSech jednoproménnych kumulativnich distribu&nich
funkei, t. j. t¥éida v8ech monotonnich neklesajicich funkef #(x), pro
néz F(— o0) = 0, F(+ o) = 1, F(z) = F(z + 0). Ke kazdé funkei
F e, si mizeme predstavit pfisluinou nihodnou proménnou X
takovou, %e P(X < z) = F(z). K nékterym uéelim potfebujeme
odligit t¥{du 0® degenerovanych kumulativnich ~distribugnich
funkef danych rovnicemi F(z)=0 pro z <<z, a F(z) =1 pro
x 2> x,, kde z, je redlné &slo. Potom

£, bude t¥ida nedegenerovanych kumulativaich distribuénich funkei
02, = 0y, — 0O,

£, bude tfida spojitych F(z),

£; bude t¥ida viech absolutng spojitych i (), t. j. viech F(z), pro kterd
existuje funkce hustoty pravdépodobnosti f(z) takovd, Ze

x
F(z) = [f(t) dt (1)

a konedné
£2, bude t¥ida v8ech F(z), které lze vyjddfit ve tvarn (1) s f(x) spojitou.

Pokroky v Yeleni neparametrickych problémi se uskutednily za
omezeni, ze kumulativni distribuén{ funkce patii do jedné z uvedenych
tHd Q, (v = 0, 1, 2, 3, 4).

Mgjme tedy kumulativni distribuéni funkei N proménnych, kterd
je &lenem n&jaké dané t¥idy Q v N-rozmérném prostoru &ili Fy € 2,.

Je-li w dand podtiida v Q, pak statistickd hypotéza je tvrzeni,
Ze Fy ¢ w. Test hypotézy spodivd v tom, Ze se zvoli t. zv. kriticky obor
testu w ve vyb&rovém prostoru W a padne-li vybérovy bod E(z;,%,,...,2zx)
do oboru w, hypotéza se zamitne. Volba kritického oboru w se obyéejné
providi tak, Ze se zvoli urditd kladnd konstanta o, a existuji-li obory w,
~ pro n&* pravdépodobnost, ze vybérovy bod E padne do w, vypodtend
z kumulativni distribuéni funkce Fy, je rovna « pro vSechny Fy ¢ w,
_pak se volba omez{ na tuto t¥idu. V parametrickém p¥ipadé zavedl pro
tyto obory J. Neyman nézev ,,obory podobné‘, t. j. podobné vybéro-
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vému prostoru vzhledem ke viem Fye . Mezi viemi existujicimi
,,podobnymi obory*‘ pro zvolené « se pak ve specidlnim problému zvoli
takovy obor w, ktery méd nejvhodnéjsi silofunkei. V neparametrickém
pripads je obydejné provedena volba uréitého w ze svazku podobnych
oborli pomoci statistického koeficientu zvoleného intuitivné. K ziskdnf
podobnych obort navrhl obecnou methodu R: A. FISEER a nazyvé se
methodou zndhodnéni (randomisaéni). Jeji podstatu 1ze podle SCEEFFERO
vyloZziti takto: :
Uvazujme mnoZinu S takovych permutaci soufadnic 2,, z,, ..., Zy,
bodu E, které ponechaji beze zmény viechny kumulativni distribu¥ni
funkce Fiy v w. Jejich potet necht je s; celkovy podet viech permutaci
téchto soufadnic je N!. Pro kterykoliv bod E ve vybérovém prostoru W
definujeme nyni mnozinu {£’}, kterd obsahuje s bodi, které jsme dostali,
kdy% jsme na soufadnice bodu E provedli permutace mnoziny S. Hod-
nota kumulativni distribudni funkce Fy je tedy t4% ve vSech s bodech E,
vzniklych z E pro viechny F ¢ W a vSechny Fy € w. Téch s bodti z mno-
ziny { £’} bude od sebe odli$nych a% na p¥ipady, kdy bod E lezi v urditém
oboru, ktery oznadime W, a ktery z4dvisi na mnoziné S permutaci urde-
nych t¥idou w, a budou vidy obsaZeny ve svazku viech diagondlnich
nadrovin z; = x;, kde 7 =& j. K sestrojeni kritického oboru w p¥i rando-
misaéni methodé se zvoli celé kladné &islo r < s a pro kazdé E, které neni
ve W, se vezme r bodi z p¥islu$né mnoziny {E’} do oboru w a zbyvajicich
8§ —r bodd zistane vné w. Obor w je pak obor podobny s konstantou

&= % jak ukézal SCHEFFS (26).

O tom, kterych r bodt z podsouboru s bodd se mé vziti dovnitf
kritického. oboru w se rozhoduje oby&ejné pomoci intuitivng zvoleného
statistického koeficientu 7. Je to néjakd funkce vybéru 7'(%Z), kterd
nezdvisi na kumulativni distribuéni funkei Fy. Vezme se tedy r bodd
z podsouboru { E'}, které ddvaji hodnoty T(E’) v uréitém oboru (obydejné
r nejvetsmh nebo nejmensich hodnot), do kritického oboru a tyto hodnoty
se pak nazyvaji ,,vyznamnymi‘‘.

Specielnim pnpadem obecnych method randomzsaémch je methoda
pofadi (25), kterd vyuZivéd zvld$tniho drubhu symetrie Fy. Necht jsou
Fy ¢ w Gplné symetrické v kazdé z jistych podmnoZin soufadnie, tedy

¢

na pf. v ¢ mnoZinch o ny, #,, ..., n; souradnicich, kde Zm =N.
i=1
Vezméme,jak to ¢ini SGHEFFE tfeba soutadnice poditané tak ze Fy~
jeuplné symetneké v mno%ing Tp; + 15 Tpj + 23 -+ oy + g
§—1

Zn,, 1= 2 3,...,t; py = 0) pro viechny Fy € w.
MnoZina permutaci S je tedy zobecn&na utvorenim viech n;! permutaci
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na n; soufadnicich @, 4 1, .., Ty, 4ug (1= 1,2, ...,1), takze celkovy podet
permutaci v S je s = n,! n,! ... nyl. V souhlase s i-tou mnoZinou soufad-
nic, ve které Fy je symetrickd, rozdélime vybérovy prostor W v n;! obort
definovanych vztahy z,, 4 ; < wp, 1o < ... < %, + n; & Ostatnimi nerov-
nostmi, které dostaneme permutaci indextt v této nerovnosti. Oznadme
tyto obory wy (k= 1, 2, ..., n;!). Déle necht je

wkl,k_,, kt == wlk‘ . ?.02]cg . wak“ P w,,rt

tedy W 5k -k je Gasti W spoleénou oborim uvedenym na pravé strané.
Timto postupem se rozdéluje vybérovy prostor W na s disjunktnich
oborl wy, 3 ...x,, které oznaéime jednoduse w, (x = 1,2, ..., s). MnoZina
téchto oborli pokryva cely vybérovy-prostor W aZ na obor W,, v ném
nékteré souradnice jsou sobé rovné. Rekneme, Ze vybérovy bod E m4
pofadi R,, jestlize spadd do w,. MiZeme pak mluviti o ,,poradi* jako
o néhodné proménné, kterd nabyvd s moZnjych hodnot R,. Kriticky
obor w se sestroji methodou pofadi, kde w je svazek r obort w,. Poradi
R, odpovidajici » obortim w,, které tvoii kriticky obor w, se nazyvaji
vyznamnymi. Statisticky koeficient 7'(E), jehoZ se uZije za kriterium pro
rozhodnuti, kterd jsou vyznamn4 poradi, bude jen funkei potadi.

Vidime, Ze methoda poradi zjednodusuje problém testovéani statistic--
kych hypotéz tim, Ze nekoneény N-rozmérny vybérovy prostor W je
nahraZen koneénym prostorem o s badech, kdyz Fy € Q,. .

Jednim ze zdkladnich problému v neparametrické statistické indukei
jeproblém odhadu kumulativni distribuéni funkce F'(x), oni% je zndmojen,
%e je spojitd. Resf se pomoci vybérové kumulativni distribuéni funkce
Fy(x) tak, Ze se sestroji obory piijatelnosti, v nichZz F(x) zcela leZi
s urditou pravdépodobnosti «. Lze postupovati tak (46), Ze se definujf
funkece

Ly(z) = F(x) + 6,[F ()]
Ly(x) = F(z) — 8,[F ()],

kde 6, (z) a 8,(x) jsou spojité funkce nezdporné, definované na uzavieném
intervalu (0, 1>. Nasim tkolem jest urdit pravd&podobnost, ze Fy(z)
bude lezet v tomto pdsu; Ze tedy ' '

Lyx) < Fy (2) £ Ly(x) (2)

pro viechna 2, a pak dosihnouti pomoci §,(x) a dy(x) toho, aby tato
pravdépodobnost byla «. Potom chceme, aby obor uvniti pdsu (2) tvotil
obor pfijatelnosti, takZze v8echna F(x), pro kterd Fy(x) je v oboru pfija-
telnosti, budou tvorit obor spolehlivosti B(F y). Tento obor spolehlivosti
je mozno skutedné prakticky sestrojiti, nebot lze ukdzati (46), Ze obor
spolehlivosti je také urfen pasem schodovitych funkef F()(z) a FQl(x)
takovych, Ze F((2) < Fy(z) < FP(x).

Je tu jesté dilezitd otdzka, jak volit d;(z) & ds(x), na kterou dosud
nebyla dédna odpovéd. Je viak uZiteéné volit obé konstantni; jestlize
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budou obé rovna téze konstanté 4, potom FQ)(x) = F \(z) + 4, FP(z) =
= Fy(x) —

aZz na nutnou dpravu, aby hranice nesly nad jednié¢ku nebo pod nulu.
Médme-li pak tabulku hodnot 4 jakoZzto funkee &, miZeme snadno sestro-
jit obory spolehlivosti Takovou tabulku skutedné podal KorLmogorov
(12) a rozsifil ji Smirzov (29). Kormocorov ukdzal, Ze limita pravde-
podobnosti

limP {sup[F(z) — Fy(z)]J N < 2} =

N—

kde funkce
=§(“ 1)k | g—2kA

k=—m
je zndma rychle konvergujici fada Dirichletova.
Piiblizné pésy spolehlivosti pro F(z) k danému ~ budou tedy

V-
tak, ze O(A) =

Také Warp a Worrowirz (38) ukdzali, jak stanovit exaktni pédsy
spolehlivosti p¥i malém rozsahu vybéru (N = 6), a udali methodu, jak
najiti pravdépodobnost, Ze Fy(x) bude v oboru pfijatelnosti, které lze
uziti na obecnd 6, () a §,(x) a vybéry koneéného rozsahu.

Postup, jehoz bylo uZito k odhadu F(z), miZe slouZiti také k testo-
véani hypotéz o distribudni funkei zdkladniho souboru. Mdme-li testovat
na pf. hypotézu F(x), miZeme p¥i velkém N uZiti Kolmogorova vy-
sledku a stanovime, zda sup|Fy(z) — Fy(x)||/N presahuje A,, které
odpovidé zvolenému koeficientu spolehlivosti «.

Méme-li testovat, zda dva vybéry rozsahu N, a N, jsou z téhoi
zédkladniho souboru, fikdme, Ze se jednd o problém dvou vybérd. Test
miZeme zaloZit na sup[Fy, (¥) — Fy,(x)], kde Fy (x) a Fy,(z) jsou
distribuénf funkce téch dvou vybérd. Jsou-li oba vybéry velké, mizeme
uziti vysledku Smirnovova, ktery ukdzal, Ze limita pravdépodobnosti

LmP {sup[Fy,(z) — Fu, (@M< 3} =

N+

vymezeny funkcemi Fy( a Fy(z) 1;_,, p¥i demz A, je uréeno

a®(1) je funkee zavedend Kolmogorovem), kdy% N,

a N, se blizi nekoneénu tak, ze jejich . pomér zlistdva mezi dvéma pevnymi
kladnymi &sly.

Pfi FeSeni problému dvou vybért se velmi dobfe uplatnil rozvoj
theorie rozdéleni iteraci. Mdme-li posloupnost dvou druhd prvka S a M,
v niZ je n, pismen S a n, pismen M (nap¥iklad SMMSMMMSSMSSSM),
pak rozumime iteraci posloupnost prvki téhoz druhu omezenou prvky
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jiného drubu (kromé prvniho prvku, ktery neni omezen zleva z4dnym
prvkem, a posledniho, ktery neni omezen zprava). Tak je v naSem piipadé
jedna iterace S délky jedna, za nije iterace M délky dvé, pak opét jedna
iterace § délky jedna je ndsledovéna iteraci M délky tii atd. Rozdéleni
iteraci dvou druhl prvkd odvodil Mood (16) a vétsina problémit distri-
buénich sem spadajic{ch byla rozieSena. Theorie rozdéleni iteraci md
také velky V}’rznam pii feSeni otazky, zda vybérové hodnoty z,, x,, ...

., ¢y v pofadi, jak byly ziskdny, jsou nahodilé. V tomto piipadé uva-
Zujeme tfidu lj viech N-rozmérnych spojitych kumulativnich distri-
budnich funkef F(xl, Zg, ..., zy) & nulovd hypotéza tvrdi, Ze

F(wy, g, ..., x§) = F(2)F () ... Fxy).

V praxi je dtlezité, aby otdzka nezdvislosti byla zkoumdna pfed apliko-
vénim theorie ndhodného vybéru. DileZité jsou testy nezdvislosti,
spodivajici na statistickych &islech sefazenych, je? dostaneme, jestlize
pozorované hodnoty vybérové x,, x,, ..., xy sefadime v rostoucim poradi
velikosti od nejmensi hodnoty do nejvétsi, které pak oznadime z)<<
< @y < ... < wy, a na iteracich.

.- Jsou to predeviim testy uzivajici iteraci nad a pod medidnem.
Budiz 2, %,, ..., Zoy+, néjaky vybér hodnot, které byly ze zdkladniho
souboru vyhaty v uvedeném poradi, takZe to nejsou statistickd &isla
sefazend. V této posloupnosti oznatme treba a kazdé &islo # mensi nez
medidn %41y & b kazdé &islo x vétsi nez medidn. Vynechdme-li medidn
z uvedené posloupnosti, zb}'rval 2n hodnot z, které jsou nyni nahraZeny
nejakym seskupenim n plsmen a a n pismen b. Bude zde r,; iteraci a
délky i a ry; iteraci b délky 4. Vyjde-li se z pifedpokladu nezivislosti,
redukuje se theorie pravd&podobnosti téch r; a ry; na uvazovani (2n)'
permutaci » prvkd a a n prvkid b. Problém Fesil Moob a jeho zdkladni
theorie rozdéleni iteraci uzil Mosteller (17). Vzal v Gvahu délku L nej-
delsi iterace prvki a jako kriteria pro testovéni nahodilosti. Vyznamné
jsou zde velké hodnoty L. Pro prvky b existuje podobné kriterium. Kromé -
toho uvazoval kriterium L’ definované jako délka nejdelsi iterace prvki
a nebo b a tabeloval nékteré kritické hodnoty. Mezi testy tohoto typu
1ze zataditi také Wald-Wolfowitziv U-test (37). Statisticky koeficient U

je celkovy podet iteraci v néjaké posloupnosti ¥ o N prveich, kterd
* se sestroji tak, Ze se uspoiddéd viech n, + n, = N prvkl vzestupné podle
velikosti. Posloupnost V = vy, vy, ..., ¥y, 4y, se definuje nyni tak, Ze
v; = 0, patii-li prvek do mnoZiny x;, x,, ..., %,, & v; = 1, pat¥{-li do
MNOZINY Yy, Yss - ++» Yn, Pii problému dvou vybérh maji za nulové hypo-
tézy, t. j. hypotézy, Ze oba vybéry jsou z téhoZ zékladniho souboru,
vSechna ¥V touz pmvdépodobnost Jsou-li dva zdkladni soubory rizné,
pak nékteré malé mtervaly maji veétsi pravdepodobnost pi jednom
rozd&leni detnosti ne pii druhém, z Seho vyplyva zmendeni primé&rného
celkového podtu iteraci. Jsou tedy malé hodnoty tohoto statistického
koeficientu kritické. Rozdéleni jeho je zndmé (37) a pro N — oo pii

5* 67



. n . ¥ z . v
pevnémi — = k je rozdéleni U’ asymptoticky normdlni s préimérem
n :

2

9

2n, dkn,
fﬂ a rozptylem m 5k

Nejsou-li n, a n, velkd, lze kritické body pomérné snadno stanoviti.
Méme skuteéné pro praxi vhodné tabulky, které podal SweD a ErsuNEART
(30) a OLMSTEAD (20). .

Mohou byti ddna také jind vhodna kriteria, ale ode vSech takovych
testl se Z4dd, aby byly konsistentni. Tato vlastnost ovSem musi byti-
definovina tak, aby ji bylo moZno pouZiti také v problémech nepara-
metrickych. War.p a Worrowrirz definovali konsistenci takto:

Négjaky test je konsistentni, bliZi-li se jednotce pravdépodobnost
zamitnuti nulové hypotézy, kdyz je nespravnd (¢ili doplnék pravdé-
podobnosti chyby typu II), roste-li podet vybéra do nekoneéna. Konsi-
stentni charakteristikou se, jak zndmo, nazyva néjaks funkce pozorovani,
kterd konverguje stochasticky k parametru zédkladniho souboru, kdyz
polet vybéri roste do nekoneéna. Testuje-li se hypotéza o parametru
zdkladniho souboru pomoci néjakého konsistentniho odhadu, bude test
konsistentnim také podle definice Wald-Wolfowitzovy.

K posouzeni statistického koeficientu U uvazme jesté, ze se mize
vyskytnout néjakd mimotddné dlouhd iterace v jedné nebo v obou
proménnych. Mohla by zajisté byti rovnéz indikdtorem pro to, Ze
hypotéza by méla byti zamitnuta. Ale tato iterace miZe byti dopro-
vazena velkym poétem iteraci délky 1, takZe pak hodnota U neni kriticky
nizkd. Skuteéné bylo také navrieno, aby se dostatedné dlouhd iterace
povaZovala za indikaeci pro zamitnuti nulové hypotézy. Mohlo by se viak
vyskytnout vice iteraci pomérné dlouhych, ale Zddn4é by nebyla kriticky
dlouhd. Za tohoto kriteria by nulova hypotéza nebyla zamitnuta, ale
hodnota U7 by byla mal4 tieba kriticky.

Aby byla odstranéna liboviile ve volbé kriteria, pokusil se WoLrowiTz
roz§itit methodu poméru vérohodnosti na statistické koeficienty spodi-
vajici na pofadi (44) a naznadil, Ze nemusi zlistat omezena na potradovd
statistickd &isla, nybrz Ze ji lze patrné rozsifit na statistické koeficienty
obecného Fisherova zndhodiiovaciho typu. Je oviem tfeba odvoditi
v souvislosti s touto Fisherovou methodou obecné a konstruktivni
methody, jimiZz bychom dostali kritické obory a maximélni vérohodnost.

_ Pti FeSeni problému nahodilosti bylo také uZito iteraci z binomického
nebo multinomického zdkladniho souboru. Studoval je hlavné BorTx1E-
wicz, Mises, WisHART a HirscHFELD; CocHRAN a Moob. Iterace z bino-
mického zdkladniho souboru se li§f od iteraci dvou druht prvkt v tom, Ze
7, & Ny, jichZ jsme naho¥e uzili, jsou ndhodné proménné. Ndsobime-li tedy
obecné distribuéni formuli platnou pro néjaké pevné =, a n, pravdépo-

r oz <1 . , ny + n .
dobnosti této specielni mnoziny », a n,, tedy vyrazem( ’ n 2) Py Py
.

#
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a sefteme pfes m, a n,, dostaneme piislusnou distribuéni formuli
iteraci z binomického zdkladniho souboru. Iteraci tohoto druhu bylo
na pf. uzito ke zkoumdni t. zv. ,,setrvadnosti podasi®, t. j. otdzky, zda
suché mésice nasleduji po suchych a vihké po vlhkych (GoLp, CocHRAN).
Musim se také zminiti o ,,iteracich nahoru a dold‘‘, které maji dtlezité
praktické pouziti zejména v kontrole jakosti vyroby. Mame-li vybérové
hodnoty %, z,, ..., zy v tom pofadi, jak jsme je dostali, stanovime z této
posloupnosti hodnot nyni posloupnost N — 1 znamének kladnych a zi-
pornych, definovanou takto: Je-li #; << #;4,, napifeme +;je-li 2; > @iy,
napieme —; (i =1,2,..., N — 1). Uvazujeme nyni iterace kladnych
a zdpornych znamének, které se nazyvaji iterace nahoru, resp. dold.
Problémy rozdéleni detnosti pro tyto iterace jsou obtiznéjsi nez pro
iterace dvou druhd a vysledky tu nejsou zdaleka wplné.

Byly navrieny urdité testy zaklddajici se na po&tu délek iteraci
nahoru a dolt v posloupnosti. Navrhl to jiz Fisurr, pak KEermack
a Mc Kenprick (10), WaLLis a Moorg. Testy v praxi nejobvyklejsi jsou
zalozeny na srovnédni iteracf riznych délek s jejich oéekdvanym podtem
nebo na vyskytnuti se mimofddné dlouhych iteraci. Kriterium L”,
kterého se zde uziva, je délka nejdelsi iterace kladnych a zdpornych
znamének. Velké hodnoty L” jsou vyznamné. Theorii pravdépodobnosti
L" vypracovali Levere a Worrowirz (14). Jind kriteria pro testovéni
nezévislosti v pofadové posloupnosti navrhli Youne (47), Warp a Worro-
wiTZ (39), ANDERSON (1), Prrman (24), HoreLLING a PaBsT (8).

Vrdtime-li se je$té nékolika slovy k problému dvou vybérd, mazeme
Fici, Ze prvni neparametrické feSeni podal K. PEARSON a pouzil statistic-
kého koeficientu y2 a jeho rozd&leni. Regeni zalozené na methodé rando-
mizaéninavrhl Pitman, ktery pouzil numerické hodnoty rozdilu vybéro-
vych primért T = |&, — Z,|. UvaZoval rozdéleni &etnosti Z, —z, pro
vSechna moZné rozdéleni n, + 7, pozorovani do dvou skupin, které maji
n, resp. n, prvkia. Velké hodnoty T jsou vyznamné. Pak byly navrzeny
rizné testy uZivajici pofadi pro problém dvou vybért. O dvou bylo
dokézano, Ze nejsou konsistentni; a to o testu Thompsonové podali tento
dikaz WaLp a Worrowrrz (37) a o MATHIESENOVE (15) BowkER (3).

Praktické problémy nevyzaduji vidycky, aby se predpoklidalo jen,
ze kumulativni distribuéni funkce je spojitd. Jsou piipady, kdy o ni
miizeme Fici vice; na piiklad Ze je symetricks nebo jednovrcholové a po-
dobné. Bylo by proto t¥eba vypracovati theorii pro takové. piipady.
Tato theorie by jisté méla znaény prakticky vyznam.

Obecnou formulaci problému statistické indukce, kterda by byla
dostateéné Siroké, aby obsdhla piipad parametricky i neparametricky
a zahrnovala odhad i testy, podal WaALD v roce 1939 (34). Postupoval
tim smérem, Ze polozil zdklady obecné theorie statistickych funkei
rozhodovacich, a to nejprve pro t. zv. p¥ipad klasicky — nesekvendni —
kde poget pozorovéni, na jejichz zaklad$ se m4 rozhodnuti udglat, je
pfedem urden, t. j. rozsah ndhodného vybéru je pevné dén. V dalsi praci
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rozsifil tuto theorii na pripad t. zv. sekvenéni, kde podet pozorovani
pozadovanych pro rozhodnuti neni pfedem urden, ale zdvisi na vysledku
pozorovani. Obecny problém .statistickych rozhodovdni formuloval
takto:

Budiz X = {X%} (¢ =1, 2,...) nekoneénd posloupnost nihodnych
proménnych. Kazdé specidlni pozorovéni proménné X je ddno ne-
konednou posloupnost{ z == {2} (1 =1,2,...) redlnych &isel, kde 2/
znadéi pozorovanou hodnotu proménné X¢. Prostor W vSech moznych
nekoneénych posloupnosti « se nazyvd vybérovym prostorem a prvky x
z W jsou vybérové body. Predpokliddejme, Ze rozdéleni pravdépodobnosti
X, t. j. funkce miry pravdépodobnosti 4 v prostoru W neni znidma, ale
je zndmo, Ze patii do dané tfidy Q. Dile je dén prostor D, jehoZ prvky d
predstavuji moznd rozhodnuti, kterd lze udinit v uvazovaném problému.
Obydéejné kazdy prvek d-z prostoru D bude sdruZen s uréitou podmnozi-
nou w z 2 a rozhodnuti d lze interpretovati jako pfijeti hypotézy, Ze
pravé funkce miry pravdépodobnosti i je prvkem z . Fundamentdlnim
problémem statistickym je nyni d4ti pravidlo, podle nghoZ se uéini néjaké
rozhodnuti, t. j. pravidlo, podle néhoZ se vybere specielni prvek d z pro-
storu'D na zdklad& pozorovaného vybérového bodu z. Znamend to tedy,
7e je ddna tfida Q funkei miry pravdépodobnosti a prostor D vSech
moznych rozhodnuti d. Problém je sestrojit néjakou funkei d(z), nazvanou
statistickd rozhodovaci funkce, kterd prifazuje kazdému vybérovému
bodu x néjaky prvek d(x) z prostoru D, takie se uéini rozhodnuti d(z),
kdyZz byl pozorovin vybérovy bod x. Je tedy statistickd rozhodovaci
funkce definovéna pro vSechny body x vybérového prostoru W a pro
kazdy vybérovy bod x je hodnota té funkce prvkem prostoru D.

Reseni tohoto problému podal v roce 1947 WALD za jistych omezeni.
Ale posledni novd price Warpova odstranuje nékteré diivéjsi zbyteéns
omezujici predpoklady. Tak v dosavadni theorii pfedpoklddal, ze prostor
Q piipustnych distribuénich funkei F je kompaktni, coZ obyé&ejné neni
v parametrickém piipadé splnéno. Tato podminka nyni v rozpojitém
piipadé uplné odpadd a ve spojitém jest nahrazena podminkou separa-
bility Q. Uvahy WaLpovy jsou zcela abstraktni, ale za&ind se pracovat
na aplikaci této theorie v praktickych problémech sestrojenim hospod4i-
sky nejvyhodnéjsi kontroly studiem konkretnich risikovych funkef
(SATTERTHWAITE, SPACEK).

Snad je z tohoto kratkého ndstinu patrno, Ze vyhlidky theorie,
kterd nedini pfedpokladii o tvaru rozdéleni detnosti zdkladniho souboru
budi zdjem mezi theoretiky i praktiky. Kdy% sledujeme vyvoj pokusl
o obecné theorie nejlepSich test a odhad®, vidime, Ze byly inspiroviny
znaéné abstraktni prdce matematické, do nichZz vstupuji problémy
z theorie miry, ivahy ve funkciondlech, funkénich prostorech a v metrice
prostort. Svédéi o tom na priklad préce o theorii nékterych neparametric-
kych hypotéz, kterou uverejnili letos E. L. Legmany a C. Stein (13).
Odvodili optim4lIni testy pro dva typy neparametrickych hypotéz viéi
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urditym t¥iddm alternativ. Tyto hypotézy auto¥i ilustruji timto p¥i-
kladem:

1. Simultdnni rozdéleni proménnych aj, Ly, ..., %n, Y1, Yos -« Yna
je invariantni za vSech permutaci proménnych.

2. Proménné jsou rozdéleny nezivisle a 1dent10ky Ukézali, Ze theorie
optlmalmch testh pro hypotézy prvniho typu je tdZ jako theorle opti-
mélnich podobnych testl pro hypotézy druhého typu. Definice, kterych
uzivaji k feSenf fady dalsich jeSté problémi jsou dosti obecné, takze lze
theorie uZiti na problémy spojité i rozpojité a pozorovéni, kterd nejsou
nez4visld, tu nedini potizi.

Mohl jsem se jen dotknouti hlavnich mist na cesté prudkého vyvoje
theorie neparametrickych test v poslednich letech. Podrobnosti a dal§
odkazy lze najiti v citované literatufe. Chei tim upozorniti na védecké
pole, které v mnoha mistech ¢ekd na zpracovani a vzbuditi zdjem o hlubsi
studium praci, které tu znamenaji rozvoj, jaky nemd asté obdoby v dé&ji-
ndch véd.

LITERATURA¥)

. R.L. ANDERSON: Distribution of the serail correlation coefficient, 1942.
. G. BATEMAN: On the power function of the longest run as a test for randomness
in a sequence of alternatives, Biometrika XXXV: I, II., 1948.
3. A. BOWKER: Note on consistency of a proposed test for the problem of two
samples, 1944.
4. H. CRAMER: Mathema.tlcal methods of statistics, Princeton University Press,
19486, :
5. R. A.FISHER: Sta’mstlcal methods for research worLers, Oliver & Boys, Edin-
burg and London, 1925.
6. M. FRIEDMANN: The use of ranks to avoid the agsumption of normality implicit
in the analysis of variance, Journal of the Amer. Statistical Assoc., 1937.
7. N. HOEFFDING: A class of statistics with assymptotically normal distribution,
1948.
8. H. HOTELLING — M. R. PABST: Rank correlation and tests of significance
involving no assumptions of normality, 1936.
9. M. KENDALL: The advanced theory of statistics I., II., London 1945, 1948.
10. W. O. KERMACK — A. G. MC KENDRICK: Tests for randomness in a series
of observations, Proc. Roy. Soc. Edinburg, 1937.
11. A. KOLMOGOROV: Confidence limits for an unknown distribution function,
1941.
12. A. KOLMOGOROV: Sulla determinatione empirica di una legge di distributione,
Giornale Ist. Ital. Attuari, 1933.
13. E. L. LEHMANN — C. STEIN: On the theory of some nonparametric hypotheses,
1949,
14. H. LEVENE — J. WOLFOWITZ: The covariance matrix of runs up and down,
1944,
15. H. MATHIESEN: A method of testing the hypothesis that two samples are from
the same population, 1943.
16. A. M. MOOD: The distribution theory of runs, 1940.
17. F. MOSTELLER: Note on an application of runs to quality control charts, 1941.
18. R. B. MURPHY: Nonparametric tolerance limits, 1948.

by -

*) Préce, u nichz je uveden pouze letopocet, jsou uvefejndny v dotyéném rod¢-
niku &asopisu ,,The Annals of Mathematical Statisties‘.

71



72

. J.NYEMAN: Basicideas and some recent results of the theory of testing statisti-

cal hypotheses, Journal of Royal Stat. Soc., 1942.

. P.S. OLMSTEAD: Distribution of sample arrangements for runs up and down,
1946.

E. PAULUS: A note on tolerance limits, 1943.

E. S. PEARSON: Some aspect of the problem of randomisation, Biometrika,
1937—1938.

. K. PEARSON: On the probability that two independent distributions of fre-

quency are really samples from the same population, Biometrika, 1911.

E. J. G. PITTMANN: Significance tests which may be applied to samples from
any populations, Suppl. of J. Roy. Stat. Soc., 1937, a Biometrika, 1938.

. A.SCHEFFE: Statistical inference in the non-parametric case, 1943.
. A. SCHEFFE: On a measure problem arising in the theory of non-pammetri(-s‘

tests, 1943.

. A.SCHEFFE: Non-parametric estimation I. Validation of order statistics, 1945.
. W.A.SHEWHART: Statistical method from the viewpoint of quality control,

1939.

29. N. SMIRNOV: Ocenka raschozdénija mezdu empiri¢eskimi krivymi raspredéle-

nija v dvuch nezavisimych vyborkach, Bjulleten Moskovskovo Gosudarstven-
novo universiteta — Matematika, IT, 2, 1939.

. F. 8. SWED — C. EISENHART: Tables for testing randomness of grouping in

a sequence of alternatives, 1943.

. W. R. THOMPSON: On confidence ranges for the median and other expectation

distributions for populations of unknown distribution form, 1936.

2. W. R. THOMPSON: Biological applications of normal range and associated

significance test in ignorance of original distribution form, 1938.

. J. TUKEY: Non-parametric estimation I., IT., III., 1947, 1948.
. A. WALD: Contributions to the theory of statistical estimation and testmg

hypotheses, 1939.

5. A. WALD: Foundations of a general theory of sequential decision functions,

Econometrica, 1947.

. A. WALD: Statistical decision functions, 1949.
. A.WALD —J. WOLFOWITZ: On a test whether two samples are from the same

population, 1940.

. A. WALD — J. WOLFOWITZ: Confidence limits for continuous distribution

functions, 1939.

- A. WALD — J. WOLFOWITZ: An exact test for randomness in the nonpara-

metric case, based on serial correlation, 1943.

. A. WALD — J. WOLFOWITZ: Statistical tests based on permutations of the

observations, 1944.

. S. WILKS: On the determination of sample sizes for setting tolerance limits,

1941.

2. S. WILKS: Statistical prediction with special reference to the problem of tole-

rance limit, 1942.

. S. WILKS: Order statistics, Bulletin of the Am. Mathem. Soc., 1948.

J. WOLFOWITZ: Additive partition functions and a class of stamstlcal hypothe-
ses, 1942,

. J. WOLFOWITZ: Asymptotic distribution of runs up and down, 1944

J.WOLFOWITZ: Non-parametric statistical inference, Proceedings of the Berke-
ley symposium on mathematical statistics and probability, 1949.

. L.C. YOUNG: On randomness in ordered sequences, 1941.

*



Summary. — Vytah.

Advances in the the.ory of non-parametric tests in statistical
inference.

JAROSLAV JANKO, Praha.

One of the fundamental problems in the non-parametric statistical
inference is the problem of estimation of cumulative distribution function
F(x) about which we only know that it is continous. It is solved by means
of a sample cumulative distribution function Fy(x) so that there are
constructed. the acceptance regions in which F(z) lies with the certain
probability «. In fact it is possible to construct practically the respective
confidence region, for it is also determined, as has been shown by WoLrro-

witz through the belt of such two step-functions F%)(x) and Fﬁg)(x), that
Fg)(x) S Fyx)< Fg})(x). It is useful to choose a belt of a constant
width and equal on both sides, so that then Fﬁ\})(x) = Fy(z) + 4 and

F’g)(x) = Fy(z) — 4 with the exception of a necessary correction con-
sisting in it that the boundaries do not exced the figure one and do not
fall below nought. If we then have a table of values 4 as function of «,
we can easily construct the confidence regions. Such a table has been
constructed by Kormocorov and was extended by Smirxov. How to
determine the exact confidence belts with a small sample size has been
shown by Warp and Worrowirz who determined a method about finding
a probability that Fy(z) would be within an acceptance region which
is usable for generally given widths of the belt and for finite sample sizes.

The method which has been used in estimating F(z), can also be
used in testing the hypotheses of distribution function of the population.
If we test whether the two samples with the sizes n, and n, have come
from the same population, we say that it is a problem of two samples.
In its solution the development of the distribution theory of runs (Mood)
was made valid, with success. This theory is of great improtance with
the solution of the question whether the sample values x,, ,, ..., ¥
in order sequence as drawn, are random. Different criteria for testing.
randomness have been suggested by Youne, ANDERsON, HoTELLING and
Passt, PrriaN. About the two tests i. e. Thompson’s and Mathiesen's
it has been proved that they are not consistent. Warp and WorrowiTz
have defined the consistency so as to be able to be also used in the non-
parametric problems. According to them a test is consistent, if the
probability of rejecting the null hypotheésis, when it is false, approaches
one while the sample number increases indefinitely.

Fourthermore we should quote a Wald-Wolfowitz’s U-test which
was used with the solution of the ,,two samples problem*. Its frequency
distribution has been determined. If the sample sizes n, resp. n, are not
big there is no difficulty in obtaining a table of critical points (Swep and
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Eisexaart) If the total of the sizes of these two samples N = n; + n,
increases indefinitely with constant % — % the U-distribution appro-
n

2
ches the normal distribution asymptotically. It is necessary to attach
great importance to the WaLp’s general formulation of the problem of
statistical inference which starts with a general theory of statistical
decision functions.

QUELQUES PROBLEMES ACTUELS CONCERNANT
LES FONDEMENTS DES MATHEMATIQUES.

STANISLAW JASKOWSKI, Torus.

Dans le vaste domaine appelé fondements des mathématiques ou
logique des mathématiques, j’ai choisi deux groupes de problémes qui
paraissent avoir une importance particulitre & cause de leurs consé-
quences pratiques.

I. Problémes de décision.

1. Dans la logique des mathématiques, on appelle ,,méthode
de décision* (decision method, Entscheidungsverfahren) une méthode
générale de résoudre .tous les problémes d’un type donné. La notion
de méthode générale est connue aux mathématiciens depuis I'antiquité;
P’algorithme d’Euclide en fournit un exemple. La notation logique
symbolique, la forme de systéme déductif formalisé, donnée aux théories
mathématiques et enfin la distinction entrele systéme et les considérations
méthodologiques appartenant au’,,méta-systéme‘ — voici les facteurs
qui d’une part ont contribué au développement de quelques méthodes
de décision et qui, de l'autre, ont permis de démontrer I'impossibilité
d’en construire quelques autres.

Toutes les méthodes de décision obtenus par les logiciens sont du
méme type. On construit une théorie formalisée 7' et on définit une
classe de formules (classe de problémes) P par I’énumération des termes
constants, des: variables et des quantificateurs, qui tous peuvent ap-
paraitre dans les formules de la classe P. On décrit d’une maniére
univoque le procédé qui donne la réponse, pour chaque formule F de la -
classe P, si F est un théoréme de la théorie 7' ou non. Le résultat négatif
classique est dii & GODEL qui a montré en 1930 qu’il n’était pas possible
de trouver une méthode de décision applicable & la classe des problemes
formulés & 'aide de la notion de nombre naturel et des opérations d’ad-
dition et de multiplication. ‘

La méthode bien connue de vérifier 1es formules du calcul des
propositions & I’aide de substitution des valeurs 1 et 0 pour les variables
est le prototype des méthodes de décision modernes. Dans les derniéres
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