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volny bod €' + B a promitnéme obé kiivky I a KI" se stiedu (' do libo-
volné nadroviny. Potom oha praméty maji v primétu bodu B analy-
ticky styk druhého fadu. :

K-linearisujic{ transformace zavisi na volbé tetné kolineace K.
Volime-li za K specielné lokdlni kolineaci, potom jest

n
> ¢l =0 pro 1< s n.
=1

.V nésledujicich &ldncich budeme probirati takové korespondénce
mezi dvéma prostory, jejichz K- hneamsupcl transformace majf urdité
geometrické vlastnosti.

LA DUALITE DANS LES ESPACES (F) ET (LF).
JEAN DIEUDONNE, Nancy.
L’objet de la conférence était le mémoire écrit par J. DIEUDONNE
et L. ScEwARTZ qui sera publié dans les Annales de Grenoble en 1950..

E3

Vytah. — Résumé.

‘Dualita v. prostorech (F) a (LF).
JEAN DIEUDONNE, Nancy.

Predndska se tykala price, kterou napsali J. DievponNg a L.
ScEwARTZ a kterd bude uvefejnéna v Annales de Grenoble v roce 1950.

NOVE)Si PRACE O MARKOVOVYCH RETEZECH A PRIBUZ-
NYCH ULOHACH.

BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

V dneSni ptednidice se pokusim podati prehled hlavnich swérd
v bddéni o theorii Markovovych Yetézl a o ptibuznych dlohdch za po-
slednich patndct let. R. 1934 jsem uvefejnil v Casopise pro péstovéni
matematiky a fysiky dva referujici &lénky (63, 167; 64, 94) z tohoto
oboru, piitomny referdt je jejich pokradovdnim.')

~ Markoviv fetéz s koneénym poétem eventualit. Koname ne-
omezenou Fadu pokust, z mchz kazdy mé za vysledek jednu z r even-

———.

1y Cisla v hranatjch zévorkéch odkazuji k pr1p039nému blbhogra,flckému

séznamu.
!
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tualit By, £,, ..., E,. BudiZ p; pravdépodobnost, Ze (n 4 1)-ty pokus
dé vysledek Ek 28 predpokladu Ze n-ty pokus dal V}'fsledek E;. Pred-
pokladame déle, ze retez je homogenni t. j. Ze velitiny pix jsou nezdvislé

na n. Je-li obeend P{ pravdépodobnost, Ze (n + m)- -ty pokus d4 vysle-
dek E, za predpokladu ze n-ty pokus dal B, platl rovnice (Pﬁ;c = p,k)

P‘”“’ ZP(”) P SR

=1

noo . )
SPP=1ik=12..r n=123,.
j=1
Ne]za]ﬁnavé]él z otédzek, které si klademe ) vysledcwh v fadé pokusﬁ
jichZ pravdépodobnosti jsou spojeny v Markoviiv Yetéz, je tato: za kterych

podminek plati t. zv. ergodicky princip, totiz kdy existuje lim Py

n—$00"
jakozto &islo Pj nezdvislé na indexu i? Zobrazme si vysledky pokust
geometricky. Budiz ddno r pevnych bodd 4, 4,,..., 4, & pohyblivy
bod B, jehoz poloha splyne s A, dd-li n8ktery pokus vysledek EBy. Podle
vysledkd jednotlivych pokust méni se poloha bodu B. Velidiny p;: jsou
pravdépodobnosti prechodu z polohy A; do Az; P je pravdépodobnost,
e byl-li bod B pivodné v poloze A;, prejde po n ;,skocich’* (pokusech)
do polohy 4;. Vysledky pokust ]SOll tak zobrazeny nespojitym ,,Brow-
novym pohybem®. Ergodicky princip vyjad¥i se pak takto: necht byla
podateéni poloha bodu B jakikoli, pravdepodobnost Ze po nekone¥ns

velkém poétu pokush bude B v 4y, totiz P —~ lim P{p’ , z&visi jen na k.

. . n—>wo B .
Markov dokdzal, Ze ergodicky princip plati, jsou-li v8echny pa kladné;
pro n —> oo prejdou rovnice (1), plati-li princip, v ,

r r
szzpjk,P,-,_zpj:1’,-k=1,2,...,r. (2)

Rovn'ieen'n (2) jsou hodnoty Py, ]ednoznaéné uréeny

Je otdzka, plati-li ergodicky princip v piipadech,  kdy . nekteré
z veliéin Py jsou rovny nule. Rozbor ]ednothvych pripadd vyché,zi
od studia kofend charakteristické rovnice; je to ,sekuldrni rovnice®,
kterou obdrzime takto: odedteme od velidin py; proménnou Aa leozlme
takto upraveny determinant r-tého stupn& |pg|| rovny nule. Roua-
NovsKY ukézal r. 1929, Ze v piipadé, kdy charakteristickd rovnice mé

vesm&s jednoduché koreny 1,23, Ay ... A—y (jeden z koFentt je vidy roven

]edne, absolutni hodnoty korenu nemohou byti mendf ne¥ 1), vyjddii se
) takto:
g ’/«
PR Pt > T (3)

je=1 . .7‘



Z rovnice (3) vyplyvé pfimo ergodicky princip, nemé-li z4dny z kotent
A3, Ay ... Ay—; absolutni hodnotu rovnou 1. Je-li na pf. jeden z kofent
= — 1, velifiny P osciluji, méni-li se n, a nemaji limitu pro »n — co.
RomanovsgY [1] v pozdéjéi obsdhlé préci zobecnil rovnici (3) pro
piipady, kdy charakteristickd rovnice mé mnohondsobné kofeny.
FRECHEET, jenZ uz diive se zabyval podrobné vlastnostmi veli¢in, napsal
dalsi doplnék 8], ve kterém rozebird podminky pro platnost ergodického
principu; ve své knize [FrREcHEET 10] poddva obsirny piehled o téchto
otdzkdch. W. DoeBrIN, némecky emigrant, jenz se uchylil do PafiZe,
studoval tam u Frécheta a byl z nejlepsich jeho Zakd; stal se obéti vilky.
- DoEBLIN napsal mnoho origindlnich praci vynikajicich pfesnosti o Marko-
vovych Fetézech; v &ldnku z r. 1938 [2] podal soustavny vyklad o celé
theorii. Pfipomindm knihu o poétu pravdépodobnosti, kterou napsal
S. BERNSTEIN [4]; obsahuje pfesné vyklady 0 Yetézech s pozoruhodnymi
ptiklady.
OxicEscu a MiEoc mnoho pracovali v tomto oboru, a Fedili sta-
tistické tlohy v souvislosti s Markovovymi fetézy; uvaddim jejich prici
[1] a spis [2], v némZ referuji o theorii fetéz. Rizné piiklady na uziti
theorie jsou v pracech FricreTa [9, 10] a HosTINsKAHO [3]. SARYM-
sakov [3] srovndvd plvodni Markovovu methodu, jez odvozuje ergo-

dicky princip bez zvldstniho vzorce pro velidiny PP s methodou Roma-
novského zaloZenou na explicitnim jich vyjiddfeni a vhodnou k numeric-
kému poditéni. ONicEscu-Miroc [3] uZivaji charakteristickych funkef
(integrdld Fourierova typu utvofenych z pravdépodobnosti pfechodu).

) Poznamenejme, ¥e v p¥{padé nehomogenniho fetézu, kdy pravdé-
podobnost e prechodu za stavu ¢ do k po (n — m) pokusech zvis
na poradovém d&sle pokusu m-tého i n-tého (n > m), plati misto (1)

" rovnice

P = 2 P PR, m<u <. 4)
j=1 .
Zavedeni spojité nezdvisle promé&nné velidiny (&asu). Pred-
poklidéme stdle, Ze bod B méni svou polohu tak, 7e v kaZzdém
okamziku splyvé s nékterym z bodld 4,, 4,, ..., 4,. Pfipustime viak,
%e pozorujeme polohu bodu B v libovolném okamZiku; pravdépodobnost
Ze bod, jenz v okamZiku s byl v poloze 4;, bude v pozd&jsim okamziku ¢
v poloze 4y, budiz funkef Pix(s, t) indext 4, k a obou spojité proménnvch
velidin s, ¢. Misto rovnice (4) bude pak platltl

Py (s,1) = Z Py (s,u) Py (u,t), § <u<t - (5)
i=
Z Puls, 1
Misto dﬁvé]éich indexd m a n nastupu]i zde spojité proménné s a f.
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Za uréitych podninek prevadi se tato soustava rovnic na soustavu
diferencidlnich rovnic

(s, 1) s (s, £), (6)

8Pll«: ‘ Er:

kde funkce w;; povazujeme za znidmé. Je zde obdoba ergodického
problému: funkee Py (s, t) jeZ vyhovuji rovnicim (5) nebo (6), md asym-
ptotickou hodnotu, roste-li £ do nekonedna. Zvl4sté zajimavy je homogen-
ni ptipad, kdy funkece Pjz(s, t) z4visi jen na rozdilu ¢ — s proménnych
ana 7, k. V tom pfipadé mdme misto (5) rovnice

Pir (1 + v Z pir (W) g (o), 2, gij (w) = 1, (7).
J:
a misto (6) rovnice

d
%k Z wjr. (8) @ij (¢
]..._

Index 4 lze vynechati; pro kazdé i (i =1, 2...7) vyhovuji ¢g = x;
soustavé linedrnich diferencidlnich rovnic: :

dx
— ,Zl Wi (8) - 2 (8). 8)
7

Povaha funkei vyhovujicich této soustavé zdlezi.oviem na povaze
koeficienth w;z. FrEcHET [1, 10] se podrobné zabyval Fefenim téchto
rovnic. Jedna z method, kterych lze uZiti k FeSeni, je Volterrova methoda
,,integrace linedrnich substl’cuc"’ Soustava linedrnich rovnic (8) urduje
totiz nekonedné malé zmény dz; velidin xz;, odpovidajici piirtstku d,
dasu, jakozto linedrni funkce hodnot ;. Hledany konedné veliky pi‘i-
ristek velidiny a;(f) po uplynuti konedného ¢asového intervalu (¢ poji-
méme jako das) jevi se Jakoito soudet nekonetné malych pFirdstkd;
pfi tom piiristky velidin dzi jsou uréeny infinitesimalni linedrni substi-
tuci veli¢in z;. Hledané hodnoty nezndmych z; vytvoiuji se z téchto
malych piristkéi obdobné jako rotace o koneény whel se vytvoiuje sle-
dem postupné provedenych infinitesimélnich rotaci; viz HosTINskY
[2; 8 chap. IT] a VoLTERRA-HOSTINSKY [1]. :

EvrrviNe [1, 2] se zabyval vztahem, ktery je mezi piipadem pravdé-
podobnosti P (s, t) jakoZto spojitych funkei dasu a piipadem obyéej-
nych Markovovych fetézti. Porov [1] studoval asymptoticky prib&h
funkef #;(f) vyhovujicich rovnicim (8) v pfipadech, kdy koeficienty w;(t)
jsou bud konstantni nebo konverguji k uréitym limitdm, pro ¢ —- co.
Dal¥i studium t&chto otdzek by se mohlo opirati téz o vysledky, ke kte-
rym doSel PEvovit [1] ve svych dvahich o asymptotickych FeSenfch
diferencidlnich rovnic linedrnich. TrRUksA [1] vySetioval uZitim diferen-
cidlnich rovnic z4vislost uvnitt statistickych soubori.
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Markovovy Fet&zy s nekoneénym spoletnym pocltem eventu-
alit. Je-li nekonedn& mnoho p¥ipadf, které mohou byti vysledkem po-
kusu a uvaZujeme-li o nekonedné posloupnosti pokusu Jsou uvahy sloZi-
téj8. ForTer [1,2] ukdzal, Ze izde plati ergodicky princip za obdobnych
predpokladd jako v pfipadé, kdy polet eventualit je konetny. Jak sdm
pravi v dodatku ke své druhé préci, jeho vysledky byly piedstiZeny
pracemi KormocorovyMI [4, 5], které vznikly pfiblizné soudasné.
Kowrmoaorov [5] upozornil mimo jiné na to, %e bod B pfi ,,Brownové
pohybu** (v ptipad¥, Ze je nekone&né mnoho poloh 4, 4,, 4,,...)
se obecné nekoneéné mnohokrite vraci do polohy, ve které jednou byl,
anebo se do ni viibec nevraci. Tato tivaha odpovidd tomu co dokizal
BoreL (Rendiconti del Circolo matematico, Palermo, 27, 247; 1909.
Mathem. Annalen 72, 578; 1912): kondme-li neomezenou fadu pokusu
(zdvislych nebo nezévisljrch) a je-li pravdépodobnost, Ze se vyskytne
urdity vysledek B pfi jednom pokusu, kladnd, je pravd&podobnost,
Ze se vysledek Z vyskytne celkem nekonedn& mnohokrit, rovna bud
jedné nebo nule.

Sarymsarov [1,2] odvodil véty o limitdch pravdépodobnosti
vychédzeje z praci FROBENIOVYCH a RoMANOVSKEHO platnych pro
fetézy (matice konedného stupné) s koneénym podtem eventualit. V né-
kterych piipadech, kdy podet eventualit je pii kazdém jednotlivém
pokuse koneény, roste viak s poétem pokustt do nekoneéna, 1ze studovati
pravdépodobnosti prechodu jednoduf$im zpisobem [HosTINSEY 3).
Doos [3] zabyval se té% piipadem nekoneéné velikého poétu eventualit.

Browniv pohyb po tisecce a Chapmanova rovnice. Predpoklé-
dejme nyni, Ze bod B se pohybuje na iseéce lezici na ose, jejiz krajni
body jsou z = a, x = b, & < b. Pravdépodobnost, ze B bude v okamziku
t mezi y a (y 4 dy), byl-li v okamziku s (s < ) v poloze 2(a < ¢ < b,
a <y < b), budiz d(z, y, s, t) dy. Funkce D, kterou nazveme zkrdtka
pravdépodobnosti prechodu (]e to vlastné hustota pravd&podobnosti),
vyhovuje Ohapmanove rovnict *

b
D, y, 5, 1) = f@(x, 2,6,u)0Fy,u,t)dz, s<u <t [Ody=1 (9
) a : ) a ’
Nejzajimavéjii je piipad ,homogenni vzhledem k casu‘‘, kdy P z4visi
na 8 a ¢ jen tak, Ze je funkel jejich rozdilu. Rovnice (9) prechdzi pak
v rovnici Smoluchovského
b
P, y,u+v) = f 9(z, 2, 4) p(z, y, v) d. (%)

Roste-li u, do nekoneéna, konvergu]e za urc1tych podminek ¢(z, y, u)
k uréité limitni hodnoté tp(y) kterd vyhovuje rovnici '

=“f ¢(2) o, y, v) dz, f o(y)dy = 1. (10)



Rovnice (9a) je obdobné rovnici (4); indexy ¢, 4, k jsou zde nahraZeny
spojité proménnymi z,y,z a indexy m, n, % jsou nahraZeny spojité
proménnymi 3, t, u, které maji vyznam dasu. Ergodickyprincip vyjddfeny
rovnici (10) je obdobny principu vyjadienému rovnicemi (2). Pro obeenou
rovnici (9) plati téZ za urtitych podminek obdobny princip.

Vyzkum Brownova pohybu po pfimce zaklddd se na Fefeni uvede-
nych rovnic. Najdeme-li néjakou funkei @ nebo @, kterd vyhovuje rovnici
(9) nebo (9a), povazu]eme ji za. pravdépodobnost prechodu z jedné
polohy do druhé p¥i Brownové pohybu FreEcEET [1] srovndvd dvé

methody k analyse ergodického principu, obdobné tém, kterych se uziva
v piipadé obyéejného Markovova Yetézu; bud sledujeme vlastnosti
funkece ¢(z, y, f) s rostoucim ¢ vychazejice z rovnice (9a) nebo vychdzime
od explicitnich vyrazh pro ¢(x, y, t) sestrojenych na zpésob Romanov-
ského vzorce (3). FrEcrET [2, 4, 5, 6] uzival této druhé methody a po-
drobné se zabyval vlastnostmi funkei, které vznikaji iteraci jddra
Fredholmovy integrdlni rovnice v souvislosti s ergodickym principem
[3, 7]. Jind methoda k feSeni funké&nich rovnic (9) a (9a) se zakldda
na integrovani linedrnich funkénich transformaci. Ukédzal jsem, jak se
této methody, zavedené ptivodné Volterrou k feSeni oby&ejnych diferen-
cidlnich rovnic linedrnich, uZije k Ffefeni uvazovanych problémd poétu
pravdépodobnosti [Hostinsk¥ 2, 8; Vorrerra-Hostinsxy- 1, kap.
16—18]. Pii tom jsem hledél upraviti nekoneéné fady, kterymi se vy-
‘jadfuji funkce @ nebo ¢ tak, aby kaZdy ¢len sdém o sobé mél vyznam
se stanoviska poétu pravdépodobnosti, takze spravnost formuli se stdva
intuitivni; poukdzal jsem na pouZitelnost methody v pripadé obecnych
problémt difuse, kinetické theorie plynd a éasovych zmén kolektivi
[HOSTINSKY 4,5,6,10,11, 13, 14]. Ve svych dvahdch jsem pFipoustsl
dvojl zmény v poloze bodu: jednak pomalé zmény (pravdépodobnost,
Ze se bod B posine o konednou délku béhem nekone&nd kratke doby se.
rovnd nule), jednak ndhlé skoky.

Kormogorov ukdzal uZz ve svych starsich pracech ze funkce
vyhovuje uréitym parcidlnim diferencidlnim rovnicim. FELLER [1] vy-
chézeje z ponekud jinych pledpokladu dokézal existenci feseni pro tyto
diferencialni rovnice a tedy i pro Chapmanovu rovnici; p¥ipousti spojité
i ndhlé zmény v poloze bodu.

Krurrov [1] se zabyval Brownovym pohybem a KOLMOGOROV (6]
rozsifil svou ptivodni methodu, zaloZenou na rovnici (9) a na prislusnych
parcidlnich diferencidlnich rovnicich, v tom smysluy, Ze uvazuje o prlpadu
kdy okam?ity stav bodu B nenf uréen jen jeho soufadnief # nybrz i prl-
slusnou slozkou rychlostl dz | d¢; pravdépodobnosti pFechodu (a to nejen
pr1 pohybu na piimce, nybrz vibec v mmnohorozm&rném prostoru)
z4visi v tomto piipadé na poloze i na rychlosti jak zaddtedniho stavu,
tak koneéného. FerprriM [1] studoval charakteristické funkce (odvo-
zené Fourierovou transformaci) piisluiné pravdépodobnostem p¥echodu:
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Kdezto ze znidmé pravdépodobnosti pfechodu neplyne vlastné nic
blizitho o povaze Brownova pohybu, uZili néktefi badatelé zcela jiné
methody k rozboru ergodického principu. D. BirkuOFF sledoval na
zdkladé PoiNcarBovYer studif o kiivkdch definovanych diferencidl-
nimi rovnicemi vyvoj soustavy, jejiz okamzity stav je definovdn bodem -
B v Gibbsové fdsovém prostoru (bod je urden hodnotami Lagrangeovych
soufadnic a jich derivaci dle dasu). Poddteénim stavem je vyvoj jedno-
znatné uréen; bod B se pohybuje po zcela uréité kiivee (roste do neko-
neéna) a plati zndmé Liouvilleova véta o invarianci objemu. Za uréitych
predpokladii o idedlnich trajektoriich bodu B plati ergodicky princip:
stfedni hodnota doby, po kterou bod B je uvnitf uréité &isti fdsového
prostoru, je imérn4 jejimu objemu. Nehleds k tomu, %e pojem idedlnich
nidim neruSenych trajektorii mé urdité obtize, uzivali prvni badatelé
v tomto oboru ,,statistické mechaniky‘* dosti sloZitych method. EBEREAD
Hoerr [1, 2, 3] podal pi‘ehled o téchto theoriich. CriNtiN zjednodusil
diikaz ergodického principu na tomto zikladé a Kormocorov [6] podal
obvzlisté jednoduchy diikaz, jenz vyché,zx z véty: za obecnych pred-
pokladl o stfednich hodnotdch neomezené posloupnosti velidin ;, 2, .

. . . woq 1
zavislych na nahodé, je pravdépodobnost, Ze aritmeticky stfed o

. (2 + %5 + ... 4+ 2,) mé limitu pro n — oo, rovna jedné.

ReSeni obecné Kolmogorovovy rovnice pro pravdépodobnost
pFechodu. Uz ve své zékladni préci z r. 1931 (Math. Ann. 104) formu-
loval KormMoGoROV rovnici, které mé vyhovéti pravdépodobnost pie-
chodu obecnéji. Oznaéme obecns pismenem x bod v prostoru R, ve kterém
se pohybuje bod B, X budiz &ast prostoru R a dX element prostoru,
ktery je obsaZen v X a ktery sdm obsahuje bod 2. Podobné y, ¥, dY atd.
Pravdépodobnost, Ze bod B, jenz v okam?iku s je v poloze #, bude v oka-
mziku #(s < ) v oboru Y, budiz @(=, Y, s, 1); pak plati misto (9) rovnice
Kolmogorovova

@(CU, Y> S: t) = f@(xa dZ) s u) ¢(2> Y; ?L, t)v 8 < u < t: (11)
R .
[®(,aY, 5,1) = Dz, B, 5,1) =1,
R

nebot @(z, Y, s, t) je additivni funkce oboru Y. Integrdl na pravé strané
rovnice (11) je zobecnény ve smyslu Stieltjesové. Pospisiin [1] obecné
roziefil rovnici (11); funkee @ je vyjidiena v jeho prici nekonednou
“fadou, jeji% &leny jsou konstruovdny na zékladé libovolné funkece
A(z, Y, s), kterd je additivni vzhledem k oboru Y. Rada @ je pozoru-
hodné tim, %e ddvé piimo FeSeni homogenni integralni rovnice Fredhol-
mova typu; je-li Dz, 7Y,s,t) jadro rovnice, je D(xz, Y,t,s) piislusng
_resolventa [HosTINSKkY 7, 8]. DogBLIN [3] rozfefil rovnici jinou metho-
dou; jeho FeSeni je vyjddfeno nekoneénou fadou, jejiz kaidy &len mé
vyznam urdité pravdépodobnosti a hledand funkce se jevi jako pravdé-
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podobnost thrnnd. Pospifilovo FeSeni je odvozeno ryze analyticky;
DorBrIN uzivd disledné interpretace s hlediska podtu pravdépodobnosti
a ptedpoklddd, Zze Browniv pohyb se déje jen skoky: bod B setrvivé
po néjaky 8as ve své posici, kterou v uréitém okamziku ndhle méni.
Takovymto ryze nespojitym pohybem se zabyvali ddle FELLER [2]
aDuBrOVSKY [1, 2, 3, 4]. DoEBLIN [4] pojednal o ;,smiSenych pohybech*,
které jsou po &dstech spojité a v pracich [1, 5] vyloZil soustavné vlast-
nosti Brownovych pohybt. DoeBLIN a ForTET ve spolené préci [1]
odvodili vzorec pro @ obdobny vzorci Romanovského (3). Jacrom [1]
objasnil podminku dostadujici, aby platil ergodicky princip. KryLov
a Bogorsusov [1] studovali podminky pro ergodicky princip v piipadé
rovnice Smoluchovského. TcrEN-CHAN-Mou (1] sé zabyval ob&irné
stfednimi hodnotami a korelacemi v pfipadé, kdy malé &dstice jsou
suspendovany v tekutiné pifi turbulentnim proudéni.

Yosipa [1 a% 6], Karkvuramt [1, 2], Wiener [1] & Doos [1, 2] Yesili
otdzky o platnosti ergodického principu a j. uZivajice Banachovy theorie
o abstraktnich linedrnich prostorech. Nékteré z téchto praci [Yosipa 5,
WieNer 1, Kryrov-BoeorsuBov 2] jsou ve vztahu k dfive zminénému
hledisku statistické mechaniky. ZvldS§tnim zpﬁsobem je pojat tento
vztah v praci KryrLovovi a BocoLIuBovovE [3]; jeji vyznam je v tom, Ze
v ni p¥ichdzi k platnosti jak pivodni pojem Markovova fetézu, tak pOme
Vytvofené v statistické mechanice. Abstraktnich method u¥ivaji téz
Besurov [1] a DooB-AMBROSE [1].

Je otividno, Ze abstraktni methody, kterych uZil uz Pospisic [1],
vedly v jeho préci a v pracech prévé uvedenych autort k novym, dosud
neznamym vysledkdm. DorBLIN [3] poznamenal, Ze tyto methody jsou
trochu na dkor intuitivni povaze dlohy. Vidyt cilem, ktery sledujeme,
je vyjadiiti vztah mezi nezndmou pravdépodobnosti a urditymi danymi
pravdépodobnostmi; zdé se, Ze podrobnym rozborem vysledkd, ke kte-
rym dosli uvedeni autofi, se podafi odvoditi hledand FeSeni prostSim
zplisobem zaloZenym na. elementdrnich ivahdch o pravdépodobnostech.

Funkce zavislé na ndhodé& (stochastické procesy). V fad€ pokustt
miizeme zavésti pravdépodobnost, ze n-ty pokus dé vysledek By, zdvislou
nejen na tom, jaky vysledek dal pokus (» — 1)ty, nybrZ i na tom, jaky
vysledek mél pokus (n — 2)ty atd.; pravime pak, Ze pravdépodobnosti
vysledkd v takové fadé jsou spojeny v Markoviv fetéz druhého, tfetiho
atd. ¥ddu. Tak dospivdme k pojmu Fetézu nekonedné vysokého ¥4du, pii
kterém pravdépodobnost vysledku kazdého pokusu zdvisi na vysledeich
v8ech ptedeslych pokusi. Nahradme nespojité proménny index (pofadové
dislo pokusu) spojité proménnou velitinou ¢ (dasem). Tak dospivime
k pojmu funkece (¢) dasu ¢, kterd zdvisi na ndhodé. Také se Fikd méné
vhodné, Ze velidiny x(t) tvof'i stochasticky proces. Lofiského roku zemvely

_znamenity rusky matematik EvGEN SLUuCKIS pienesl pojmy infinitesi-
mélniho podtu na tyto funkce. Funkce z(f) zdvislda na ndhodé je spojitd
ve smyslu pravdépodobnosti, mé-li (pfi pevném ¢') stfedni hodnota
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vjmzu |a(t) — x(t )| za limitu nulu pro lim(f — ¢') = 0. Pravdépodobnost,
ze z(l) = «, miZe zdviseti na tom, jakych hodnot nabyla funkee x(£) pro
jiné hodnoty proménné ¢, na pf. t’ "y oo Jsou-li prlsluéne. pravdepodob :
nosti vidy . funkecemi jen rozdild t-—— t’ t—t", ..., pravime, e funkce

#(t) (stochasticky proces) je staciondrni. V tom. prlpade je vliv, ktery m4
néjaké hodnota z(t') funkce na pravdépodobnost hodnoty z(t) jen funkeof
dasové odlehlosti ¢ —¢. Riznymi vlastnostmi staciondrnich funkei
se zabyval jiz d¥ive CmntIN, pozd&ji Worp [1], Kormocorov [7, 8]
a Kosurasev [1]; Braxc- LAPIERRE [1] uzivd staciondrnich posloup-
nosti pfi studiu fluktuaci elektrickych prouda.

Srovndme-li 8 jednoduchym Markovovym -fetézem, jevi se ndm
obecnd stacionarni funkce z(f) jakoZto dalekosdhlé zobecnéni Fetézu.
Ale zajimédme-li se o ergodicky princip, t. j. o asymptotické hodnoty
funkece z(¢) za uréitych podminek, dochdzime k rovnicim stejného tvaru
s témi, které vyjadiuji ergodicky princip pro obyéejné fetézy. Nebot
vidycky existuji pravdépodobnosti, Ze je-li z(t') = o, bude z(t) = f;
(t < t) z4vislé jen na x, B a na rozdilu t — ¢’ a z t&ch se vychézi s tohoto
hlediska je pivodni Markovuv dakaz ergodlckeho principu zékladem
i v zobecnéné theorii.

P. Lavy uvefejnil r. 1948 knihu [6] o stochastlckych proce'sech
a Brownov pohybu velmi bohatou obsahem, kterd mimo ]me shrnuje
etné jeho star$i price i jinych autord. Cdst kmhy je vénovéna zvI4st-
nimu zobecnéni Brownova pohybu po p¥imece. Skutedny Browntv
pohyb (vlastné j eho prumét do piimky) je pohyb po &istech rovnomérny;
Gastice vznisejicl se v tekuting podlehé ndraziim od molekul a b8hem
dasového intervalu mezi dvéma nérazy se pohybu]e roynomérng. Pred-
pokldddme, %e délka volné drahy mezi dvéma nérazy se ¥di Gaussovym
zékonem chyb. Usedka pohyblivého bodu B po uplynutl libovoIné dlou-
hého &asového intervalu se ¥idi rovné% tim zdkonem, oviem s ptiméfens
vétii st¥edni kvadratickou chybou. Lavy mteIpohqe nespojity Browntiv
pohyb tak, ¥e zavédi funkei X(t) z4vislou na ndhods a definovanou pro
hbovolnou hodnotu ¢asu; pfiristky X(t') — X (¢) funkce ¥idi se zdkonem
chyb pro libovoln4 £, ¢ se stfedni kvadratickou chybou dmérnou pii-
ristku ¢ — ¢. Z &etnych origindinich vysledku uvédim: Vypocet zdkond
pravd&podobnosti, kterymi se ¥di maximum funkce X() v daném
intervalu, pravd&podobné rozloZeni ko¥enti rovnice X(f) =0, vypocet
(pro pmpad Brownova pohybu v roving) pravdepodobnosin Ze bod

vychézejici z dané polohy dospéje za danou dobu po prvé do jiné dané

polohy, zédkladni vlastnosti Markovovych Yetézli zdvislych na nékolika
parametrech; o tomto thematu jednaji té% jeho prdce [4] a [5]. Lévyova
kniha je zakontena dodatkem, ktery napsal Loeve o zvld§tnich funkeich
zdvislych na ndhods. Tyto funkce se vyznaduji tim, Ze stfedni hodnoty
Stverch [X(1)]2 a soudind X(f) . X(¢') jsou ohranidené pro libovolné

hodnoty proménnych ¢, ¢ a jsou pomérnd snadno piistupné podtu.
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Viz téz Laeve [1]. R. Fortet [3] studoval fetézy v souvislosti s parcidlnimi
rovnicemi parabolického typu a s Andréovym principem symetrie.

Veli¢inu, kterd se ¥idi Gaussovym zdkonem chyb, lze rozdéliti
na soudet nékolika séitanch a kazdy sditanec se Fidi zase Gaussovym
zékonem. Podobnou vlastnost majii jiné zdkony; o tom viz CHINCIN [1]
a Luvy [1]. W. Ferier [3] podal vystiZny prehled nové]éich pram
o stochastickych procesech.

Diferenciilnirovnicesveli¢inami zaVIslyml nanihodég.S. BERN-
$TEIN poukédzal k tomu, Ze theorie Fetézl, kterd podle Markova poéitéd
s pravdepodobnostml prechodu, d4 se formulovati také tak, Ze se zavedou

- do podtu piimo velidiny odpowda]ml vysledkum ]ednothvych pokusti.
Tyto velidiny, z4vislé na ndhodé, uréuji se kazds z hodnoty odpovidajici
predeslému pokusu linedrnimi substltuceml (BeEr~NSTEIN [1], [3], str.
214—215). Dal§im rozsifenim dosel BERN3TEIN k typu rovnic

Yoty = Fu¥n, o), n=1,2, ...

kde F, jsou dané funkce; o, jsou velidiny z4vislé na nsdhod$, mezi nimiz
neni -vztahl. Takové rovnice naz;’rvé BERNSTEIN [2, 3, Pp. 485—546]
stochastickymi diferen&nimi rovnicemi pro néezndmé Y, a uvazuje ddle
o stochastickych diferencidlnich rovnicich vznikajicich limitnimi p¥echo-
dy z diferendnich. O limitnich hodnot4ch veligin, roste-li » do nekonena,
viz téZ préce GINSBURGOVY [1 2]. KryLov a BOGOLJUBOV [3] rozres1l1 .
rovnici toho druhu, toti# rovnici harmonického pohybu po pfimce ruse-
ného ndhodnymi 1mpulsy Nepochybuji o tom, Ze pojem diferencidlnich
rovnic s veli¢inami zavislymi na ndhodé je Vyznamny pro matematickou
fysiku, nebot prib&h jakéhokoliv zjevu pojimdme vidy jako vysledek
jednak sil #fidicich se urditymi zdkony, jednak nahodilych poruch.

O reversibilité pi‘irodnlch déjd. Pojem reversibilniho neboli
zvratného procesu patii k nejtézsim ve fys1ce nebot nelze piesné odlisiti
zvratné od nezvratnych'a vystihnouti jasng pojem procesu prlbhzne
zvratného. R. 1935 soudasn& a v podstaté stejnou methodou jsme se
zabyvali pojmem zvratnosti jednak jd s Porotkewy, jednak Kormocorov.
Zikladem bylo srovndni pravdépodobnosti, Ze soustava pfejde béhem
urdité doby z konfigurace 4 do B, s pravdépodobnosti, Ze je-li nyni v B,
byla pfed tou dobou v 4. Sledovali jsme obricené nespojité Markovovy
fetézy [HosTinskY 1; Hostinsk¥-Porotex 1]. Koimocorov [2, 3]
se zabyval pifpadem spojitd prom&nnych. Porotex podal pozd&ji dalii
dopliky jednak pro nespojité fetézy [1], ]ednak pro sp031te [2, 3]. O zvrat-
nosti fetézd uvazoval Errvine [1, 3], viz téz pram JacLomovy; [2], jez
je psdna ve sméru KoLM0GOROVOVE.

Tim kondfm svij pfehled; domnivim se, ¥e Markovovy fFetézy
a funkéni rovnice plynouci z nich jednoduchym zobecnénim poslouz1
k zdokonaléni statistickych theorii ve fysice. Dochdzime k novym
a presné&jsim formulaCLm zdkontt o pravdépodobnostech nei byly ty,
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kterych na pf. pouZivé klasickd kineticks theorie plynt. Je jen tieba,
aby nové methody bvly v konkretnich tlohdch podrobné vypracovany.
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" Résumé. — Vytah.

Revue des travaux publiés en 1935-1948 sur les chaines de Markoff
et problémes voisins.

BOHUSLAV HOSTINSKY, Brno.

Le probléme primitif relatif & une chaine simple de Markoff consiste
a étudier les probabilités de passage P’ en fonction des indices i, k et
de Tindice d’itération n. Introduisons des variables continues au lieu
des indices. Ce changement nous amene & considérer d’abord 1’équation
de SmorucHOWSEI (9a) ou I’équation plus générale de CraPMaN (9),
ol D est la densité de probabilité de passage. Admettons plus généra-
lement que la probabilité de passage (sur un segment de droite) soit
représentée par @(z, Y, s, £), ol « est la position initiale (& 1’époque s)
et ot ¥ désigne une partie du segment considéré; le point se trouve
a lintérieur de Y & I’époque f. @ satisfait a 1’équation (11). PoseiiiL
a donné en 1935 une premiére solution de (11) sous la forme d’une série
infinie. Il reste & interpréter, au point de vue du Calcul des probabilités,
la signification des termes de cette série. La Théorie des chaines et
surtout la recherche des solutions de I’équation (11) doit servir & perfec-
tionner ’expression analytique des lois statistiques qui régissent le déve-
loppement des systémes physiques.

ROZVOJ THEORIE NEPARAMETRICKYCH TESTU VE STATIS-
TICKE INDUKCI.

JAROSLAYV JANKO, Praha.

P¥i feSeni problémt statistické indukce se vétsinou predpoklddalo,
Ze kumulativni distribuéni funkce.zdkladniho souboru zdvisi zndmym
zplsobem na jistych parametrech, jejichZz velikost se odhaduje. Tato
theorie pfipadu parametrického byla vybudovéna pracemi R. A. FISHER4,
J.NEYMaNA, E.PEARsONA, A. Warpa,S. WiLksE a fady dalfich badateld.
Byla aplikovdna na v&t§inu zndmych frekvenénich funkei, které se vysky-
tuji v praxi statistické, a jeji uZivdni bylo usnadnéno mnozstvim tabulek.

Theorie statistickych test se vénovala v posledni dobé zvySenou
méroun problémim, kde neni mozno predpoklidati uréitou funkéni formu
rozdéleni &etnosti zdkladniho souboru, a snazila se podati feSeni, které
plati pro viechny zdkladni soubory se spojitymi kumulativnimi distri-
buénimi funkcemi. Problémy tohoto druhu se nazyvaji neparametricky-
mi. O jejich FeSeni chei podati kratky piehled. Jednotné ucelené theorie
tu je$té nemdme. Mohu se dotknouti tedy hlavnich probléma a jejich
feSeni obsaZenych v pisludnych pojedndnich, na néz odkazuji. Vyder-
pévajicf piehled této theorie do roku 1943 podal ScEEFFE (25) s podrob-
nym uvedenim literatury.
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