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ROZNE FORMY PRAWA WIELKICH LICZB.¥)
HUGO STEINHAUS, Wroctaw.

Niech funkecja z(f) bedzie okreflona w przedziale (0,1) i mierzalna.
Dystrybuante X(e) funkeji z(t) okre§lamy przez: X(«) = |B{z(t) < o}
¢

dystrybuante H(x, f) pary x(t), y(t) przez H(x, p) = |E{z(t) < o,
t

y(t) < B}|. Niezalezno$¢ pary =z, y wyraza sie przez identycznosé
H(x, ) = X(x) . Y(B). Analogicznie okreéla sie niezalezno$é tréjek,
czwoérek, ..., n-ek. Niezalezno$é ,en bloc* oznacza niezaleznoéé n-ek
dla wszystkich »n naraz.

I. Twierdzenie Bernoulli’ego brzmi:
Jezeli z;, y, ..., T, ... 5§ parami niezalezne, posiadajg te sama dystry-
buante, a majg pierwszy i drugi moment, to

n o
lim ass,(t)/n = const; s, 4 22 (1)
i=1 »

Do dowodu mozna uzyé twierdzenia Banacha, ze érednia funkeyj unor-
mowanych i ortogonalnych dazy prawie wszedzie do zera; taki dowéd
mozna zastosowaé jednak takze i bez zaloZenia istnienia drugiego mo-
mentu; mozna mianowicie zastapié funkcje x,(f) przez ograniczone plus
reszta, o ktérej mozna pokazaé, ze jej §rednia- ma calke modutu dowolnie
matly. Natomiast zachowanie zalozenia drugiego momentu pozwala
ostabié zalozenie niezalezno$ci i zastapi¢ je zalozeniem zerowej kowariancji
par z,, z;. Niewiadomo, czy obydwa uszczuplenia zalozen jeszeze daja
(1), czyli t. zw. stabe prawo wielkich liczb.

II. Mocne prawo wielkich liczb wyraza sie przez
lim s,(#)/n = const prawie wsZedzie. (2)

Udowodnit je Cantelli w r. 1916; przy zalozeniu niezalezno$ci parami
i dwéch momentéw (oczywiscie wspdlnej dystrybuanty) mozna oprzeé
sie i tu na tw. Banacha (Bull. Ac. Pol. 1919). Kolmogorow udowodnil
je przy zalozeniu tylko pierwszego momentu, jednak dla niezaleznosei
,,-en bloct. Czy tu mozna niezalezno$é ,,en bloc* oslabié¢, nie wiadomo.

Tak jak dystrybuante funkcji, mozna okreflié dystrybuante ciggu
numerycznego: jest to frekwencja wyrazéw mniejszych od «. Analogia
daje takze pojecie niezalezno$ci dwdch ciggdw. Mozemy sformulowaé
takie prawo wielkich liczb:

III. Gdy z,(t) sg parami niezalezne i posiadaja te sama dystrybuante
F(x), to ciag {x;(¢)} ma dla prawie wszystkich ¢ dystrybuante F(x).
Dowdd opiera sie na prawie Cantélli’ego; nie zaklada sie istnienia mo-
mentéw. .

*) Pelny text bedze opublikowan w Colloguium Mathematicum.
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Z ostatniego prawa wynika rozwigzanie paradoksu petersburskiego:
gdy placi sie graczowi 27—1, skoro orzel pokaze sie¢ dopiero w n-tym
rzucie moneta, to gracz musi placié w kazdej grze inng oplate; oplaty

1,2,1,4,1,2,1,8,1,2,1,4,1,2,1, 16, ...

maja te samg dystrybuante, co obietnica z(f), wige wedlug prawa III.,
gra moze byé uwazana za sprawiedliwg.

Przy zalozeniach III ciagi {z;(s)} {z,(t)} sq od siebie niezalezne dla
prawie kazdego punktu (s, t) kwadratu jednostkowego.

IV. Z twierdzenia ergodycznego mozZna otrzymacé taks forme prawa
wielkiech liczb: jezeli funkcje z;(t) sa réwnouprawnione, t.zn. jezeli
dystrybuanta kazdej n-ki jest réwna dystrybuancie n-ki powstalej przez
przesuniecie wskazZnikéw o jeden, to

lim s,(t)/n istnieje prawie wszedzie; (3)

ta forma prawa wielkich licrb wystepuje juz u Chificzyna wr. 1937, a p6z-
niej u Dooba. Trzeba zaznaczyé, ze niniejszy referat nie rozstrzyga
autorstwa poszczegélnych twierdzen; jest to zadanie nielatwe wobec
niezupelno$ci bibliograficznej prac z rachunku prawdopodobieristwa.
Nazywamy przypadkowym ciag {a,}, ktérego dystrybuanta ma conaj-
mniej trzy rézne wartoSci i ktéry jest niezalezny od swoich przesunieé
{an+1}. Gdy z,(t) sg czwoérkami niezalezne i maja wspdlng nietrywialng
dystrybuante, to ciag {z,;(t)} jest dla prawie kazdego ¢ przypadkowy

b3

Sumary. — Streszczenie.

Varions forms of the law of large numbers.*)
~HUGO STEINHAUS, Wroctaw.

Let the function z(f) be defined and measurable in the interval (0,1).
We define the distribution function X(x) of the function 2(f) by the
expression X(x) = |E{x(t < «}|, and the distribution function H (oc, /3) '

of the b1var1ate populatlon z(t), y(t) by the expression H(x, ‘E’ {z(2)

<< o, y(t) < B}|- The mdependence of the two variables z, y is expressed
by the identity H(wx, ) = ). Y(B). In a similar way we define the
independence of systems of two three or more variables. ,,En bloc* inde-
pendence means independence of each system of n varmbles for all n.

I. Bernoulli’s theorem states:

If the functions x,, %,, ..., Z,, ... are independent by pairs, if they
have the same distribution functlon and if each of them possesses first
and second moments, then

*) To appear in full in Colloquium Mathematicum.
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lim as s,(t)/n = const, where s, = > ' (1
=1

For the proof it is possible to use Banach’s theorem stating that the mean
value of normalized and orthogonal functions converges almost everywhe-
re to zero. This proof can be used even without the assumption of the
existence of the second moment; in particular it is possible to replace
the functions #;(f) by limited functions plus a remainder concerning
which it can be shown that its absolute mean value has an integral
arbitrarily small. On the other hand, if we assume the existence of the
s:cond moment we may weaken the assumption of independence and
replace it by the assumption of zero covariance of the pairs ;, z. It is .
not known whether the simultaneous weakening of both assumptions
still gives relation (1), i. e. the so-called weak law of large numbers.

II. The strong law of large numbers is expressed by the relation
lim s,(t)/n = const almost everywhere. (2)

Cantelli proved this in 1916; on the assumption of the independence
by pairs and of the existence of both moments (and naturally also of
a common distribution function), we can here again make use of Banach’s
theorem (Bull. Ac. Pol. 1919). Kolmogorov proved this theorem assu-
ming the existence of only the first moment, and of course on the assump-
tion of ,,en bloc* independence. It is not known whether it is here possible
to weaken the ,,en bloc* independence.

Just as it is possible to define the distribution function of a function,
so we can also define the distribution function of a sequence of numbers:
it is the frequency of the members of the sequence smaller than «. In
the same way we can define the concept of independence of two
sequences. The law of large numbers can then be formulated thus:

III. If the functions z;(t) are independent by pairs, and if they have
the same distribution function F(«), then the sequence {;(t)} has the
distribution function F(«) for almost all ¢. The proof is based on Cantelli’s
law; the existence of moments is not assumed.

From this law follows the explanation of the Petersburg paradox:
if a player wins 27~ money units provided that the coin does not fall
head up until the nth throw, then before each throw he ought to wager
the sums

1,2,1,4,1,2,1,8, 1,2, 1,4, 1, 2, 1, 16, ...

which have the same distribution function as the variable x(t); hence,
according to law IITI, the game can be regarded as fair. On the assump-
tions made in law ITI, the sequences {;(s)} and {;(f)} are independent
of each other for almost all points (s, t) of the unit square.

IV. The following form of the law of large numbers can be deduced
from the ergodic theorem: If the functions ;(t) are equivalent, i. e. if
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the distribution function of each system of n variables is equal to the
distribution function of the n-variable system obtained by altering the
subscripts by one, then

lim s,(¢)/n exists almost everywhere. (3)

This form of the law of large numbers was expressed by Khintchine
in 1937 and later by Doob. It should be noted that this paper does not
deal with the authorship of the individual theorems. This would be a diffi-
cult task indeed due to the incompleteness of bibliographical reports
on research in the theory of probability.

The sequence {a,} is said to be random if its distribution function
assumes at least three different values, and if the sequence is independent
of the alteration {a,z}. If z;(t) are independent by sets of four, and if
they have a common non-trivial distribution function, then the sequence
{2;(#)} is random for almost all z.

Z ZAGADNIEN WSPOLCZESNE] GEOMETRII
» ROZNICZKOWE].

WLADYSLAW SLEBODZINSKI, Wroclaw.

Zanim przystapie do wladciwego tematu, musze uprzedzié, ze
w referacie swym nie moge oméwié wszystkich wspélezesnych kierunkéw
badan geometrycznych, poming¢ musze np. tak wazng dziedzine jak
integralna geometria rézniezkowa. Ograniczam sie do tych kierunkéw
badaii, ktére pozostajg w zwigzku z mymi osobistymi zainteresowa-
niami, a wigc przedewszystkim do zagadnier zw1@zanych z reali-
zacjg, erlangensk1ego programu KLEINA.

Wiadomo, iz w my$l tego programu zadanie geometrii mozna sfor-
mulowaé w nastepujgcy sposéb: majac dang pewns przestrzen P i
operujgca w niej grupe przeksztalcen G — oczywidcie grupe w sensie
Lirrco, — skonstruowaé pelny uklad niezmiennikéw wzgledem grupy
G utworéw zawartych w przestrzeni P, jak krzywe, powierzchnie itp.
Tak sformulowany program pozwolil nie tylko usystematyzowaé i skla-
syfikowaé rezultaty badaii geometrycznych ubieglych czaséw, ale stal
sie zarazem wytyezng dla nowych poszukiwan. Azeby daé pojecie o plod-
nodei idei KLEINA, wystarczy przytoczyé takie nowsze galezie geometrii
jak afiniczna geometria rézniczkowa niemieckich geometréw z W. Bra-
SCHKE na czele, jak geometria' grupy MOBIUSA, a przede wszystkim réz-
niczkowa geometria rzutowa, dzielo Fusinieeo i Crcma. Wprawdzie
niektére niezmienniki rézniczkowe krzywych wzgledem grupy rzutowej
byly znane od wielu lat, skonstruowanie jednolitej i zwartej teorii bylo
jednak wylaczng zasluga tych dwéch geometréw, ktérzy stworzyli
w ten sposéb nowa, do dzisiejszego dnia Zywotna galez geometrii. Niektére
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