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PROBLEMY TEORII FUNKC]I ANALITYCZNYCH
W NAJNOWSZYCH PRACACH.

FRANCISZEK LEJA, Krakéw.

. Mam podaé przeglad najnowszych prac z zakresu funkeji analitycz-
nych i probleméw rozwazanych w tych pracach. Przeglad ten bedzie
dotyczyl wynikéw otrzymanych w ciagu okresu jednorocznego —
w przyblizéniu w ciggu roku 1948. Bede przy tym korzystal z czasopisma
Mathematical Reviews wydawanego przez Amerykanskie Towarzystwo
Matematyczne. Do okresu sprawozdawczego zaliczam prace referowane
w tym czasopi$émie w ciggu roku 1948, niektére wiec z prac, o ktérych
bedzie mowa, ukazaly si¢ nieco wczesniej.

W okresie sprawozdawczym ogloszono drukiem w czasopismach
matematycznych §wiata okolo 220 prac i rozpraw po§wieconych funkejom
analitycznym. Problemy traktowane w tych pracach sg réznorodne
i nalezg do wszystkich dziedzin teorii fukeji analityeznych. Dla lepszej
orientacji rozdziele prace na cztery dzialy (obok podana ilo§é prac
przypadajgcych na dany dzial). '

I Funkcje dowolne 65, IT Funkcje ograniczone 30, III Odwzorowa-
nia wierne i funkcje jedno -1 wielolistne 55, IV Interpolacja i aproksy-
macja 70.

Podkreslam, Ze jest to podzial tylko orientacyjny i ze liczby w nim
podane mozna by zmieniaé w pewnych granicach, bo ta sama praca daje
sie czesto zaliczyé do kilku dzialéw jednocze$nie. Nie mniej jednak
‘rzuca si¢ w oczy duza ilo§¢ prac poswieconych zagadnieniom aprok-
symacji i zagadnieniom odwzorowan poprzez funkcje analityczne.

Przejde teraz do omdwienia prac nalezacych do poszezegSlnych
dzialéw. ,

1. Funkcje dowolne. Do dzialu tego zaliczylem prace poswiecone
uogélnieniom funkeji analitycznych, wlasnosSciom szeregédw potegowych
jednej i wielu zmiennych, badaniom nad przedluzalno$cig analityczna,
nad funkcjami catkowitymi itp. ,

Wsréd otrzymanych wynikéw przewazaja uogdlnienia twierdzen
i wlasnosci znanych. Czas nie pozwala mi na omdwienie wszystkich
wynikéw, ogranicze sie wiec do podania kilku przyktadéw.

19 W kilku pracach badano tzw. funkecje polowo monogeniczne.
Mozna je okreslié jako funkeje postaci '

f(Z) = 'u,(x, ?/) + iv(xs y)a

spelniajace w danym obszarze D warunek 4(A4f) = 0, gdzie A oznacza
operator

0 .0
Az—a—x-_*_l_@.
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Szereg wlasnosci tych funkeji podali A. KriszTEN i A. Brcapze. W szeze-
gblnosei A. Kriszrex znalazt dla nich pewien wzér calkowy, analo-
giczny do wzoru calkowego Cauchy’ego. A. Bicapze podal nowy dowéd
twierdzenia CroraNEscy, ze klasa funkeji polowo monogenicznych po-
krywa sie z klasg funkeyj postaci

1(z) = g(2) + z - R(z),
gdzie ¢(z) i h(z) sa funkcjami analitycznymi w danym obszarze D, a z
oznacza jak zwykle z - iy.
Zauwaimy, ze funkcja f(z) = w + v spelniajaca w obszarze D
warunek Af = 0 jest funkcjg analityczng w zwyklym sensie.
G. Poroz1y nazwal funkcje f(z) = w + sv funkeja p-analityczng
w obszarze D, jezeli zamiast réwnan Cauchy-Riemanna spelnia zwigzki

ou ov ou ov

pax~3y’ p@y_ ox’

gdzie p = p(x, y) jest z gory dana funkcja dodatnig klasy C* w obszarze
D. Autor dowiédl migdzy innymi, ze funkcje te okre§laja przeksztal-
cenia wewnetrzne w sensie Stoilowa i Zze istnieje dla nich pewne
twierdzenie calkowe analogiczne to twierdzenia calkowego Cauchy’ego
dla funkeji analitycznych. — Funkcje te z innego stanowiska badal
réwniez S. BERGMAN.

20 Szereg prac poswiecono badaniom szeregéw potegowych. Np.
N. Lusiy uogdlnil nastepujace twierdzenie Fejéra:

Jezeli szereg f(z) = Za,2" jest zbiezny w kole |z| < 11 Z’n\anP < o0,
to w kazdym punkecie z = ¢#® okregu |z| = 1, w kt6érym istnieje granica
radialna

lim f (re®®) (1)
r—>1—
szereg ten jest zbieZny, przy czym zbieznos¢ jest jednostajna na kazdym
tuku okregu |2| = 1, na ktérym zbieznosé (1) jest jednostajna.

Warunek Zn]anlz < oo orzeka, ze powierzchnia Riemanna, na jaka
funkeja w = f(2) odwzorowuje kolo |z| < 1, jest skoficzona. Lusiy wyka.-
zal, Zze wlasno§¢ szeregu f(z) = Za,z" Wypovnedzmna w twierdzeniu
Fejéra jest lokalna, tzn. gdy funkcja f(z) odwzorowuje wycinek 4 <
< argz < B kola |z| < 1 na powierzchnie Riemanna o polu skoriczonym,
woéwezas twierdzenie Fejéra zachodzi na odno$nym tuku.

P. Erpos i H. Friep badali we wspélnej pracy zwigzek miedzy
lukami szeregu postaci

0
‘1 + Zanzn
n=1

- o kole zbieznoSci |2} << 1 i zerami sum czastkowych s,(z) tego szeregu
i podali nowy dowéd twierdzenia Bourione, ze dany szereg posiada luki
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w sensie Ostrowskiego wtedy i tylko wtedy, gdv istnieje liczba . r > 1
taka, ze
lim inf — A(n 7)

h — 0

— <1,

gdzie A(n, r) jest iloscig zer sumy s,(z) w kole |z| < 7.

Interesujgce twierdzenia o szeregach tukowych podali Sh. Aemown
i 8.Ya, ArrER. Pierwszy uogélnit znacznie twierdzenie Fabry’ego o nie-
przedluzalnosei poza kolo zbieznosci szereg6w postac1

. A
Z anzz-n, © gdzie = — o0,
0 n

drugi rozszerzyl znane twierdzenia Hadamard&-Ostrowskiego o nad-
zbieznodci wzglednie nieprzedluzalnodci szeregéw potegowych tukowych
Za,2" na szeregi wielomianéw postaci

gan - Pa(2), (2)
0

gdzie p,(z) jest dowolnym wielomianem stopnia », dlan =0, 1,..., a {a,}
jest ciggiem stalych posiadajacym odpowiednio dobrane luki.

3% Przedmiotem. kilku prac byly . szeregi potegowe wielokrotne.
V. G. OzeLIDZE rozszerzyl twierdzenie Abela o ciaglodci sumy szeregu
f(z) = Za,z" na szeregi postaci : _

F(z,y) = Zam zhy. B (3)
pr=0

.P. Lerone wykazal, ze jezeli wspdlezynniki szeregu (3), zbieznego .
w obszarze D{|z| < 1, |y| < 1}, sa calkowite i jego suma F(z,y) jest
funkcjg regularng w pewnym punkcie brzegowym &y, Yo Obszaru D,
to F(z, y) jest funkcjg wymierna, gdy |zo| = 11 |yo| = 1, natomiast moze
by¢ funkcjg przestepna, gdy punkt zy; y, jest wprawdme punktem brze-
gowym obszaru D, lecz nie lezy na rozmaitodci {|z| = 1, [y| = 1}.

w ]edne] z pracl) wyjaénit F. Lesa problem obszaru zbieznoci

szeregéw Taylora funkeyj dwu zmiennych f(z, y). Szereg taki Jest; szere-
giem wielomianéw jednorodnych postacl

ZO (@no " + Gpeyy @Y + o Gon ™), (4)
Pe=
gdzie . .
‘ 1 [ertvf\
Qg0 == f(O, O)a oy ‘: ﬂ‘v‘ (6:&“6@/”)’ (i.

1} Pracatabyla referowana w Mathematwal Reviews wr. 1948, lecz ukazata sxe
- znacznie wezedniej.
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Zolézmy, ze szereg (4) jest zbiezny (lub przynajmniej ograniczony)
W pewnym zbiorze punktéw E w- przestrzem dwu zmiennych zespolonych
z i y. Powstaja pytania: jaki musi by¢ zbidr E, by kazdy szereg (4),
zbiezny w zbiorze K, posiadal 4-wymiarowy obszar zbieznosci D(E)
oraz jak wielki jest obszar D(E). Praca daje odpowiedz na te dwa pytania
przy pomocy pewnej funkeji zbioru nazwanej rozwartoscig zbioru i pewnej-
funkcjit(x, ¥) jednorodnej wzgledem zmiennych xiyizaleznej od zbioru K.

49 Zagadnienie przedluzalno$ci analitycznej bylo przedmiotem prac
autoréw F. Worr, A. SELrzNEV, A. GHIKA i innych. A. GHIRA podal
prosty warunek na to, by funkecja f(z) regularna w otoczeniu punktu

= a, gdzie a jest punktem z géry danego obszaru jednolistnego lub
wielolistnego D, byla przediuzalna na caly obszar D. Warunek ten
ma postaé
fkxar 2

0 n I
Bl Tm | <

gdzie wspétezynniki 4,z zalezg tylko.od Di od a.

Poza tym byl badany problem wzrostu funkeji catkowitych, problem
typu powierzchni Riemanna danej funkeji, problem zer funkeji okreslonej
szeregiem f(z) = Za,2" o wspdlezynnikach catkowitych itp. :

II. Funkcje ogramiczone. Jednym z najwazniejszych twierdzer
teorii funkcji analitycznych jest tzw. lemmat Schwarza i jego rézne
uogélniem'a Dotyczy on zbioru funkeji analitycznych jednoznacznych
i ograniczonych w obszarze ]ednospomym Najprostsza, jego. postaé
jest nastepujaca:

Kazda funkcja analityczna f(z) regularna w kole |z| < R, ograniczona

|f(z)] £ M i unormowana warunkiem f(0) = 0, spelnia w calym kole
nieréwnogé

| < &

Twierdzenie to orzeka, ze w Klasie wszystkich funkeji f(z)- spelnia-
jacych powyzsze warunki istnieje funkcja ekstremalna

F(z) = —J—Rz €9

posiadajaca najwiekszy modul. Abstrahujge od czynnika ei® funkcja
taka jest tylko jedna.

Powstaje pytanie, czy w klasie funcji jednoznacznych, ogramczonych
i w pewien sposéb unormowanych w danym obszarze wielospéjnym D
istniejg tez analogiczne funkcje ekstremalne. Podobne pytanie mozna
tez postawié dla funkeji wieloznacznych. W okresie sprawozdawczym
ukazalo sie kilka waznych prac z tego zakresu. Oméwie niektére z nich.
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L. Arrrors zajal sie uogdlnieniem lemmatu Schwarza na funkeje
jednoznaczne w obszarze wielospéjnym. Gléwny wynik pracy mozna
wypowiedzie¢ w nastepujacy sposéb: W klasie wezystkich funkeji f(z)
apnalitycznych jednoznacznych w danym obszarze n-spdjnym D zawie-
rajgeym punkt z = oo i takich, ze |f(z)] < 1, oraz posiadajacych w oto-
czeniu punktu z = co rozwinigcie postaci

a Qa;
fe)=—+F+...

istnieje taka funkeja F(z), dla ktérej modul }a,1] jest najwiekszy, i funkeja
ta odwzorowuje obszar D na powierzchnie Riemanna pokrywajgca
kolo |w| < 1 dokladnie n-krotnie.

Z. NEHARI rozszerzy! lemmat Schwarza na funkcje wieloznaczne
dowodzae, ze jezeli f(z) jest funkcjg analityczng regularng w kole |z| < 1
poza skonczong ilo§cia punktéw algebraicznych rozgalezienia, pochodna
/' (2) jest wszedzie skoniczona i wszystkie wartosei f(z) spelniajg nieréwnosé

lfz)) < 1 dla |2] < 1,

to |f'(0)] < 1 dla wszystkich wartosci /(0), przy ezym réwnoéé [f(0)] = 1
zachodzi tylko wtedy, gdy .
: fz) = €z

W innej swej pracy wykazal NEraRr1, Ze w klasie funkeji f(z) anali-
tyeznych jednoznacznych w obszarze n-sp6jnym D, zawierajacym punkt
z = o0, posiadajacych czesé rzeczywisty dodatnia Ef(z) > 01w otoczeniu
punktu z = oo rozwiniecie

oy =1+2 4224

: 3
istnieje funkcja, dla ktdrej wyrazenie R (Z y,,ay), gdzie yi, Vas oeos Vi
v=1 - )

sg dowolnie naprzéd danymi liczbami, jest najwieksze i funkcja ta
odwzorowuje dany obszar D na powierzchnie Riemanna ' pokrywajaca
polplaszezyzne Rz > 0 dokladnie n razy.

A. BerMaNT podal inne uogélnienie lemmatu Schwarza dla funkeji
f(z) regularnych, ograniczonych, |f(z)| < 1, i unormowanych, 1(0) = 0,
w kole |2| < 1 zastepujac Warunek ograniczonosci |f(z)] < 1 przez
warunek L, (w/r) < 0, gdzie 1w = f(z)

r(w = ——flog w .-d(arg w),

przy czym I, jest obrazem poprzez funkeje f(z) okregu |z| = r, gdzie
r < ] , skierowanego dodatnio.
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ITI. Odwzorowania wierne ¢ funkcje jedno-i wielolistne. Teoria odwzo-
rowan wiernych poczynita w ostatnich kilkunastu latach znaczne postepy
z jednej strony przez zwrécenie uwagi na tzw. funkecje ekstremalne
pewnych klas funkeyj, z drugiej - przez wprowadzenie pewnych metod
wanacy]nych O postepach w tej dziedzinie informujg dwa artykuly,
mlanowmle 1)

G. M. GorUsIN, Interior problems of the theory of schlicht functlons
Washington 1947, str. VI 4 138 (przeklad z jez. rosyjskiego wydany
przez Office of Naval Research) i D. C. SPENCER, Some problems on
conformal mappings [Bull. of the Amer. Math Soc. t. 53 (1947), str.
417—439].

Oznaczmy przez S zbidr wszystklch funkeji analitycznych ]ednohst-
nych (czyli réznowarto§ciowych) w kole |2| < 1 postaci

w = f(2) = z + ax2® + ag2? + o |lz] < 1. (5)

Powstaje pytanie, w jakich obszarach mogs zmieniaé¢ si¢ wspolezynniki
@y, Qg, ..., gdy funkcja f(z) przebiega zbiér S. Problem ten, zwany ,,pro-
blemem wspélezynnikéw*e, jest od szeregu lat przedmiotem licznych
prac. Wykazano przeszlo 25 lat temu, ze?)

Ja <2 fag] <3
i nastepnie ze |a,| < e - n dla kazdego n; hipoteza Bieberbacha jednak, ze
' |aa| £ n dla kazdego 7,

nie zostala dotepd rozstrzygnieta.

1° W okresie sprawozdaweczym ogloszono kilka prac z tego kregu
-zagadnien. :

Niech G bedzie obszarem na jaki funkcja (5) odwzorowuje wiernie
koto |z| < 1 i niech A(R) oznacza promieri najwiekszego kola maja-
cego Srodek na okregu [w| = R i zawartego w obszarze G.

A. Dworecky wykazal kilka nieréwnodci dla |a,| przy danych
zalozeniach eo do 4A(R), gdy R — oo, np.:1)

Jezeli 4(R) = 0(1), to |a,| = O(logn).
Jezeli A(R)' =0R*),0<x <1, to |an| = 0(1

Jezeli A(R) = O(R*), x < 0, to |an| — 0.
Oznaczmy przez X zbidr wszystkich funkeji analitycznych jednolist-
nych, okre§lonych w kole |2| > 1 szeregiem postaci

——'/\

' : [ o
{=F@r) =24 ag+—+—+ ... (6)
. P 22 .
1) Artykuléw tych nie znam, bo nie zdolalem ich dotgd otrzymaé.
2) Sg to rezultaty L. BIEBERBACHA i K. LOWNERA, Math Ann, 89 (1923),
103—121.

1) A(R) = O(R) oznacza, ze iloraz A(R) : R jest ogramcaony.
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Kazda funkcja zbioru X odwzorowuje wigc koto |z| > 1 wierniena pewién
obszar nieograniczony D, zawierajacy wewnatrz punkt ( = oo, przy
czym punktowi z = co odpowiada punkt { = co.

 G. Gorusin otrzymal w kilku swych pracach szereg wynikéw doty-
czgeych funkeyj (5) zbioru Sifunkeyj (6) zbioru 2. Praytocze kilkaz nich:

. Jezelif(z) e 8, to — 1 < |ag| — |ay| < 1,05 ... oraz :
1
@iy —an| < ¢ n7 - logn dla n=2,3, ...,
gdzie ¢ jest pewng staly niezalezng od f(z). Przy zalozeniu, Ze obszar
@, na jaki funkcja f(z) odwzorowuje kolo |z| < 1, jest gwiazdzisty, .
mozna poprzednig nieréwno$é zastapié przez .
}an+1 - an[ g C,
gdzie O jest pewny stalg mniejsza od 100.
Jeieli f(z) € S i punkty 2, iz, leza na okregu |2| = r < 1, to
. 2

— %) (21 - zzla

_ 4 2 .
) + fe] — 1) — el o=

-———z2’ i

przy czym w obu przypadkach iachodza réwnosci wtedy i tylko wtedy,
gdy [(2) = 2/(1 — €%2%), 2z, = — 2y, arge;y = — O)2.
 Jezeli-F(z) € Z, to dla kazdych dwu réznych punktéw 2z, i 2z, kola

2| > 1 mamy
Tog | F22) — F(2) ' : 1 1
o8 Ba—2 < —dlog [(1 - W) (1 - W)]

20 Szereg prac po§wiecono technice efektywnego wyznaczania
funkeji odwzorowujgcej wiernie dany obszar na inny. Naleza tu prace
autoréw: G. CariERr, J. HEinmoLD, H. WitTice, P. KUFAREV i innych.

" A.LorwaTER i W. SEIDEL podali prosty przyklad krzywej Jordana
zamknietej C i zbioru punktéw Z polozonego na C tak, ze przy odwzoro-
waniu wiernym wnetrza krzywej C' na kolo |w| < 1 miara obrazu f(E)
zbioru E na okregu |w| = 1 jest réwna zeru, natomiast przy odwzoro-
waniu zewnetrza krzywej C na koto |w| < 1 miara obrazu f(E) zbioru E
na okregu |w| = 1 jest dodatnia. ‘

M. Bier~ackrl zbadal klase F wszystkich funkeji w = f(z) = a4 +
+ a2 + ay2® 4 ... regularnych w kole |z| < 1, przybierajacych co
najwyzej jedng z dwu wartodci w i @(w), gdzie @(w) odwzorowuje
homeomorficznie plaszezyzne domkniets w siebie tak, ze. g(0) = ay;
dowidd} przy tym, uogélniajac rezultaty BieBErRBACEA i EILENBERGA, Ze
istniejg w klasie F' funkcje, dla ktérych modul |a,| osiaga maximum .
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i ze funkeje te odwzorowuja wiernie kolo [z| < 1 na obszar ograniezony,
ktérego brzeg funkcja p(w) przeprowadza w siebie.

Funkcja odwzorowujaca wiernie obszar na kolo pozostaje, jak
wiadomo, w §cistym zwigzku z funkcjg Greena danego obszaru. Konstru-
ujac uogdlniong funkeje Greena dla obszaréw wielospéjnych za pomocy
wielomianéw znalazlem nowe kryterium regularnosei i nieregularnosei
punktéw brzegowych obszaru, oparte na wlasnoseci ciggéw wielomiandw.

3% Niech funkeja w = f(z) odwzorowuje obszar D na plaszczyZnie
_ zmiennej z = z +- 1y na obszar & na plaszezyZnie zmiennej w = u(z,y) +

+ iv(z, y). Odwzorowanie to nazwijmy quasi-conforme, gdy jest ono
homeomorficzne i funkcje w i v zamiast réwnan Cauchy-Riemanna spel-
niajg ogdlniejszy uklad dwu réwnan postaci

Di(2, Y, U, Vs Uy, Uy, ¥, ¥y) =0, 1 =1, 2,
gdzie funkcje @, 1 @, speliaja pewne dosé ogdlne warunki.

M. LawreNTIiEW badal w dwu pracach tego rodzaju przeksztalcenia
i dowiddl, ze przy pewnych zalozeniach co do @; istnieje co najmniej
3-parametrowa rodzina odwzorowan quasi-conforme danego obszaru
jednospéjnego D na inny G.

M. MorsE w dluzszej pracy pt.,,Metody topologiczne w teorii funkeji

- zmiennej zespolonej“ wylozyl wyniki osiagniete wspdlnie z M. HEINSEM
nad ogblnymi przeksztalceniami nalezacymi do klasy przeksztalcen
wewnetrznych w sensie Storzowa.

49 Funkecje f(2) analityczng w obszarze D nazywamy za P. MONTELEM
funkcjq p-listng W tym obszarze (p = 1, 2, ...), jezeli kazda swg wartosé
przybiera co najwyzej w p punktach, a przynajmniej jedns przybiera
doktadnie w p punktach. Obok funkeji wielolistnych wprowadzono
(M. Brer~naAckl, D. SeeNceRr) funkeje $rednio p-listne i polowo p-listne,
gdzie p jest dowolng liczba, dodatnia,.

Funkcje f(z) nazywamy Srednio p-listng w obszarze D ze §rodkiem
z = a, jezeli dla wszystkich » > 0 mamy

1 .
Bl =5 f n(re®) dg < p,

gdzie n(re’®) oznacza ilosé pierwiastkow réwnania f(z) = @ — reis.
Funkcja f(2) jest polowo p-listng w obszarze D ze §rodkiem z = a, jezeli
R

f p(r) - d(@r?) < p, dla R > 0.
0 .

Funkcje powyzsze byly badane przez M.BIERNACKiEdo, J.L.WaLsH's;
G. ALENITZYNA 1 A. GOODMANNA. Szereg twierdzen o funkejach jednolist-

1
aR?
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nych daje sie przenie$é z pewnymi zmianami na ogdlniejsze klasy funkcy]

Np. funkeja w = f(2) = z + a2? + . regularna w kole |z| < 1 i polowo -

jednolistna ze §rodkiem z = 0 pokrywa swymi warto$ciami kolo |w| < r,

gdzie r > 1 (wymk M. BrerNACKIEGO). Dla funkeji jednolistnych w zwyk-

tym sensie r = }.

. IV. Interpolacja t aproksymacja. Niech dene dany pewien ciag
tréjkatny funkeyj

Pen(z), k=0,1,...m n=12,.., (7)

okreslonych we wspSlnym obszarze D (np. na calej plaszezyznie) i ciag
tréjkatny funkcjonatéw liniowych

TenD), k=01, ..,mn=12 .., (8)

ktdérych polem jest pewien zbidr Z funke;ji f(z) okresSlonych w obszarze D.
Podporzadkujmy dowolnej funkeji f(z) zbioru Z ciag

ET’”‘ “PraR), m=12,... (9)

i zapytajmy, kiedy jest on zbiezny do danej funkcji f(z). Jest to dosé
og6lny schemat interpolacji. Wzér (9) nazywamy wzorem interpolacyj-
nym odpowiadajacym ciggom (7) i (8).

Z drugiej strony, niech bedzie dany zwykly ciag funkcyj {p.(z)}
okreslonych w obszarze D i pewien ciag funkcjonaléw linjowych {T%(f)}.
Szereg

= STuf) " pale (10)

n=0

podporzadkowany danej funkeji f(z) nazywamy szeregiem interpola-
cyjnym odpowiadajacym ciagom {p,(2)} i {T»(f)}. Schemat ten obejmuje
szeregi interpolacyjne NEWTONA, STIRLINGA, ABELA itp.

19 Szereg prac ogloszonych w omawianym oKkresie zajmuje sie
zagadnieniem zbieznoSci . réznych ciaggdéw interpolacyjnych (9) lub
szeregéw (10), zagadnieniem dla jakich klas funkeyj f(z) dany ciag lub
szereg interpolacyjny, odpowiadajacy pewnej funkeji f(z), jest zbiezny
do tej funkeji i w jakim obszarze itp. Nalezg tu prace autoréw J. IBra-
¢imov-M. KeLpyca, M. Eweipa, R: Buck, L. Gouriy, SHEN-YU-CHEN
i innych. Np. R. Buck rozwaza klase K funkeji calkowitych typu
wykladniczego i pewien ciag funkcjonaléw liniowych T,(f) okreslonych

~wklasie K i zajmuje si¢ pytaniem dla ]akle] podklasv funkeyj f(2) klasy
K warunek
T,(f) =0 dla kazdego » = 0,1, ...,

pocié(ga za soba{t_dzsamoéé f(z) = 0.

20 Niech {v,} bedzie ciagiem cze$ciowym ciggu liczb naturalnych
i niech f(z) bedzie funkcjg_ regularng w kole |z| < R, gdzie R > 1.
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A. Gerroxp i J. IBrAGIMOV rozwazajs pytanie, kiedy zerowanie sie
nastepujacych pochodnych

f®(0) = 0 dla wszystkich & rdznych od vy, vy, ...

AU =0 dlak=n1,2,...
pociaga za soba tozsamosdciowe zerowanie sie funkeji f(z). Dowodza
miedzy innymi, ze f(z) = 0, gdy

! 1/v,
R>1imsup[ b )']/ l

now LVl (g =)l (M — V)t
lub gdy {»,} jest postepem arytmetycznym v, =p - n— 1, dla = =
= 1,2, .., af(2) jest funkcjg calkowity rzedu < p/e. :

P. VeruMes znalazl warunek dostateczny na to, by istniala funkeja
catkowita f(z) o danych z géry pochodnych

. f(#n)(()) = Gy, .f(v“)(l) = by,
gdzie {u,}1i{v,} sa ciggami rosngcymi réznych. liczb naturalnych, a {a,}
i {b,} sa dowolnymi ciggami liczb zespolonych.

M. Nicoresco wykazal, ze kazda funkeja trzech zmiennych u(z, y, 2)
harmoniczna w obszarze ograniczonym domknietym daje sie jednostajnie
przybliza¢ przez wielomiany harmoniczne. Metoda dowodu, oparta
na wzorze Greena, jest analogiczna do metody dowodu twierdzenia
RUNGEGO o przyblizaniu funkeyj analitycznych przez wielomiany.

W kilku pracach (S. BerNstrIN, J. WaLse) badano zagadnienie
najlepszej aproksymacji funkeji przez funkcje pewnej klasy (wielomiany,
funkeje calkowite).

Konczac wspomne jeszcze o pewnej metodzie aproksymacji funke;ji
rzeczywistych zmiennej zespolonej f(z) przez funkecje harmoniczne.
Metode te przedstawie na obecnym Zjezdzie w osobnym komunikacie.

* -

Resumé — Streszczenie.

Les problemes de la théorie des fonctions analythues dans les
- travaux récents.

FRANCISZEK LEJA, Krakéw.

L’auteur donne une revue des problémes de la théorie des foncmons
analytiques, traités dans les travaux qui ont été analysés dans Mathe-
matical Reviews durant ’année 1948. Le nombre de ces travaux monte
" 4220. Pour faciliter larevue, les problémes sont classés en quatre groupes:
1°les fonctions quelconques, 2° les fonctions bornées, 3° la représentation

~ conforme, 4° interpolation et ’approximation des fonctions.

. La plupart des résultats nouveaux obtenus dans la période mention-
née se raménent & 'extension et & la généralisation des résultats connus.
Les problemes de I’approximation des fonctions et ceux de la représenta-
tion conforme ont été les sujets les plus fréquents.
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