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v.
Plenarni pFednasky.

WIELOSCIANY | QUASI-WIELOSCIANY A TOPOLOGIA
océLNA

KAROL BORSUK, Warszawa.

W topologii wspélezesnej wyrézni¢ mozna dwie podstawowe idee:
Jedng jest wprowadzona przez CANTORA, a rozwinieta przez FrEcEETA
i Havspor¥ra idea przestrzeni abstrakeyjnej jako zbioru punktéw, w
ktérym w ten lub inny sposéb wprowadza sig¢ pojecie granicy, oraz inne
pojecia topologii ogélnej takie jak zwarto§é, oSrodkowosé, spéjnose,
wymiar itd. Pozwalajg one na wyodrebnienie w§réd ogélu przestrzeni
abstrakcyjnych pewnych klas bardziej specjalnych i w ten sposdb
na zblizenie si¢ do konkretnych typdw przestrzeni wystepujacych w
innych dzialach matematyki.

W ten sposéb UrysorN scharakteryzowal klase wszystkich podzbio-
réw przestrzeni HILBERTA (przez ofrodkowos¢ i normalno$é) a MENGER
i NoBELING — klase wszystkich podzbioréw przestrzeni euklidesowych.
Jasne jest, ze im bardziej klasa jest specjalna, tym naogdl trudniej jest
ja scharakteryzowaé¢. To tez tylko w nielicznych przypadkach udalo sie
uzyskaé pelng topologiczna charakteryzacje poszczegélnych typéw
przestrzeni. Wymieni¢ tu nalezy scharakteryzowanie odcinka, okregu '
kola, powierzchni kuli. Juz jednak topologiczne scharakteryzowanie kuli
trojwymiarowej nalezy do zagadnien niezmiernie trudnych — jezeli
nie beznadziejnych.

Druga podstawowa idea topologii wywodzi sig od Poincarzneo. Polega
ona na przyporzagdkowaniu przestrzeniom pewnych konstrukeji alge-
braicznych (zazwyczaj grup) bedacych niezmiennikami topologicznymi
tych przestrzeni, i na sprowadzaniu w ten sposéb badai topologicznych
do badai algebrai¢znych.

W przeciwienstwie do mnogoscmwych pojed topologn ogélne],
punktem wyjScia sg przestrzenie bardzo specjalne, mianowicie wielo-
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éciany, a doplero pbZniej droga dosé skomplikowanych aproksymaop
przechodzisigdo grzestrzem bardziej ogélnych. Dzieki pracom BROUWERA,
ALEXANDROWA, CECHA i mnych trudnoéei, ktére przy tym wystepuja,
zostaly pokeonane i pojecia, i metody kombinatoryczne zostaly prze-
niesione z wielo§cianéw na obszerne klasy przestrzeni abstrakcyjnych.
W zwigzku z tym méwi sie o algebraizacji topologii ogélnej.

.Natomiast znacznie trudniejsze okazalo sie na gruncie mnogos-
ciowym przejscie od strony przestrzeni abstrakcyjnych do wielo$cianéw,
a wiec wlaczenie wieloScianéw w zakres pojeé¢ topologii ogélnej przez
podanie warunkéw topologicznych, ktére by wieloSciany charakte-
ryzowaly.

Pojecie wielogcianu nalezy do geometrii elementarne;j. Wlelosclan
jest to suma skoriczonej liczby symplekséw, gdzie k-wymiarowy sympleks
jest to najmniejszy podzbiér wypukly przestrzeni euklidesowej zawiera-
jacy dany uklad %k 4 1 punktéw liniowo niezaleznych. Przechodzac
od geometrii elementarnej do topologii, musimy klase wieloScianéw
rozszerzyé, zaliczajac -do niej homeomorficzne obrazy wielo$cianéw,
czyli t. zw. wielo§ciany krzywoliniowe. WieloSciany krzywohmowe 4
tymi figurami, z ktdrymi przede wszystkim stykamy sie w mnych
dziatach geometrii.

Godne jest uwagi, ze méwige o geometryczne] postaci przedmiotéw
materialnych, mamy na mysli zawsze wielo$ciany krzywoliniowe.
Méwimy wiec o przedmiotach ksztaltu tréjkata, kuli lub torusa, ale nigdy
nie przypisujemy przedmmtom materialnemu ksztaltu merozkladalnego
continuum lub tez nie méwimy, zZe ma on postaé.zbioru @, nie bedacego
zbiorem F,. Z punktu widzenia ontologicznego mozna by wogdle kwestio-
nowa¢ byt figur, ktére nie sg wielo§cianami, bo tylko wielo§ciany (krzy-
woliniowe) moga by¢ realizowane w postaci materialnych modeli.

Roéwniez z punktu widzenia czysto topologicznego wielociany zas-
luguja na specjalng uwage, ze wzgledu na prawidtowos$¢ swej topologicz-
nej budowy. Niestety nie potrafimy podaé wlasnosci topologicznych
(précz warunkéw tautologicznych), ktére by wielo§ciany charakteryzo-
waly. Co wiecej, w obecnym stanie nauki trudno oczekiwaé, by warunki
takie udalo sie znalezé. )

Dlatego tez wydaje sie potrzebne wyodrebnienie, na gruncie pojeé
topologii ogdlnej, klasy przestrzeni, obszerniejszej od wielodcianéw,
lecz na tyle waskiej, by po za nig znalazly sie wszystkie figury o wlasnos-
ciach topologicznych zbyt odbiegajacych od wlasno$ci wielo$cianéw.
Inaczej méwige, wobec niemoznosei topologicznego scharakteryzowania
wielodcianéw, pozadanym jest wyodrgbnienie jakiejs ogolm'ejsz'ej klasy
przestrzem o wlasno$ciach zblizonych, klasy, ktérag mozna by nazwaé
klasg quasi-wielo§cianéw.

‘Dazenie do wyodrebnienia takiej klasy nie jestnowe. W szczegé]noéci



wystepuje ono u S. Lrrscmrrzal), ktéry wprowadza pojecie quasi-
komplekséw, rozumiejac przez to pewns klase przestrzeni zwartych,
zachowujaca sie z punktu widzenia teorii przeksztatceni cigglych na podz-
biory podobniedo wielo§cianéw. Niebede tupodawaé definicji LEFSCEETZA,
dla naszych celéw jest ona bowiem stanowczo zbyt obszerna.

Zaznacze jedynie, ze definicja LEFSCHETZA obejmuje w szczegdl-
nosci wszystkie przestrzenie zwarte o wymiarze skoiczonym, lokalnie
Sciagalne. Nad tymi ostatniemi przestrzeniami chcial bym sie nieco
zatrzymaé poniewaz z posréd klas przestrzeni wyodrebnionych na grun-
cie topologii ogélnej i obejmujacych wieloSciany, przestrzenie zwarte,
lokalnie sc1a¢galne o wymiarze skoficzonym sg tymi, dla ktérych stosun-
kowo najwiecej z posréd zasadniczych wlasno$ei topologicznych pokrywa
sie z wlasno§ciami wielo$cianéw.2) Méwimy, ze przestrzen M jest lokalnie

_$ciggalna w punkcie p e M, jezeli dla kazdego otoczenia U punktu p
istnieje otoczenie V punktu p, ktére droga, ciaglej deformacji w zbiorze U
daje sie $ciagnaé do jednego punktu. Dla przestrzeni zwartych lokalnie
Sciagalnych o wymiarze skonczonym mamy: _

1. Grupy Bettlego wszystkich Wym1arow maja, skonczone uklady
tworzacych, a prawie wszystkie redukujg sie do zera.

2. Grupa podstawowa ma zawsze skonczony uklad tworzacych.

3. Homologiczna teoria punktéw stalych jest taka jak dla wie-
locianéw. '

Warto tez zaznaczyé, ze przestrzenie te stanomq naturalna( dziedzine
dla nowoczesnej teorii homotopn opartej na pojeciu grup homotopu
Hurewicza.

Teoria przestrzeni zwartych, lokalnie sclagahych jest dosé obszernie
opracowana. W wydanej w roku 1942 ksigzce S. LEFscHETzA p. t. Topics
in Topology,®) przestrzenie te stanowig jeden z gléwnych przedmiotéw
rozwazan. Podana tam jest znaczna liczba twierdzen, wskazujacych -
na podobienstwo wlasnosci tych przestrzeni do wlasnosci wielo§eianéw.
Natomiast ksigzka ta nic nie méwi o glebokich réznicach, ktére pokazuja,
ze klasy tych przestrzeni nie mozna uzna¢ za szukang klase quasi-
wielo$cianéw.

Pierwsza z osobliwosci odrozmajacych przestrzenie lokalnie scwpgalne
od wielo$cianéw jest zjawisko, ktére nazwe osobliwosciq Peany, wigze
sie ono bowiem z zauwazona przez PEANE mozliwodcia podwyzszenia
wymiaru przy przeksztalceniach ciaglych. Z lokalnej §ciggalnosei wynika,
ze kazdy podzbidr zwarty A przestrzeni zwartej lokalnie §ciggalnej M,
posiadajacy $rednice dostatecznie mala, daje sie Sciggnaé do punktu
w zbiorze B C M, ktérego Srednica jest dowolnie mala. Jezeli jednak M

1) S. LEFSCHETZ: Algebraic Topology, American Math. Soc. Colloquium
Publications, vol. XXVII (1942), 322.

2) Cf. S. EILENBERG: On the problems of Topology, Annals of Math.,
50 (1949), 248.

3) S. LEFSCHETZ: Topics in Topology, Princeton, 1942.
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jest wielo$cianem, to. mozna po za tym zakladaé, ze B ma wymiar
< dimd + 1. Istnieja natomiast przestrzenie zwarte o wymiarze
skoniczonym, lokalnie §ciagalne, w ktérych ten dodatkowy warunek
dotyczacy wymiaru, nie daje sie zachowad, a wige takie, Ze przy Scigganiu
zbioru A musimy wymie$é zbiér o wymiarze > dimd4 + 2. Powiem,
7ze przestrzenie takie wykazujg osobliwodé Peany.

Druga osobliwoscia, pojawiajaca sie wsréd przestrzeni zwartych
lokalnie $ciagalnych jest zjawisko, ktére nazwaé mozna osobliwoscig -
Brouvera. L. E. J. BROUWER mianowicie byl pierwszym, k’oory skon-
struowal continuum plaskie, bedace wspélnym brzegiem w1¢ce3 niz
2 obszaréw. Continuum to bylo nierozkladalne i okazalo sie, jak to
nastepnie udowodnit K. KuraTowski,4) ze tego rodzaju continuum plas-
kie jest zawsze, badz nierozkladalne, badZ tez jest sumg dwdch nie-
rozkladalnych, a wige nie jest lokalnie spéjne, tym bardziej wiec nie jest
lokalnie §ciggalne. Natomiast w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej
istniejg continua lokalnie dciggalne, bedace wspélnym brzegiem 3 ob-
szaréw. Przyklady takie znane juz byly dawniej, lecz nie zostaly opubli-
kowane.5) Ostatnio specjalnie interesujgcy przyklad tego rodza]u zostal
skonstruowany przez p. LUBANSK1EGO.5)

Jakkolwiek do sformulowania osobliwo§ei Browwera postuzylem
sie wlasnoscia o charakterze connexusowym — nieprzywiedlnego
rozeinania przestrzeni naconajmniej 3 obszary, to jednak latwo jest
nada¢ jej sformulowanie nexusowe, w ktérym mowa jest jedynie o samym
zhiorze, a nie o przestrzeni otaczajacej. Mianowicie osobliwo$é ta polega
na tym, ze continuum n-wymiarowe ma % wymiarowg liczbe Bettiego
wigksza od jedynki, ale wszystkie jego podcontinua wla§ciwe maja
n-wymiarows liczbe Bettiego znikajaca.

Jasnym jest, ze kazdy wieloScian daje sig rozbi¢ na’ skonczona
liczbe wielo$ciandéw .o dowolnie malych $rednicach. Istniejg natomiast
juz w przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej, continua lokalnie
$ciggalne, niedajace sie rozbié na skoriczong liczbe continuéw lokalnie
$ciggalnych, ktérych érednice byly by od nich mniejsze. Powiem, Ze
continua takie okazujg osobliwo$é Mazurkrewicza, bowiem od MAizUr-
xiBwIcza pochodzi pierwsza idea konstrukeji takiego przykladu.?) ‘

Ostatnio udalo sig zbudowaé przyklad continuum o znacznie
bardziej zdumiewajgcych osobliwodciach®) i to znowu w przestrzeni
euklidesowej 3-wymiarowej. Mianowicie przyklad continuum lokalnie
$ciggalnego jednorodnie 2-wymiarowego, ktérego zadne dwuwymiarowe

4) K. KURATOWSKI: Sur les coupures irréductibles du plar, Fundamenta
Mathematicae 6 (1924), 138.

5) Przyklad tego rodzaju skonstruowany zostal w Warszawie w roku 1937
przez g2 GRUBE (nie publikowans).

6) Dotychczas nie publikowane.

7) K. BORSUK i 8. MAZURKIEWICZ: Sur les rétractes absolus indécomposables,

Comptes Rendus de 1’Ac. des Sc., 199 (1934), 110.
8) Ukaze sie w Fund. Math., 37.
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podcontinuum nie jest juz lokalnie §ciggalne. O continuum tym mozna
by obrazowo powiedzieé, ze stanowi ono plat powierzchniowy bez
,,dziur® (poniewaz wszystkie jego liczby Bettiego znikaja), ale kazdy
jego ,,kawalek‘ ma juz nieskonczenie wiele ,,dziur*, (poniewaz pierwsza
liczba Bettiego jest dla niego nieskoniczona). Mozna by tez powiedzie¢,
ze continuum to jest nieprzywiedlne ze wzgledu na wlasno$é: lokalna
Sciagalno$é i wymiar 2.

Z podanych osobliwo$ei wynika, ze klasa przestrzeni zwartych
lokalnie $Sciggalnych o wymiarze skofczonym jest zbyt obszerna, gdyz
zawiera zbiory o wlasnodciach topologicznych wysoce paradoksalnych.
Nasuwa sie wigc mys$l, by postulaty zwartodci, lokalnej $ciagalnosei
i wymiaru skonczonego uzupemnié przez postulaty dalsze. Trudnosé
polega jednak na podaniu takiej wlasnosci wielo§cianéw, ktéra nie bedac
zbyt skomplikowana, prowadzita by do naprawde uzytecznych kon-
sekwencji. Do pewnego stopnia Zadania te spelnia postulowanie, Ze nie

- moze zachodzié osobliwo$é Peany, uzyskuje sie bowiem wéwezas klase
przestrzeni, dla ktérych wymiar pokrywa sie z wymiarami modularnymi
w sensie P. ALEXANDROWA.?) Niewiadomo jednak, czy to ostatnie nie
zachodzi juz dla wszystkich przestrzeni zwartych, lokalnie $ciggalnych.
Poza tym za$, usuniecie osobliwo$ci Peany nie eliminuje ani osobliwosci
Brouwera, ani osobliwo$ci Mazurkiewicza — a wiec samo stanowi na
pewno warunek zbyt slaby.

Mozna by prébowaé dojéé-do celu drogg posrednia,. Najpierw okreglié
klase przestrzeni, zastugujacych na nazwe quasi-wielo§cianéw przy
uzyciu pojeé obeych topologii ogélnej, np. opierajac sie na samym
pojeciu elementarno-geometrycznym wieloScianu, a nastepnie dopiero
stara¢ sie wyodrebniong klase scharakteryzowaé na gruncie pojeé topo-
logii ogélnej. Cheialbym wskazaé tu na dwie mozliwosei.

Jedna z nich przypominala by historie wprowadzenia pojecia lokal-
nej spéjnofei w zwiazku z dazeniem do scharakteryzowania cigglych
obrazéw odcinka. Xatwo okazaé, ze zbiory zwarte lokalnie spéjne, po-
krywajq sie z klasg obrazéw ciaglych wielo§cianéw. Jezeli zamiast klasy
przeksztalcen cigglych wzigé jaka$ klase wezszg, lecz obejmujgcg
wszystkie homeomorfizmy, to obrazy wielo§cianéw stanowié beda, klase
przestrzeni obejmujgcs wielo§ciany krzywoliniowe, a objeta przez
przestrzenie zwarte lokalnie spéjne. Na tej drodze latwo jest okreslié
klase przestrzeni zwartych, lokalnie $ciggalnych o wymiarze skoniczonyni.
Beda to mianowicie obrazy wielo§cianéw przy tzw. przeksztalceniach
dwucigglych.1®) Byé moze, ze uda sie w naturalny sposéb wyodrebnié-
klase przeksztalceri, ktéra dawaé bedzie oczekiwane pojecie quasi-
wielo§ciandw. '

%) Zob., K. BORSUK: Ensembles dont les dimensions moduldires de Alezandroff
coincident avec les dimensions de Menger-Urysohn, Fund. Math., 27 (1936), 77—93.

10) Zob. K. BORSUK: On the Topology of Retracts, Annals of Math., 48 (1942),
1003:
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Droga bardziej naturalng, lecz ktéra o ile mi wiadomo nie byla
dotychezas prébowana, jest skorzystanie z pewnej przestrzeni zbioréw.
Wiadomo, ze zbiory zwarte polozone w danej przestrzeni metrycznej M
mozna traktowaé jako punkty pewnej przestrzeni 2™, przypisujac im
odlegloé¢ w sposéb okreslony przez HavspDOoRFFA. W przestrzeni 2¥
zacierajg sie topologiczne réznice zbioréw: Zbiory bliskie mogg mieé
z gruntu odmienny topologiczng strukture.

Mozna jednak przestrzeri zbioréw zwartych zmetryzowaé inaczej,
tak by zbiorom bliskim odpowiadaly zblizone topologiczne wlasnodci.
Najprostszy jest sposéb nastepujacy: Dla kazdej funkeji ¢, ktérej ar-
gumenty i wartoSci lezg w pewnej przestrzeni metrycznej M, oznaczmy
przez «(p) kres gérny liczb p[z, ¢(x)]. Jezeli X 1Y sg podzbiorami zwar-
tymi niepustymi przestrzeni M, to polézmy

o(X, ¥) = Mex{Infa(), Tnfa( 9l

gdzie f przeksztalca X wY a g przeksztalca X wY.

Jezeli f i g przebiegaja wszystkie przeksztalcenia, to (X, Y) jest
odlegloscia, HausporFra. Jezeli jednak ograniczymy sie do przeksztalcen
ciaglych, to otrzymamy metryke zupelnie inng. Przy jej uzyciu wiele
wlasnodei topologicznych zachowuje si¢ niezmienniczo przy przejéciu
do granicy. Jezeli naprzyklad X, — X i p¥(X,) < p (gdzie p* oznacza
k-wymiarows, liczbe Bettiego), to i p¥(X) < p. Podobnie .z dimX, < d
wynika dimX < d. Podobnie, jezeli X, —X i X, ma wlasnoéé F,
polegajacg na istnieniu punktu stalego przy wszelkich przeksztalcemaeh
ciaglych na podzbiér, to réwniez X ma wlasnoé¢ F. Inaczej méwige,
W przestrzeni tej og6l zbioréw o liczbie Bettiego <p, lub zbioréw
. o wymiarze < d, lub zbioréw o wlasnoéci F jest domkniety.

- Wielo§ciany w przestrzeni tej tworzg pewien podzbiér. Domknigcie
tego ‘podzbioru stanowi klase kompaktéw w pewnym sensie dajacych
sie przybliza¢ przez wieloSciany. (Nie wiadomo, czy przynalezno$é do tej
klasy stanowi wlasno$é topologiczna.) Nie sagdze, by wyrézniona w ten
sposéb klasa przestrzeni zwartych stanowila klase naprawde godng uwagi,
z punktu widzenia zagadnienid zdefiniowania klasy quasi-wielo§cianéw.
Bowiem przyjeta metryka nie wydaje sie¢ dostatecznie precyzyjnie
uwydatniaé topologicznych réznic miedzy zbiorami, a po za tym posiada
ten istotny brak, ze przestrzen zbioréw zwartych przy jej uzyciu nie jest
zupelna. Sgdze jednak, ze przy innym, bardziej ostroznym okreSleniu
metryki, bedzie mozna na drodze tej doj$¢ do przestrzeni zbioréw,
w ktérej domkniecie klasy wielo§cianéw stanowié¢ bedzie klase przestrzeni
zastugujaca naprawde na nazwe quasi-wielo§cianéw.

*



) Résumé. — Streszczenie.
Les polytopes, les quasi-polytopes et la topologie générale.
KAROL BORSUK, Warszaws.

La notion du polytope n’appartient pas & la topologie, mais & la
géométrie élémentaire. Lorsqu’on veut caractériser les polytopes par les
notions de la topologie générale, on rencontre des difficultés qui semblent
étre insurmontables. Cependant on peut caractériser d’une maniére pure-
ment topologique quelques classes des espaces, plus générales que la classe
des polytopes, mais qui jouissent des propriétés topologiques semblables
a celles des polytopes. Parmi ces classes, la plus importante est la classe C
des espaces localement contractiles, compacts et de dimension finie
(cette classe coincide avec la classe des rétractes absolus de voisinage
de dimension finie). Les propriétés homologues (groupes de Betti) et
homotopiques (groupes homotopiques) de ces espaces coincident, en gé-
néral,. avec celles des polytopes. Cependant il existe des phénoménes
qui montrent que la structure topologique d’un espace 4 appartenant
" ala classe C peut étre essentiellement différente de la structure topologi-
que des polytopes.

L’auteur indique trois types de phenoménes topologl ques qui existent
pour les espaces appartenant & la classe C, mais qui sont impossibles pour
les polytopes:

Le phénoméne de Peano a lieu pour I’espace 4, lorsqu’il existe des
sous-ensembles fermés F de 4 homotopes & 0 dans 4, tels que pendant
chaque déformation continue contractant £ dans 4 vers un seul point,
Pensemble & balaie un sous-ensemble de 4 dont la dimension surpasse
dim E + 1. ‘

Le phénoméne de Brouwer a.lieu pour l'espace 4 de dimension =,
lorsque le nombre de Betti de dimension n de 4 est plus grand que 2,
tandis que le nombre de Betti de dimension n de tout ensemble fermé
E C A, E + A s’annule.

Le phénoméne de Mazurkiewicz a lieu pour I'espace 4 € 0 lorsque
A ne peut étre décomposé en une somme d’un nombre fini d’ensembles
appartenant & C et ayantles diamétres plus petits que le diameétre de 4.

On a réussi récemment de construire un exemple d’un espace jouis-
sant des propriétés encore plus paradoxales que le phénoméne de Mazur-
kiewicz, & savoir un espace 4 ¢ ¢ qui est une multiplicité cantorienne
de dimension 2, telle que pour tout continu Z C 4, £+ A de dimen-
sion 2, le nombre de Betti de dimension 1 est infini. Or 4 est un continu
localement contractile de dimension 2 irréductible.

L’auteur indique les moyens par lesquels on peut déterminer les
classes des espaces contenant tous les polytopes, mais plus spéciales
que.la classe €. Un de ces moyens consiste en I’emploi de 1’espace
de tous les ensembles fermés, métrisé d’une telle maniére, que les ensem-
bles dont la distance est petite, ]oulssent des propnétés topologiques
peu différentes.
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