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Kvadratura hyperboly.

Napsal prof. dr. Marian Haas.

Plo§ny obsah hyperbolické tsete nebo vysele lze stanoviti
bez vy$§i analyse a bez dlouhych vypolti na zdkladé znidmé
véty :

Libovolnd seéna jest hyperbolow a obéma asymptotamsi
rozdélena ve tri uselky, # niché obé krajni (obsadené mesi hy-
perbolou a obéma asymptotami) maji navzdjem rovné délky.

Obr. 1.

7 této véty, jejiz dikaz zde opomijime, ponévadz se pro-
vadi na stfednich &koldch zpisobem elementdrnim, vyplyvd nd-
sledujici pouctka, kterd pro naSe tvahy tvori vychodisko.

Vepiseme-li do hyperboly lichobéznik, jsou hyperholické
| :;:gge } majici lichob&zné strany za tétivy obsahem navzajem
rovny.

Diikaz:

V lichobé&zniku ABCD (obr. 1.) vepsaném do hyperbolické
vétve budiz AB || CD. Prodlouzend strana AB protne asymp-
toty v bodech K, L a podobné strana CD v priseticich M, N,
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Lichobéniky AXMD, BLNC maji navzdjem rovné plochy,
ponévadz dle vySe zminéné véty maji navzdjem rovné zdikladny
AK = BL, MD = CN; kromé& toho lezice mezi tymiZ rovno-
bézkami majf téz rovné vysky.

Ddle se d4 ukézati, Ze i plochy AKMD, BLNC, u nichz
na misté tétiv AD, BC tvoif omezeni piislu§né hyperbolické
oblouky, se sobé& rovnaji.

Vedeme-li totiz mezi piimkami KL, MN velké (neko-
netné) mnozstvi pficek s nimi rovnob&znych, rozdéli se kazdy
z obou pruhii na velké mnozstvi uzounkych prouzkd, v nichz
piislusné obloutky lze pokladati za pifimky a prouzky za licho-
bézniky. Kterékoli dva protilehlé prouzky maji obsahy rovné
z divodl privé uvedenych. Soudty elementdrnich prouzki, totiz
pruhy AKMD, BLNC se sobé také rovnaji.

Jelikoz dset

U.p = lichob. AKMD — pruh AKMD,
Usc = lichob. BLNC — pruh BLNC,

plyne z rovnosti pravych stran téZz rovnost dseli
UAD == [jBG,
¢imz prvni ¢dst naSeho tvrzeni dokdzdna.
Na dikaz, ze téZ vysete OAD, OBC se sobé rovnaji, staci
uvésti, Ze
/\ OAD = A\ OMD + (] AKMD — )\ OKA,
/\ OBC= A\ ONC 4 (J BCNL — A OLB,
kde O znati stfed kfivky.
Z rovnosti
/\ OKA = A\ OLB,
/\ OMD= /A ONC,
(maji navzdjem rovné vysky i zdkladny AK — BL, MD — CN)
plyne téz rovnost vyseti
OAD = OBC, q. e. d.
Diisledek :
Jestlize setna CD se vzdaluje od 4B ziistdvajic s ni rovno-
béznou, a% splynou body C, D v jediny bod T, stane se piimka
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CD tetnou hyperboly v bods 7. Usete nad tétivami AT, BT
se sobé& rovnaji, a podobné plati pro vysele

OAT = OBT.

Odtud pozndvdme, kterak hyperbolickou vyseé¢ OAB rozpilime.
Tteba toliko sestrojiti tetnu rovnobé&znou k tétivé 4B8; k dotyt-
nému bodu 7' vedeny polomér OT pili danou vyset.

Opomijime zde daldi désledky, které by se daly vyvoditi
z téchto vét, a pfistoupime ku stanoveni vzorce pro obsah hy-
perbolické vyseCe. Z divodd methodickych budeme napied vy-
Setfovati hyperbolu rovnoosou a na to znidmym obratem,
kterym se v analytice pfechdzi od kruhu k ellipse, vy3etiime
obsah vysete a nerovnoosé hyperboly.

Rovnoosd hyperbola.
Rovniei
» 2% — y? = a*
transformujeme substituei
3 E—
z = 3——_);_—_7—7 , y=2_1
V2 V2
na tvar
' 2

577:'- 22-:627

pii ¢emZ osa hyperboly se poototi o 45° takze obé asymptoty,
uzavirajici spolu pravy uhel, stanou se soufadnymi osami.

Z této rovnice jde na jevo, ze obdélniky sestrojené z asymp-
totickych soufadnic &,  maji pro vSecky body hyperboly tyZ

2
plo§ny obsah ¢2 = —%— .

Poutka:
Obsah hyperbolické vysede (visece) zdlei toliko na poméru
asymptotickych souradnic obou omesujicich bodd.
Dikaz. Mé&jme dvé vysete (isefe) prislu$né k bodim M,
M,, M,, M,, jichz soufadnice vdzdny jsou podminkou
§| 252:&;-54'

kterd se dd psdti ve formé rovnice

51'54 = gz gs'
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JelikoZ smérnice tétivy M,]lf4 ddna je vzorcem

c? c?
a :771_“774-____§1____§4_:_ c?
14 §1 - §4 51 - §4 5154 ’
a podobné smérnice tétivy M,N,;
=T =W
B3 EQ - §3 5253 ’

jest patrno, ze M, M, || M,M,, &ili jinymi slovy: body M, M,,
M,, M, tvoii lichob&znik, a tudiz dle véty na pocitku uvedené

M
oM
‘Mz Ma "
4 Ms M

o

PP PP, P P, P

Obr. 2.

jsou nejen tsele, nybrz i vysete piislusné k tétivim M, M, a
M, M, navzdjem rovny.

Soufadnicovy pruh (obr. 2.) omezeny obloukem hyperbo-
lickym M, M,, pofadnicemi %, — P, M,, 5, = P,M, a tsetkou
& — & = P, P, na ose X lezici, md obsah tyZ jako ptisludns
vyset OM,M,. To vyplyvd z rovnic

vyset OM, M, — plocha OP,P,M,M, — /\ OP,M,,

pruh P,P,M,M, — plocha OP,P,M,M, — A OP,M,,

2
A OP,M, = A\ OP,M, — 32—

Také obsah soufadnicového pruhu jest zavisly toliko na po-
méru asymptotickych soufadnic omezujicich bodd, ponévadz véty
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platné pro vyse¢ plati eo ipso téz pro pifsluiny soufadnicovy
pruh, jak patrno z rovnosti obsahi.
Cloha és. 1. Dany prub (vysec) md 3e rozpuliti.
Zating-li pruh u hyperbolického bodu MM, (&,, n,) a konif
u M (§, n), jest tisetka hledaného bodu M, (£, %,) ddna Gmérou

§o: & =§& : &
éili 0 1 1 )

&= Vgﬁ—;
kterdzto rovnice ndm dostatetné naznatuje, kterak by se hledany
bod mél konstruovati. (Pokragovini.)

Véta Dandelinova a jeji applikace.

Napsal prof. Jaroslav DoleZal.

Slavny Chasles ve svém krasném dile: ,Apercu historique
sur Uorigine et le développement des méthodes en géoméirie”
na str. 286 a 287 uvddi vétu Dandelinovw v tomto znéni:

»Seéeme-ls rotadni kuzel rovinow ¢ a vepiSeme-li FkuZels
tomu dvé koule, jez dotykaji se zdroven roviny o, jsou dotyéné
body kouli a roviny o ohnisky ¥ezu; roviny dotycnych kruinic
kouli a kudele sekou rovinu Fezu o ve dvou primkdch, jez jsou
Fidicimi pFimkami Fezu.*

Véta tato, jejiz dikaz uvddi se v deskriptivni geometrii
pro stfedni $koly !), vede k velmi péknym disledkim, jez ddle
uvedeme, a zaslouzi, aby ji pii vyutovani geometrii vice pozor-
nosti bylo vénovdno, na coZ zvld§té upozoriujeme.

Diikaz zndmy odjinud, zde pouze doplnime.

Budiz din kuzel rotatni osou sv v IL primétné, rovina
fezu ¢ pak nechat jest k II. primétné kolmd; tsetka ab stopy
N¢ jest pak drubhym primétem Fezu. (Obr. 1.)

Tvar fezu zélezi, jak zndmo, na odchylce roviny fezu od
zdkladny ; svird-li strana kuZele se zdkladnou ihel «, rovina fezu

*) Viz na pf. udebnici p. prof. V. Jarolimka: Deskript. geometrie pro
vy3si redlky, str. 148, o
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