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0 stiedech Kkiivosti kotalnic.

Napsal

Miloslav PeliSek,
professor c. k. stdtni primyslové 8koly v Praze.

(Dokoncéenf.)

IX.

Pfistupme nynf k obecné&jsi otdzce, kferé misto napliiuje
bod s, napliuje-lv bod p libovolnou primku X 2

Pak jest svazek o(p...) perspektivny se svazkem
t(p...), svazek £ (p...) jest involutorny se svazkem ¢ (x...)
a tedy svazek o(p...) projektivny se svazkem ¢(x...),
aneb svazek o(w...) projektivny se svazkem ¢(=...);
body = naphiuji tudiz kuZelosetku H, jez prochsz{ bodem o
a dotykd se v bodé ¢ pifmky T.

Promitdme-li nyn{ kfivou ¥adu = ... z bodu O, jenZ ne-
lezf na H, a protneme tento svazek svazkem #(p...), jen
jest projektivny k fadé = ..., obdrifme, jak zndmo, jakoZto
misto bodi s ktivku tietfho fddu, jeZ se vSak rozpadd ve
ptimku of a v néjakou kuZelosetku G, jeZz se dotykd pifmky T
v bodé ¢.

Piimku of nutno z pifbuznosti vyloutiti, ponévadz jejfmu
priseciku s ptimkou X odpovidd jen jediny stted kiivosti, ktery
se mize stanoviti direktné pomocf vySe uvedenych harmonickych
vlastnosti. TymZ pochodem jako difve dospéjeme ku vété :

Libovolnémw svazku primek X jakoZto mistu bodit (p) pri-
slusi svazek kuleloseéek G, jeZ prochdzej§ bodem s sdrufenym
vrcholu p svazku primek o oskuluji v bodé t kruZnici 1. Osy
téchto kuZeloseéek jsou rovnobézné ku pffmkdm, jeZz rozpulujf
thel tetny T a piislu$né ptimky X svazku. Stiedy téchto kuZelo-



102

seCek napliiuji novou kuZelosetku, jez oskuluje kruznici I v bodé
¢t a prochdzf pilfcim bodem usetky st.

Splyne-li zvldSté vrchol p svazku piimek X se sttedem
pevné kruznice O, obdrifme ptisludny stred kiivosti s, sestroji-
me-li étvrty harmonicky bod m (sdruZeny s ¢) k bodim O, ¢ a
prisetfku normély O?¢ s kruZnici I, a rozplilfme-li tsecku #m.

UvaZujeme-li zvl4§té€ osnovu piimek X rovnob&Znych
jakoZto mfsto bodd p, pifslus( jim jakozto misto stfedd kfivosti
s svazek kuzelosetek, jez oskulujf I v ¢, a jejichz Ctvrty za-
kladnif bod jest prisetfk rovnobéZzky vedené bodem # s kruZnici
I, jez tedy ndlezf svazku.

Predchdzejic{ vysledky moZno shrnouti v obecnou vétu:

Libovolné primce roviny jakodto mistu bodd p prislui ja-
koZto geometrické misto bodi s kuZelosecka, jes oskuluje kruZnici
1 v bodé ¢.

Naopak jest téz v platnosti:

KaZdd kuzelosetka K, jeZ oskuluje kruZnici I v bodé ¢,
piisludi jakoZto misto stiedd kiivosti s néjaké pfimce P jakozto
mistu opisujfcich bodd p. Zvolime-li totiz na K body s,, s,,
piisludi jim body p,, p,, a piimce p,p, =P pifsludi kuzelo-
setka, jeZ oskuluJe I v ¢ a prochdzi body s, s, a jest tedy
totoznd s K.

X.

Tym% pochodem jako difve miZeme dokdzati dudlné véty: -

Libovolnému svazku primek Y jakoZto mistu bods s prislusi
svazek kuseloseCek H jako¥to misto bodi p, jeZ oskuluji kruinici J
v bodé t a prochdzeji vSechny bodem p, jend prislusi vrcholu s
svazku primek Y. Stfedy téchto kuZelosetek naplhujf novou
kuZzelosedku, jex oskuluje J v bodé ¢ a prochdzi pilicim bodem
isetky p¢. Osy téchto kuZelosetek jsou rovnobéiné ku piimkém,
iez pili dhly teény T a pfisluSnych pitimek Y.

Splyne-li zvldaté dany stfed kiivosti s se sttedem o hybné
kruZnice, obdrzfme pfislusny bod p, sestrojime-li ¢tvrty harmo-
nicky bod » (sdruZeny 8 ¢) k bodim o, ¢ a prisetiku normdly
ot 8 kruZnief J a rozpililime tvsetku ¢n.
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UvaZujeme-li zvl4$t& osnovu rovnob&znych pimek Y’ ja-
kozto misto bodd s, pifsludf jim svazek kuzeloseéek jakoZto
misto bodd p, jez oskulujl kruznici J v bodé ¢ a prochdzej
prisetfkem této kruZnice s rovnobézkou vedenou bodem ?, tak Ze
kruZnice J ndleZ{ svazku.

Tyto vysledky miZeme shrnouti v obecnou vétu:

Libovolné primce roviny jakoZto mistu bodi s prislusi ja-
ko#to misto bodit p kuZelosecka, jeZ oskuluje kruZnici J v oka-
méitém stiedu otddeni t.

Naopak jest téz v platnosti:

Kazdd kuzelosetka K, jez oskuluje kruZnici J v bodé ¢,
piisludi jakoZto misto opisujicich bodli p néjaké pifmce P ja-
kozto mistu stfedd kfivosti s. Zvolime-li totiz na K dva body
Py, P, Difsludi jim body s,, s, a pifmce s;s, = P piisluff
kuZelosecka, jez oskuluje J v ¢ a prochdzf{ body p,, p, a jest
tedy totoZna s K.

Jako vedlejsf vysledek mdme vétu :

Vedeme-li bodem t kruZnice I transversdly, jeZ protinaji
kruZnici I v bodech © a libovolnou p¥imku X v bodech p, a se-
strojime-li k bodim p, t, © CGtvrté harmonické body s sdrufené
s t, Jjest jejich misto kudelosecka, jeZ oskuluje kruinici 1
v bodé t.

Ponévadz kazdé ptimce P jakozto mistu bodd p prislusi
kuzelosetka K jakoZto misto bodd s, jest vySetfovany vztah
Ctvercovd korrespondence, kterou se zabyvali Magnus, Steiner,
Reye a jini, a sice patrné onen zvldstoi pfipad, o némz se déje
zmfnka v dfle Clebsch-Lindemann Vorlesungen iiber Geometrie
I, str. 476., Ze totiz splyvaji vSechny tfi blavn{ body s bodem
¢, coZ jest pifCinou, ze se v3echny ony kuZelosetky oskuluji.

XL

Jsou-li body p na kuZeloseice, jeZ se dotykd v okamZitém
stfedu otdten ¢ teény T, jest svazek paprskd ¢ (p...) involu-
torny ke svazku ¢ (w...). Vytvar svazku o (p...) a svazku
¢t (x...), jenz jest projektivni s kfivou fadou p ... jest kfivka
ttettho fddu jakoZto misto bodd =...
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Prejde-li vsak paprsek Zp v tetnu v bodé £, stotoziuje se
paprsek op a ¢m s pifmkou of, kterd jest tedy Cdstf{ mista bodd
7. .., kdeito zbyvajfcf ¢dst jest kuZelosetka, jez se dotykd v bodé
t teény T.

Misto bodu s obdrzime jakozto vytvar svazku O (x...)
se svazkem ¢ (p...) aneb ¢ rs...), jenZ jest kfivé fadé = ...
projektivnf ; napliiuje tedy s krivku tfetfho fddu, jeZ md v bodé
t dvojny bod. Ptejde-li v8ak paprsek ¢p = ¢s v teénu T, sto-
toZznf se paprsek fx a Om s primkou Of, jez jest tedy &dsti
mista s, kdeZto zbyvajici &dst jest kuZelosecka, jez se dotykd
v. bod& ¢ tecny T. Primka Of nendlezf mistu s, ponévadZ jejimnu
priseciku- s danou kuZeloseckou ptislusf jediny bod jakozto stfed
ktivosti, ktery se mije stanoviti direktné na zdkladé vyse
uvedenych harmonickych vlastnosti.

Méme tudiz vétu:

Body p kudeloseéky A, jeZ se dotykd v bodé t kruénice J,
opisuji epicykloidy, jejich? stiedy krivosti s napliiuji taktés ku-
Zelosebku A’, jek se dotykd v bodé ¢ kruZnice I. (Mannheim).

Vétou tou jiZ jest soucasné vyifena véta dudlnd.

KuZeléseéku A’ mizeme zase konstruovat pomoci krui-
nice I, vedeme-li bodem ¢ libovolné piitky a sestrojime harmo-
nické body dle relace (5).

Méme tedy vedlejsf vysledek:

Dotykd-li se kuZeloseéka A kruZnice I v bodé t a sestro-
jéme-li na prickdch bodem ¥, jeZ protinaji kuZeloseéku a kruZnici
v bodech p a i, k bodim p, t, i &tvrty harmornicky bod m
sdrufeny s t, napliiuje bod m zase kuZeloseCku, jeZ se dotykd
v ¢t dané kudelosecky 1 kruZnice.

Je-li dand kuZelosetka A, jeZ se dotykd v ¢ tetny T,
kruZnice, jest délici pomér pf:it na v8ech bodem ¢ vedenych
ptitkdch stejny; jest tedy téz délicf pomér mp: mi na vSech
pritkich tentyZ, z CehoZ ndsleduje, Ze bod m a tudfz i pilic
bod s tsetky #m napliuje kruZnici, jeZ se dotykd v bodé ¢
piimky T. '

Médme tedy vétu:

Body p kruZnice, je# se dotykd v okamZitém stiedu otdceni
t kruinice J, opisuji epicykloidy, jejiché stredy kiwosti s na-
pliiugi té2 krudnici, jeZ se dotykd krudnice 1 v bodé ¢.
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Tim jest téZz vyiCena véta dudlnd.

Je-li ddna kruZnice A, obdrZime snadno primér kruZnice
A’ pomoc{ vySe uvedené harmonické konstrukce.

Jako vedlejsi vysledek méme:

Vedeme-li bodem dotyku t dvou kruénic transversdly a se-
strojime-li na nich Ctorty harmonicky bod k povstalym prise-
Cikdm, napliwje tyZ zase kruinici, jeZ se dotykd v bodé t dangch
kruZnic.

Ponévadz pifslu§i prisetfkdm vSech kruZnic, jeZ se do-
tykaji v ¢ pevné a hybné kruZnice, prisetiky zase takovych
kruZnic, jest patrno, Ze jsou pomyslné kruhové body v nekoneénu
samodruzné body; z toho ale jest patrno, Ze kazdé jiné kruznici
piisludf ve vySetfovaném vztahu ktivka, jeZ prochdzi témito po-
myslnymi krahovymi body v nekonecnu.

XII.

Jsou-li body p na kuZeloseéce B, jeZ protind v ¢ teénu T
a prochdzi stredem o hybné kruZnice, jest svazek o(p...)
projektivny se svazkem ¢ (p...), svazek t (w...) jest involu-
torny se svazkem ¢ (p...), a tedy svazek o (w...) projektivny
svazku ¢ (z...); misto bodd = ... jest kuZelosetka, jez pro-
chdzi body o a ¢. :

Promitdme-li body = této kuZzelosetky ze stiedu O pevné
kruZnice a protneme-li tento svazek svazkem ¢ (p...), jenZ jest
projektivoi s kiivou fadou = ..., jest jejich vytvar kfivka tietfho
fddu B’, jez prochézi bodem O a ¢, jenZ jest dvojny bod, a ve
kterém se B’ dotykd pifmky T i dané kuZelosetky B.

Kiivka B’ se nerozpadd, ponévadi pifmka Of nepfisludi
sama sobg.

PonévadZ kuZelosecka B protind teénu T v redlném od ¢
rizném bodé, oskuluje dle diivéjstho kiivka B’ kruZnici I.
Méme tedy vétu:

Body p kuZelosecky B, jed protma v okaméZitém st¥edu otd-
Ceni t kruZnice J a prochdzi stredem o hybné krudnice, opisuji
epicykloidy, - jejichZ stredy krivosti napliugi kitokw tretiho 7ddu
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B, je# prochdzi stiedem O pevné kruinice a bodem t, ve kterém
se dotykd dané kuZelosecky a oskuluje kruinici 1.

Piimky, jeZ spojujf bod ¢ s priseétky dané kuZelosetky B
8 kruznicf J, uddvaji sméry asymptot kiivky B’.

Napliiuji-li body p obecn&ji kuZelosecku B, jez protind
v bodé ¢ kruZnici J, jsouc jinak libovolnd, napliiuj{ body = ...
k¥ivku tietfho tddu, jeZ prochdz{ body o a#, ktery jest dvojnym
bodem ktivky, ve kterém se tato dotykd pfimky T; sméry
asymptot obdriime, spojime-li 0 s priseéiky dané kuZelosetky
a kruZnice opsané na priéméru of.

Body s naplhujf i nynf, po vylouceni piimky Of, kfivku
tfettho tdadu, jeZ méd v ¢ dvojny bod, ve kterém jedna vétev
oskuluje kruznici I a druhd vétev se dotjkd dané kuzelosecky.

Naopak jest téz v platnosti:

Kazd4 tdra ttettho fddu B’, jez oskuluje kruznici I v bodé
¢, piisludf jakozto misto bodd s n&jaké kuZeloseice B jakozto
mistu bodd p, jeZ protind T v bodé ¢ Zvolime-li totiz na B’
étyti body s,, S,, s, S,, jimZ ptisludi p,, p,, ps, p,, jest témito
a bodem ¢ urcena kuZelosetka B, které zase pFisludi ktivka
trettho ¥ddu, jeZ oskuluje I v bodé ¢, jenZ jest jeji dvojny bod,
a prochdzf body s,, .s;, S5, S,; ponévadZ v8ak plati bod ¢ jakoZzto
dvojny bod, ve kterém se obé &dry tfetiho fddu oskulujf a pro-
tinaji, za 6 bodd, majf tedy obé éiry 10 bodld spoleénych a tudiz
se stotoziujf. :

Podobnym pochodem jako diive se d4 ukdzati véta dudlng:

Napliiuji-li body s kuZelose¢ku, jeZ protind v ¢ kruZnici I,
jsouc jinak. libovolnd, pifslusf jf jakoito misto bodd p kiivka
trettho fddu, jeZ oskuluje kruZnici J v bodé ¢, ktery jest jeji
dvojny bod.

A téZ opak:

Kazdd kiivka tretfho fddu, jeZ oskuluje kruZnici J vbodé
¢, jenZ jest jejf dvojny bod, pFsludf jakoZto misto bodl p ku-
Zelosefce jakoito mistu bodd s, jeZ protind kruznici I v bodsé ¢,
jsouc jinak libovoln4.

Ktivku B’ miizeme zase konstruovat pomoc{ kruZnice I
a harmonickych bodd, ¢fmZz obdrZime vedlejdf vysledek:
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Vedeme-li prisedikem t dané kruinice I s danou FkuZelo-
sekou B libovolné pricky a sestrojime k vamiklym priseikim
Ctorté harmonické body, napliuji tyto Body krivku tretiho Fddu,
jeZ se dotykd v t dané kuZelosecky a oskuluje v témse bodé
kruZnici I,

XIIL

Podobné jako v diivéjsich pripadcch se dd ukdzati:

Napliiuji-li body p kuzelosetku (p), jez neprochdz{ bodem
¢, napliiuje bod = kfivku (x) &tvrtého Pddu, jez md v o a ¢
dvojné body, které jsou isolované, jsou-li pifmky of a T ne-
setny dané kuZzelosetky. Body v nekoneénu kiivky (x) pifsludf
prisetfkim kuZelosetky (p) s kruZnicf opsanou na of jakoZzto
priméru. Sméry asymptot ktivky (7) obdrifme, spojime-li
tyto prisettky s bodem o. Naopak odpovidaji boddm v neko-
neénu kuZelosetky (p) priseéiky kifivky (x) s kruZnic{ opsanou
na of jakozto priiméru, a asymptoty kuZelosetky (p) jsou rovno-
bézné ku spojnicim. téchto prisetfkd s bodem o.

Bod s napliiuje, po vylouten{ pifinky O¢, taktéz kfivku
ttvrtého fddu (s), kterd md v ¢ dvojny bod, ktery jest isolovdn,
neprotind-li kuzelosetka (p) tetnu T v redlnjch bodech.

Boddm v nekonetnu kuZelosetky (p) piislusi praseéiky
kfivky (s) s kruZnicf I, a jsou tedy asymptoty kuZelosetky (p)
rovnobéZné ku spojnicim prisecikd kiivek (s) a I s bodem ¢.
Priseéikim kuZzelosetky (p) s kruznicf J pifslud{ body v neko-
netnu kiivky (s), jejiz asymptoty jsou rovmobézné ku, pifmkém, -
jeZz spojuji priseéiky kruznice J a kuZelosecky (p) 8 bodem #.

Protfnd-li kuZelosecka (p) teénu T ve dvou redlnych bodech,
oskuluje kiivka (s) kruZnici I v bod& ¢ dvakrit.

Naopak jest téz v platnosti:

Kazdd kiivka &tvrtého fddu C*, je% oskuluje dvakrit kruz-
nici I v bodé ¢, pifsludf jakoZto misto bodd s né&jaké kuzelo-
setce C? jakozto mistu bodd p, jez neprochdzf bodem ¢ Zvo-
lime-li totiZ na C* p&t bodd s, s,, Sy, S,, S5 jimZ pisludf p,,
P2 D3y Dy Py jest témito body uréena CZ%, které zase pifslusi
kiivka ¢étvrtého ¥4du C,*, jeZ oskuluje dvakrst kruznici I v bods
¢ a prochdzi body s,, s,, s, s,, S;. Ponévadz kaidd z kiivek
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C* a C,* oskuluje dvakrdtIvbods ¢, maji t¥i soumezné dvojné
body spoletné, jeZ potitaji oviem za dvandct prasecfkii; mimo
to prochdzeji ob& body si, s,, s;, s, a s; a maji tedy celkem 17
bodi spoleénych- a stotoZiiuji se tudiz.

Téz jest v platnosti dudlnd véta:

Kazdé kuZelosetce C?%, jeZ neprochdzi bodem ¢ pFislusf
jakoZto mistu stiedd kriivosti s kfivka cétvrtého fddu C* jakoZto
misto opisujicich bodd p, jez oskuluje dvakrat kruznici J v bodé
t, protind-li C* tetnu T v redlnych bodech. v

Naopak jest té% v platnosti, Ze kazdd C*, jez oskuluje J
v bodé ¢ dvakrdt, pkislu$f jakozto misto bodd p n&jaké CZ jeZ
neprochdz{ bodem ¢, jakoZto mistu bodd s.

Sestrojime-li kiivku (s) pomoci harmonickych bodd, mdme
vedlej8f vysledek :

Vedeme-li bodem ¢ dané krusnice, jeZ meni souCasné prise-
Cikem této kruinice a dané kudelosecky, transversdly a sestrojime
k bodu t a k povstalym priseCiliim &torté harmonické body, na-
plivuji tyto krivku Ctortého iddu, jeZ oskuluje v bodé t dvakrdt
danow kruZnici, jsou-li pruseciky teény T v bodé t s danou ku-
Zeloseckou rediné.

Pochod dosud uzity vede téz k cfli mdme-li na zteteli
kiivky tretfho, étvrtého a n-tého Fadu jakoito misto bodd p.

XIV.

Z ptedchdzejiciho jest patrno, které jsou zdkony uvedené
ptibuznosti, je-li geometrické misto bodd p kfivka n-tého fddu,
jez neprochdz{ bodem ¢.

PonévadZ protind (p) kruZnici J ve 2»n od ¢ raznych
bodech, protind (s) pi{fmku v nekoneénu téZ ve 2» bodech, a
kiivka (s) jest tedy fddu 2n-tého a md v bodé ¢ m-ndsobny bod,
ponévadz (p) protind tenu T v » redlnjch neb podvojmo kon-
jugovanych bodech, jejichZ pifsluiné jsou vSechny v ¢

Kazdé vétvi kiivky (p), jeZ protind T ve dvou redlnych
bodech, ptislusf vétey kfivky (s), jeZ oskuluje dvojndsobné
kruZnici I v bodé £,
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Kazdé vétvi kiivky (p), jeZ prochdzl bodem £, odpovidd
vétev kiivky (s), jeZ se v bod& ¢ dotykd oné vétve.

Prochdz{-li v8ak (p) bodem ¢, protfnd kruznici J jestd ve
2n — 1 od ¢ riznych bodech; kiivka (s) pak protind pi{mku
v nekoneénu ve 2n — 1 bodech a jest tedy 2n — 1 ¥4du. Do-
tykd-li se (p) v bodé ¢ kruznice J, aneb md-li v bodé ¢ dvojny
bod, protind kruZnici J je§t& ve 2n — 2 od ¢ rdznych bodech;
ktivka (s) pak protind ptimku v nekoneinu ve 2n — 2 hodech
a jest tedy fddu 2» — 2. Oskuluje-li kfivka (p) kruZnici J, aneb
mé-li v ¢ trojndsobny bod, protind (p) jesté J ve 2n — 3 bodech;
kiivka (s) pak jest fddu 2n — 3.

Obecné mizeme fici:

Je-li (p) krivka n-tého ¥ddu, jeZ md v t A-ndsobny bod, ve
kterém vchdzi s kruZnici J dotyky stuphi w, v, ... odpovidd jf
krivka (s) #ddu 2n—A—p — v, jeé se dotykd v bodé ¢ vsech
A vétvi kiwky (p); protind-li pri tom (p) teénu T v = redlngch
bodech, oskuluje (8) krusnics I v bodé t m-ndsobné.

XV.

Nebude od mfsta podati s vynechdnim ve§kerych podrob-
nosti{ prehlednow karakteristiku vySettované pifbuznosti :

1. Bodiim p v nekonetnu pFislu§f Bressova kruZnice I ja-
kozto misto bodd s.

2. Bodiim s v nekonetnu ptislu§f Bressova kruZnice J ja-
koZto misto bodd p.

3. KuZeloseckdm, jez oskulujf kruznici J jakoito mistu
bodl p, piislusdi pfimky jakoito misto bodd s.

4. KuZelosetkdm, jez oskulujf kruZnici I, jakoZto mistu
bodd s, p¥fslusf p¥fmky jakozto mfsto' bodd p.

H. Knielosetkdm, jez se dotykajl v bodé ¢ Bressovych
kruznic, jakoZzto mfstu bodd p neb s, piisludf kuZelosetky ja-
kozto misto bodi s nebo p, jeZ se taktéz. dotykajf Bressovych
kruznic. Zvl4std ptislusi kruZnicim, jes se dotykaji v' bodé ¢
Bressovych kruznic, jako#to mistu bodd p neb s zase kruZnice,
jez se dotykaji v bod& ¢ Bressovych kruznic, jakoito mfsto bodd
8 neb p;- zejmena piislusf hybné a pevné kruinici jakoito
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mistu bodd p neb s kruZnice, jez se dotykaji v ¢ Bressovych
kruZnic, jakoito mfsto bodd s neb p.

6. KuZelosetkdm, jeZ protinajf Bressovy kruZnice v bodé
¢, jako#to mistu bodd p, pifsludf jakoZto misto bodd s kiivky
trettho fddu C% jez se dotykaji v bodé ¢ danych kuZelosetek a
oskulujf v tomto bodé Bressovu kruZnici I.

Zv14sté ptislusf kruznicim, jeZ protinaji Bressovy kruZnice
v bodé ¢, kiivky C3, jakozto mfsto bodd s, jez prochdzeji kru-
hovymi pomysinymi body v nekoneénu, dotykaji se v ¢ danych

" kruznic a oskulujf v ¢ Bressovu kruZnici L

7. Kuzelosetkdm, jeZ protinaji Bressovy kruznice v bodé ¢,
jakoZto mistu bodi s, pffsludf jakoZto misto bodd p kfivky tre-
ttho tadu C3 jez se dotykaji v bodé ¢ danfch kuZelosetek a
oskulujf v tonito bodé Bressovu kruZnici J.

- Zvldsté pisludf kruZnicfm, jez protinaji Bressovy kruZnice
v bodé ¢, jakoZto mistu bodd s kfivky C® jakoZto misto bodd
p, jet prochdzeji kruhovymi pomysinymi body v nekoneénu,
dotykaji se v ¢ danych kruznic a oskulujf v ¢ Bressovu kruz-
nici J. ‘

8. Kuzelosetkdm, jeZz neprochézeji bodem 2, jakoZto mfstu
bodd p piisludf jakozto misto bodd s kiivky étvrtého ¥ddu C¢,
jez maji v bodé ¢ dvojny bod, ve kterém — neni-li isolovany —
oskuluji kruzZnici I" dvakrit.

Libovolnym kruZnicim, jeZ neprochdzeji bodem 2, piisludi
zvld§té jakoZto mistu bodd p kiivky C* jakoito misto bodi s,
jez prochézej{ pomysinymi kruhovymi body v nekoneénu a osku-
lujf v bodé ¢ kruZnici I dvakrdt, protind-li dand kruZnice tetnu
T v redlnych bodech.

9. KuZelosetkdm, jeZ neprochdzeji bodem ¢, jakoZto mistu
bodd s pifslusf jakoZto misto bodd p ktivky cEtvrtého fadu C*,
jez majf v bodé ¢ dvojny bod, ve kterém — nenf-li isolo-
vany — oskulujf kruznici J dvakrit.

Zvl4sté pifslusf{ kruZnicim takovéto kfivky, jez mimo to
prochézeji pomyslnymi kruhovymi body v nekonetnu. ‘

10. Krivce (p) fddu =, jez neprochdzi bodem ¢, pFislusi
kiivka (s) f4du 2n, jeZ md v¢ n-ndsobny bed, kterym prochdzf
tolik redlnych vétvi, v kolika redlnych hodéch protind (p) tetnu
T, pti ¢emZ kruZnice I oskuluje viechny tyto vétve. M4-li (p)
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v t A-ndsobny bod, ve kterém vchdzf s kruZomicf J dotyky
stupiit g, v,..., snizujese o + g+ v - ... tdd kiivky s, kterd
se pFi tom dotykd v bods ¢ viech 1 vétvi kiivky (p).

11. Té% jest v platnosti véta dudlnd.

K piedchdzejicim vétdm jsem dospél neodvisle, maje pied-
choz{ védomost jen o vysledcfch podanych ve zminéném dfle
Mannheimové ; po ukontenf této prdce jsem byl upozornén na
pojedndni K. Bobek: ,Uber die Krimmungsmittelpunkte der
Curven, wélche die Punkte einer Ebene bei eimer unendlich kleinen
Verschiebung derselben in ihr beschreiben®, uvefejnéné 5. bfezna
1850 ve Zprdvich o zaseddnf{ krdl. teské spolefnosti nauk
v Praze, p. 56—64. V prici této jest elegantnim zpdsobem od-
vozeno, %e uvazovand piibuznost jest zvldstni ptipad ptfbuznosti
Steinerovy. Autor direktné dokazuje, Ze pfimkdm piisludf ku-
zelosetky, jez se oskuluji v okamzitém stiedu otdéeni a zvl4sts,
%e pi{mce v nekoneénu pFisludf kruZnice, jej{Z jméno neuddvd,
jakoz i vlibec literdrnich pozndmek nelinf; téZ ukazuje, Ze
ptimky, jeZ prochdzejf okamZitym stiedem otdeni, jsou samo-
druZné.

Z vlastnost{ Steinerovy piibuznosti &inf pouze zdvérek, Ze
kiivce fddu » pifsludi ktivka Fddu 2n, jejiZ singularity, které
obdrzf Steinerovou pifbuznostf, jsou vesmés v okamZitém stfedu
otdteni; ddle, Ze ¥dd kiivky se sniZuje, prochdzi-li dand ktivka
okamzZitym stfedem otdcenf.

XVL

PonévadZ se veSkeré uvedené piipady daji konstruktivné
.provésti jen za pomoci Bressovich kruinic a vicekrite zminé-
nych harmonickych konstrukef, jest na jevu, Ze pravé karakte-
risovany vztah nenf v platnosti toliko pro jediny epicykloid4lnt
pohyb, nybrz Ze nastane ty% vstakh pro nekoneéné mnoho cy-
klickych pohybd, jez maji Bressovy kruZnice spolecné; k tomu
jest v8ak jen tfeba, aby poloméry » a R hybné a pevné kruZnice
hovély rovnici:
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1
0 ® + = gy

ve které povaZujeme polomér Bressovych kruznic za dany.

XVIL

UvaZujme nyni zvldStonf piipady cyklického pohybu, pti
tem% v3ak uvedeme jen vyznacnéjsi véty.

1. Pohyb kardioiddlny.

V rovnici (1’) jest ndm poloziti » = — R, ¢im% obdrzime
R .
0=

Pri kardiwiddlném pohybu se rovnd polomér Bressovych
kruZnic Ctvrtiné poloméru zdkladni kruZnice.

Geometrické misto vSech bodd, jeZ opisuj{ zkrdcené kardi-
oidy, jez maji pravé v t&chto bodech inflexnf body, jest v kazdém
okamzZiku kruZnice, jeZ se dotykd v okamZitém stfedu otdcen{
¢ pevné kruZnice, a Jejfmi polomérem jest &tvrtina poloméru
pevné kruZnice.

Pro body p hybné kruche k jest délicf pomér pi:pt —4:1,
z tehoZ plyne, ze tsetka #m se rovna% tetivy kruZnice I, a
tsedka fs se rovnd —‘;— této tetivy. Mdme tedy konstrukei:

Stredy kfivosti prosté kardioidy obdrzime, prodlouzime-li
tetivu kruznice I na normdle o jednu ttetinu jeji délky.

Vzdédlenost sttedu kiivosti s od bodu dotyku ¢ jest vSak

~ tietina tetivy, kterou tvoif norméla na zdkladni kruZnici; jest
tedy téz v platnosti:

Stredy kFivosti viech kardioid opsanych v libovolném
okamziku body hybné kruZnice napliiuji zase kruZnici, jejiz po-
lomér jest ttetina zdkladnf kruZnice.

Napliuje-li p svazek paprskd, napliiuje s svazek kuielo-
selek, jez oskuluji v ¢ kruZnici I. Je-li vrchol svazku a v ne-
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koneénu na pifmce of, jest &tvrty zdkladnf bod b svazku kuZe-
losetek préseétk pifmky of s kruznici I; splyne-li a s o, jest
3
4
nicf J, jest b v nekonetnu; splyne-li a s prisetfkem kruZnice I,

jest b ve vzddlenosti i R od #; splyne-li asé sttedem O pevné

bod b ve vzddlenosti R od bodu ¢; je-li @ v prisetiku s kruz-

S
kruZnice, jest b ve vzddlenosti % R od ¢ atd.

Naopak, napliluje-li s svazek paprskid, napliuje p svazek
kuzelosetek, jez oskulujf v ¢ kruznici J. M4-li vrchol svazku
paprski zvldStni polohy, md téZ vrchol svazku kuZelosetek po-
dobné zvldStni polohy jako v predchdzejfcim.

Napliuje-li p kruZnici, jez se dotykd v ¢ zakladni kruZnice,
naplituje i s takovou kruznici.

2. Pohyb evolventni.
V rovnici (1’) -jest poloZiti » = oo, &imZ obdriime
0= ?.

Pri evolventnim pohybu jest polomér Bressovyjch kruZnic
polovina poloméru zdkladni kruZnice. :

Z toho ndsleduje:

Geometrické misto v8ech bodi p, jez opisuji v libovolném
okamzZiku zkrdcené evolventy, které majf pravé v téchto inflexni
body, jest kruZnice, jez se dotykd vné v okamZitém stfedu

otdteni ¢ zdkladuf kruZnice, a jejiz polomér jest polovina polo-
méru zdkladni kruZnice.

Napliiuje-li p svazek paprskid, napliiuje s svazek kuZelo-
setek, jez oskulujf I v ¢.

Je-li zvlasté vrchol svazku paprskdi a na piimce Of v ne-
konetnu, jest ttvrty zdkladni bod b svazku kuzelosecek ve
vzd{\lenosti% R od ¢; je-li a v prisetiku s kruZnici J, jest b

v nekonetnu; splyne-li a 8 O, jest b pilici bod poloméru ot.
At d ‘
8
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" Napliiuje-li naopak s svazek paprskdi, napliiuje p svazek
kuzelosetek, jez oskulujf J v bodé ¢; zvldstnim polohdm bodu
a odpovidaji zase snadno stanovitelné zvldstnf polohy bodu b.

Naplhuje-li p kruZnici, jez se dotykd v bodé ¢ zdkladn{
kruZnice, napliiuje i s takovou kruZnici.

3. Pohyb hypocykloiddlny.

V rovnici (1’) jest poloziti » kladné. Je-li » menSi nez R,
¢fmZ nastane hypocykloidilny pohyb v uzsfm slova smyslu, pak
jest o zdporné, a kruZnice I se dotykd vné zdkladnf kruZnice,
kdezto kruZnice J uvnitf.

Je-li » vétsf neZ R, nastane pohyb pericykloiddlny, jenZ
jeét,» jak zndmo, vlastn& pohyb epicykloiddlny; skuteéné jest
pak zase ¢ kladné, a Bressovy kruZnice majf zase tutéz po-
lohu viéi zdkladnf kruZnici jako pfi pohybu ‘epicykloiddlném.

Je-li r=R, nemiZe ovSem nastati Zidoj pohyb; jen
v tomto ptipadé splynou Bressovy kruznice s tetnou T v okamzZitém
stfedu otddenf.

Jakozto zvldstnf p¥{pad pohybu hypocykloiddlného jest:

-4. Pohyb ellipticky.

'V rovnici (1’) jest poloZiti r = R

g timz obdrzime

Pri ellaptwkém pohybu splyne kruénice J v katdém okamBiku
s hybnou kruZnici.

Ellipsy opsané body hybné kruZnice majf tedy v kazdém
okamziku sttedy kiivosti v nekoneénu; opisujf tudfz pHimky a
sice priméry pevné kruznice.

Stfed kiivosti s ellipsy, kterou opisuje libovolny bod p
‘roviny, obdrzime, sestrojime-li k bodim p, ¢ a k prisetiku
normély, s onou kruZnici, jezse dotykd v ¢ vné zdkladnf kruz-
‘nice a jejiz primér se rovnd poloméru zdkladni kruznice, Ctvrty
harmonicky bod m sdruzeny s t a xozpﬁllme tseCku me¢.
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 Stredy kfivosti s viech ellips opsanych v libovoluém
okamZziku body p priméri zékladnf kruZnice a tedy téz pri-
mérl ellips tvoif svazek kuzelosetek, jez oskulujf v okamzitém
sttedu otdcenf ¢ onu kruZnici, jez se rovnd hybné kruZnici a
dotykd se vné pevné kruznice v okamiitém stiedu otdcenf £,
kdezto Ctvrty zdkladnf bod svazku jest bod v nekonecnu na
primérua O¢.

KuZeloseCky ty jsou vesmés hyperboly, vyjma onu para-
bolu, jeZ pifsludf priméru rovnobéZnému te¢né T.

Stfedy kiivosti s v8ech ellips opsanych body p primérd
hybné kruZnice naplhujf svazek kuZelosetek, jez oskulujf
v okamzitém sttedu otdéenf onu kruZnici, jeZ se rovnd hybné
kruznici a dotjkd se v ¢ vné zakladni kruZnice, kdeito ctvrty
zékladnf bod obdrifme, prodlouZime-li polomér ¢0 o tfetinu
jeho délky.

Sttedy kiivosti s vSech ellips opsanych body p osnovy
rovnobéZnych piimek napliuji v kazdém okamziku svazek ku-
Zelosetek, jez oskulujf tutéz kruZnmici I v bodé ¢, a jejichz
ttvrty zakladni bod jest priseCik .rovnobéiky vedené bodem ¢
s toutéz kruznicl. A t.d.

Naopak:

Majf-li stiedy kfivosti s ellips opsanych body p napliovati
libovolnou pfimku, napliuji opisujici body p kuZeloselku, jez
oskuluje hybnou kruZnici v okamzitém stfedu otdlenf ¢ a
prochdzf prisetikem rovnobézky vedené bodem ¢ s hybnou
kruZnicf.

Maji-li stiedy kfivosti s ellips opsanych body p napliiovati

. v libovolném okamziku priméry ellipsy (neb zikladnf kruZnice), -

-napliiuji body p kuZelosetky, jez oskuluji v okamzitém stiedun

otiteni hybnou kruZnici a prochdzeji stfedem této kruZnice.
At d. :

Body kluche, jez sc dotykd v okamzltém sti'edu otaéeni
zédkladn{ kruZnice, ' opisujl okamzité ellipsy, jejichz stiedy
kiivosti naplitujf taktéz takové kruznice ; zvlas§té pifisludi kruznici
"opsané na of jakoZto prumelu kruZnice Opsami na O? JakOZto
priméru. «

8‘
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5. Cykloiddlny pohyh.

V rovnici (1’) ‘jest poloZiti R — oo, z &ehoZ ndsleduje

Pri cykloiddIném pohybu obndsi polomér Bressovijch kruZnic
polovinu  poloméru hybné kruinice; kruZnice 1 se dotykd vné,
krusnice J uvnité hybné kruZnice.

Geometrické misto vSech bodi, které opisuji zkrdcené
cykloidy, jez maji prdvé v téchto bodech inflexnf body, jest
v kaZdém okamZiku kruZnice, jeZ se dotykd v okamZitém stfedu
otdéenf hybné kruZnice a prochdz{ jejim stfedem.

Stfedy krivosti s vSech cykloid opsanych v libovolném
okamZiku body p primérd hybné kruZnice tvoii svazek kuzelo-
secek, jez oskulujf v okamzZitém stfedu otdéenf ¢ onu kruZnici,
jez se dotykd v ¢ vné& hybné kruZnice, a jejiZ polomér se rovni
poloviné poloméru hybné KkruZnice, pii temZ jest &tvrty zd-
kladnf bod svazku v nekonednu na priméru, jenZ prochézi
bodem #. Tyto kuZelosetky jsou vesmés hyperboly, vyjma onu
parabolu, jeZ odpovidd priméru rovnobéZnému k tetné T
v okamZitém stfedu otdcenf .

Stredy ktivosti s vSech cykloid opsanych v libovolném
okamziku body p osnovy pifmek kolmych k te¢né T tvoii svazek
kuZelosetek, jeZz oskuluji v ¢ touZe kruZnici I, pfi CemZ jest
&tvrty zdkladnf bod priseéik kruZnice I s rovnobézkou bodem ¢.
Pi{mkdm, jeZ protinaji kruZnici J, odpovidajf hyperboly, te¢ndm
paraboly a neseéndm ellipsy.

Stiedy kfivosti s cykloid opsanych v libovolném okamZiku
body p osnovy pifmek naklonénych k zékladni pfimce T, na-
pliuji svazek kuZeloseCek, jeZz oskulujf{ kruZnici I v bod& ¢ a
prochdzej{ priseéikem rovnobézky vedené bodem ¢ s kruZnict I;
kuZelosetky ty jsou hyperbola, parabola neb ellipsa, dle
toho, jsou-li dané pifmky seéna, tetna neb nesetna kruZnice J.

Stiedy kfivosti s cykloid opsanych v libovolném okamziku
body p osnovy pifmek rovnobéZnych k zdkladni p¥imece T tvoif
svazek kuZelosetek, jez maji sviij vrchol v nkamZitém stfedu
otdtenf ¢, v némZ nadoskuluji kruZnici I, a jsou zase hyper-



117

bola,\ parabola neb ellipsa, dle toho, jsou-li dané.pFimky seéna,
te¢na neb neseéna kruzZnice J.

Naopak:

Maji-1i stiedy ktivosti s cykloid opsanych body p na-
pliovati danou pi¥imku, napliujf body p v kazdém okamzZiku
kuzelosecku, jez oskuluje v bodé ¢ kruznici J a prochdzf prise-
¢ikem rovnobézky, vedené bodem ¢ k dané pifmece, s kruznici J.

Osnové pifmek kolmych k zdkladné piimce T jakoZto
mistu bodd s, odpovidd svazek kuZeloselek jakoZto mfsto bodil
p, jez oskuluji v bodé ¢ kruZnici J- a prochdzeji vSechny dia-
metrdlnym bodem k bodu ¢ na kruZnici J. _

Piimkdém rovnobéZnym k zdkladni pffmce T jakozto mistu
bod& s odpovidd svazek kuZeloseCek jakoito misto bodi p, jeZ
nadoskulujf kruZnici J v bodé ¢.

KuZelose¢ky ty jsou hyperboly, paraboly neb ellipsy, dle
toho, jsou-li ony pifmky seény, teény neb nesecny kruZnice I.

Stiedy kiivosti s cykloid opsanfch v libovolném okamZiku
body p hybné kruZnice naplhuji shodnou kruZnici, jeZ se do-
tykd vné hybné kruznice v okamzitém stiedu otdlenf. Stfedy
k¥ivosti s cykloid opsanych v libovolném okamZiku body p
kruZnice, jez se dotykd v ¢ pffmky T, napliiuji zase kruZnici,
jez se dotykd T v bodé ¢, a jejiZz prdmér obdrZime zndmou har-
monickou konstrukef.

XVIIL

Predchdzejicich vysledkd mizZeme pouziti ku strojent
kuZelosetek, kfivek tiettho, &tvrtého a vyS§Siho fddu, jeZ osku-
lujf neb nadoskuluji v daném bodé danou kruZnici.

1. Uloha. Jest sestrojiti kuelosecku K, jeZ nadoskuluje
danow kruZnici I v bodé ¢t a prochdzi danym bodem s.

Bod ¢ jest patrné vrcholem kuZelosetky.

ProdluZme #s o délku této dsetky do m a sestrojme k bodim
¢, m a k prisetiku ¢ piimky ¢m s kruznici- I Etvrty harmonicky
bod p (sdruZeny s i). Bodem p vedme rovnobézku P ku te¢né T
v bodé ¢ kruzZnice I.

Oznatime-li @ prisetik pffmky P s priimérem kruZnice I
prochdzejicim bodem ¢ a sestrojfme-li k bodu a a k priisetikim
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tohoto priméru s kruznicf I &tvrty harmonicky bod & sdruzeny
8 ¢, jest pulici bod « dsecky ¢b druby vrchol hledané kuZelo-
setky. Drubou jeji osu obdrZfme snadné ze znidmé velace mezi
polomérem oskulaéni kruznice ve vrcholu kuZelosetky a obéma
poloosami. MiiZzeme v3ak téz sestrojiti libovolné body této ku-
Zelosecky, vedeme-li bodem ¢ libovolnou piitku, jez protind P
v bodé r a kruznici I v bodé j; sestrojime-li ddle k bodim 7,
t. 4 ¢tvrty harmonicky bod » sdruzeny s ¢ a rozpilime-li Gsecku
tn v bodé z, ndlezi tento bod hledané kuZeloseéce. Tato jest
hyperbola, parabola neb ellipsa, dle toho, je-li pfimka P setna,
tetna neb nesetna kruzZnice J shodné s I, jez se dotykd v bodé
¢ vné kruzZnice I. 7

Zvlastni pripady této ulohy nastanou, je-li bod s v neko-
neénu na libovolné piiéce bodem ¢ aneb zvldsté na priméru
kruZnice I, jenZ prochdz{ bodem ¢.

2. Uloha, Jest sestrojiti hyperbolu, je jest wuréena osku-
laéni krusnici ve vrcholu a smérem asymptoty.

Vrcholem ¢ vedeme rovnobézku ke sméru asymptoty, jez
protind kruzZnici I v bodé ¢; tetivu ¢ pfeneseme z ¢ na opalnou
stranu do p a vedeme timto bodem p rovnobéZku P k vrcholové
tecné T. Vedeme-li ddle libovolnou pii¢ku bodem ¢?, jeZ protind
pifmku P a kruzuoici I v bodech » a j, a sestrojime-li k boddim
ry, ¢, j ctvrty harmonicky bod = sdruZeny s ¢, a rozpllime-li
koneéné usetku ¢n v bodé z, ndleii tento bod hledané hyper-
bole. Provedeme-li tuto konstrukci zvld§té pro primér kruZnice
I, obdrzfme druhy vrchol hyperboly; ze zndmé relace mezi
polomérem kiivosti ve vrcholu a obéma poloosami miZeme vy-
hledati druhou poloosu.

3. Uloha. Jest sestrojiti parabolu, jei jest uréena oskuladni
kruénici ve vrcholu,

Preneseme primér kruZnice I z bodu ¢ na opacénou stranu
do bodu p a vedeme timto bodem rovnobézku k vrcholové tetné
T. Vedeme-li ddle libovolnou piitku vrcholem ¢, jez protina P
a I v bodech  a j, a sestrojime-li k bodim », #, j Etvrty har-
monicky bod n sdruzeny s # a rozpilime-li konetné dsetku n,
ndlez{ pilicf bod z hledané parabole.

. Pozndmka. Je-li dédna oskulacéni kruZnice ve vrcholu para-
boly, jest tim té% udéno ohnisko, a moZno tedy ihned uZiti
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zékladnych konstrukei; vy8e uvedend konstrukce md tedy jen
vyznam, Ze uddvd zvldstnf vlastnost paraboly.

4. Uloha. Jest sestrojiti kudelosechku, jei oskuluje danow
kruZnici I v bodé ¢, je-li dan priselik s hledané kuZelosecky
s oskulacni kruZnici, jakoZ i dalsi bod a této kuZelosecky.

Prodluzme piimku ¢a o jejf délku do bodu m a sestrojme,
znalf-li ¢ jeji prusecik s kruznicf I, k bodim ¢, ¢, m &tvrty
harmonicky bod » sdruzeny s ¢. Vedme ddle bodem » rovno-
béZku P ku prfmce st a libovolnym bodem p této pifmky P
transversalu p?, jez protind I v bodé j; sestrojime-li k bodim
p, t, j Cttvrty harmonicky bod » sdruZeny s ¢ a rozptlfme-li
iseéku ¢r v bodé =z, ndlezf tento bod hledané kuzelosetce. Tato
jest hyperbola, parabola neb ellipsa, dle toho, je-li P setna,
tetna neb nesetna kruznice J shodné s I, a jez se dotykd v ¢
vné kruznice I. Osy této kuZelosetky jsou rovnobézné ku ptfmkdm,
jez pilf dhly tetny T a pifmky P.

5. Uloha. Jest sestrojiti hyperbolu, jes oskulu]e danou
kruznici I v bodé ¢, je-li ddn jeji prisecik s s oskulaini kruénici
a smér asymptoty.

Bodem ¢ vedeme k asymptoté rovnobézku, jez protind I
v bod& i; pteneseme tetivu # z bodu ¢ na opaénou stranu do
bodu p a vedeme bodem p rovnobézku P ku pifnce ¢s. Pifmky
P pak uzijeme jako v predchdzejicich pifpadech.

6. Uloha. Jest sestrojiti kuselosecku, jei oskuluje danow
kruZnict I v bodé ¢, jsou-Ui ddny dal$i dva body a, b, této ku-
Zelosecky.

Prodlouzime pitfmku fa o jejf délku do m a sestrojime,
znadi-li ¢ jeji prisetik s kruznici I, k bodim ¢, m, § &tvrty
harmonicky bod ¢ sdruZeny s ¢. Opakujeme tutéz konstrukei
pro bod b, ¢imZ obdrzfime bod d. Piimky cd =P uiijeme jako
v pfedchézejlcich ptipadech.

Jako zvld§tnf pripad ptredchdzejicf dlohy obdrzime

7. Uloha. Jest sestrojiti hyperbolu, jeZ md oskulovati kruz-
nici I v bodé ¢, jsou-li ddny sméry asymptot.

Bodem ¢ vedeme rovnobéZky ku smérim asymptot, jez
protinajf kruZnici I v bodech ¢ a j; pieneseme tetivy # a ¢
z ¢ na opafnou stranu, ¢imZ obdrZime pﬂmku P, které uzlJeme
jako v pf‘edchézeﬂcich ptipadech.
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8. Uloha. Jest sestrojiti kudelosetku, je# oskuluje danow
krudnici 1 v bodé t, je-li ddn dal$i jeji bod a a smér osy.

Pro bod a provedeme konstrukei jako v dfivéjsfch p#i-
padech, &mZ obdrzime bod p piimky P; pifmka P sama svird
s tetnou T dvojndsobny dhel jako osa kuZelosecky. Pifmky P
pak uZijeme zndmym zpisobem. Uloha jest patrné dvojznaénd.
Téz zde obdrifme zjednoduSen{, p¥edpokldddme-li a bud na I
neb v nekonecnu.

9. Uloha. Jest sestrojiti krivku tretiho Fddu C°, je-li ddna
oskuladni krufnice I ve dvojném bodé t, jakok i dtyri dal$t body
a, b, c d.

Pro body a, b, ¢, d provedeme touze konstrukci jako v pred-
chdzejicich pripadech, ¢imZ obdrifme body a’, ¥, ¢/, d’, které
uréujf s bodem ¢ kuzZelosetku C? kterd bude obecné protinati
tetnu T v bodé ¢,

Provedeme-li pro body této kuZelosetky inversnf konstrukei,
obdrzfme body hledané kiivky C3, jeZ jest obecnou kiivkou
tfettho tddu, jak bylo vySe ukézédno.

Je patrno, %e miZeme tuto dlohu riznymi zplsoby spe-
cialisovati, volime-li nékteré z bodi a, b, ¢, d v nekoneénu
(nejvySe t¥i) aneb téZ na kruZnici I (nejvySe dva). Na pf.:

10. Uloha. Jest sestrojiti krivku tietiho #ddu C°, je-li ddna
oskulaéni kruénice I ve dvojném bodé t a sméry vech t7f asymptot,
JakoZ © druhd teéna T v bodé ¢.

Bodem ¢ vedeme rovnobézky k smérim asymptot a vyhle-
déme jejich priseéiky s kruznicf J. Tyto tii prisetfky urdujf
s bodem ¢a tetnou v kuZelosetku C? které uZijeme jako v pied-
chdzejfeim pifpadé.

11. Uloha. Jest sestrojiti krivku ctortého #ddu C%, je¥ oshu-
luje ve dvojném bodé t kruinici I dvojndsobné, jsou-li ddny dalsi
Jejé body a, b, ¢, d, e.

Pro body a, b, ¢, d, e provedeme touZe konstrukei jako
v predchédzejicich p¥ipadech, ¢imZ obdrifme body o', ¥, ¢, ', ¢,
jimi% jest uriena kuzelosetka C2 jeZ neprochdzi bodem ¢, a jez
musi protinati v redlnych bodech te¢nu T kruzZnice I, mé4-li byti
tiloha moZn4.
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Pro libovolné body kuzelosecky C? provedeme inversnf
konstrukei, &fmZ obdrzime body, jez ndlezeji hledané C*; tato
jest obecnd ktivka étvrtého ¥adu, jak bylo vySe odivodnéno.

Jest patrno, Ze miZeme tuto dlohu rdznymi zpdsoby spe-
cialisovati, zvolime-li nékteré z bodi a, b, ¢, d, ¢ bud v ne-
konetnu (nejvySe &tyFi), neb té% na kruznici I (nejvyse dva).
Na pt.:

12. Uloha. Jest sestrojiti krivku ctvrteho Fddu C*, jeX osku-
luje ve dvajném bodé t kruZnici I dvojndsobné, jsou-lt ddny sméry
vsech Ctyr asymptot a teéna T v bodé t.

Vedeme bodem ¢ rovnobéiky ke smérim asymptot a vy-
hledéme jejich priseiky s kruZnicf J; tyto uréujf s tetnou =
kuZelosetku C?, které uZijeme jako v pfedchdzejicich p¥ipadech.

Splynou-li dva z danych bod& v predchdzejicfch tlohdch
s pomyslnymi kruhovymi body v nekoneénu, obdrzfme jakozto
pomocnou kiivku misto libovolné kuZelosetky kruZnici; mdme
tedy specidlné tlohy:

13. Uloha. Jest konstruovati krivku tretcho Fddu, je¥ osku-
luje ve dvoiném bodé t kruZnici I a prochdzi pomyslnymi kru-
hovymi body v nekoneinu, jakoZ i daldimi dvéma body.

14. Uloha. Jest konstruovati kiivku &tortého Fddu, Jek
oskuluje v bodé t kruinici I dvakrdt a prochdzi pomysinymi
kruhovymi body v mekoneénu, jako i dalSimi tremi body.

XIX.

V piedchézejicim jsme méli na zfeteli jen kiivky alge-
braické; ptihlédnéme nyn{ téz ku piipadu, Ze by kiivka (p) byla
transcendentni, na p¥. sinusoida, jejiz body obratu jsou na teéné
T, a jez jest ddle v poloze soumérné ku pi{mce 00.

Piimky z,, 7,, jez se dotykaji v8ech vrchold sinusoidy,
" transformuji se jako kuzeloselky K,, K,, jeZ nadoskulujf v ¢
kruZnici I, a jejichZ druhé vrcholy obdrZime snadno pomoci ¢asto
uZité harmonické konstrukce.

KuZzelosetky ty jsou ellipsy, paraboly neb hyperboly, dle
toho, jsou-li tetny 7, 7, neseény, teény neb seény kruZnice J.

Spojfme-li vrcholy sinusoidy s bodem ¢, jsou prisetiky
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téchto pfimek s kuzelosetkami K,, K, ony body, ve kterych se
transformovand sinusoida dotykd téchto kuZeloselek.

Vedeme-li ddle bodem ¢ teény k sinusoidé a uréfme
k bodim dotyku korrespondujici body pomocf{ harmonické kon-
strukce, obdriime dald3f body s tefnami transformované si-
nusoidy.

PonévadZ protind sinusoida tetnu T v nekoneéné mnohych
redlnfch bodech, oskuluje transformovand sinusoida kruznici I
v bodé ¢ nekoneénékrite.

XX.

Zajimavou jest téZ otdzka, vyskytuji-li se v roviné body
involutorné, t. j. body, jimz pifslu$f tytéZz body, povazujeme-li
je za body soustavy (p) neb za body soustavy (s).

Budiz p, libovolny bod a s, jeho piislusny stred kiivosti
na norméle p,¢. Bod p,, jenZ splyvd s bodem s, md sviij stied
kiivosti na téZe normdle, jenz bude obecn& od p, riznym.
Z harmonickych konstrukef nasleduje, Ze Fady bodi p, ... a
S, ... jsou projektivné; dvojné body téchto fad jsou tedy hle-
danymi body. Druziny této projektivity vyhleddme ndsledujicim
zpiisobem : . :

Bodu j na kruZnici J ptisludi stted kfivosti v nekonetnu
a tomuto bodu jakoito bodu soustavy (p) pifslu§i stfed kii-
vosti <.

Bodu p v nekoneénu piislusi stied ¢, a tomuto jakozto
bodu soustavy (p) pifslusi pilicf bod tetivy ¢i. Okamzity stfed
otdteni ¢ piislusf stile sdém sobé, a jest tedy jeden dvojny bod
uvedenych primétnych fad, jez jsou urleny druZinami: j, ¢;
oo, z; ¢, t; pak ale ndsleduje, Ze drubhy dvojny bod t&chto fad
splyne téz s bodem ¢. - o

Tim jest poddn ddkaz, Ze mimo ¢t neni Zddnyjch 1edlnjch
dvojnych bodi, jei by tvorily kvadratickou involuci.

Podobné jest feSenf obecnéjsi tlohy:

Bodu P, DSlud( stfeds;, bodu s, = p, piislusf stied s,;
bodu s, == p, pifslusf stred s,; kterd jest podminka, aby bod s,
splynul s p;, a obecns, aby bod s, splynul s p, ? '
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Tim obdrzfme fadu tiloh, jez Steiner nazval wlohy o zdvérech
(Schliessungsprobleme).

Splyne-li s, s p,, obdrifme skupinu » bodd, jeZ si pif-

slusf involutorné; zdvér nastane, vyjdeme-li z kteréhokoliv z t&chto
bodd. Body p, ... a s, ... tvofi projektivné fady, jejichZ dvojné
body jsou hledand feSeni. Geometrické misto hledanych bodd
bude tedy kfivka, jeZ protind kaidou bodem # vedenou piimku
v 2n bodech, pfi temZ ¢ jest povazovati za m ndsobny bod;
k mistu tomu ndlez{ téz patrné tena T v okamzitém stiedu
otdleni ¢. .
M4-li specielné s, splynouti s p,, pffslusf bodu p v neko-
~netnu stied ¢ a tomuto jakoZto stfed kfivosti pllici bod « tetivy
ti, a tomuto jakozto stfed bod v nekone¢nu; nastal tedy zdver.
Druhy zdvér tvoif zase bod ¢.

. Misto vSech bod#, jei tvori kubickow involuci, se sklddd
2 primky v nekoneénu a teény T, ddle z kruinice I a z kruZnice,
JeZ prochdzi stredem kruZnice I a dotykd se teény T v bodé t.

Z ptedchdzejicich piikladd jest patrno, Ze dvojné body vy-
‘skytujfcich se projektivnych fad jsou vidy redlné, ponévadi
jeden z nich jest okamZity stied otdéenf #; nastanou tedy
redlné zdvéry pro libovolné éfslo =.

Ponévadz druhy dvojny bod na libovolné norméle jest
uréen jediné jako funkce tetivy na kruZnici I neb J; bude na
viech normélich pomér vzddlenosti dvojnych bodd k tetivé
tentyz. Jest to patrno z toho, Ze provddime touZe konstrukci
v riznych mékitkich; pomér vysledkid k volenym jednitkdm
musf tedy byti stdly. Druby dvojny bod bude tedy napliiovati
kruZnici, jez se dotykd Bressovych kruZnic v bodé ¢; z toho
ndsleduje ddle, Ze i ostatnf body vysSich involuc napliujf
taktéz takové kruZnice. '

“Mdme tedy obecny vysledek:

Geometrické misto vsech bodw, jeZ tvori advéry libovolného
stupné, sestdvd 2z kruinic, jes se dotykaji Bressovych kruZnic
v okamiitém stredu otdbeni; jedna z mich se rozpadd ve priimkw
v nekoneénu a teénu T.
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