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CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky, rot. 73 (1948)

Konstrukce prostoru
s pfedepsanymi O-odd&lenymi a O-oddéleniml body.
Jos. Novik, Brno.
(Doslo 10. listopadu 1947.)

Hausdorffovy topologické prostory, jez jsou definovany &tyimi
zndmymi Hausdorffovymi axiomy okoli,!) byly pfedmé&tem inten-
sivnfho studia a je jim vénovana rozsahla literatura. Mén& pozor-

-nosti soustfedily na sebe prostory Rieszovy, které vyhovuji je-
nom prvym tfem Hausdorffovym axiomim okoli a jejichz body
jsou uzaviené. Takové prostory mohou obsahovati body, jez nejsou
0O-oddélené; to jsou body, jez se nedaji oddéliti otevienymi okolimi.
Prof. Cech polozil zajimavou otézku, kdy lze sestrojiti Riesziv
prostor, ]sou -li predem déany mnoziny vzajemné O-neoddélenych —
nebo, coz je tentyz problém — O- oddelenvch bodt. Pfesné znéni
Cechova problému je toto:

Necht kaZdému proku x e M abstrakini mnofiny M je pfifazena
podmnofina @(x) C M, jeZ obsahuje prvek z e ¢(x). Kdy existuje
v M topologie t takovd, Ze mnoZina @(x) je pranikem uzdvéri vsech
okol? bodu x?

'V tomto’pojednani je dokazano, Ze topologie T miZe existovati
jen tehdy, kdyZ je splnéna podminka (1):

Je-li y ~ z, pak také & ~ y pro kazdou dvojici bodu =z, y;
pfitom y ~ & znadf totéz, co y e p(z). Na pifkladé (prostor P,) je
ukdzéno, Ze tato vlastnost (1) neni podminkou postacéujici pro-exi-
stenci- topologle 7. Ve vété 1 jsou uvedeny postadujici podminky:
Existuje-li nekoneénd podmnozina N C M stejné mohutna jako M-
a takové, Ze nenf x ~ y pro Zadnou dvojici z +y, e N, ye N
a Ze kaZzdy prunik N N ¢(x) mé mohutnost mensf nez je mohutnost
mnoziny M, a je-li pfitom splnéna podminka (1), pak existuje v .M
Rieszova topologie 7. Zejména tedy existuje takova topologie,
jestliZe mohutnost kazdé mnoziny ¢(x) je mensf nez nekoneéns

1) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipiig 1914, str. 213.

s _ 49



reguldrni mohutnost mnoziny M a ]e 11 pritom spinéna podminka
(1). (Korolér 1.).

Stadi dokonce vedle (1) pfedpokladat Ze mnozmy ¢(x) stejné
mohutné jako mnoZina M nepokryjf skoro celou mnozinu M. Nenf-li
mohutnost m mnoziny M regularni, pak korolar 1 plati za pfed-
pokladu, Ze vSecky mnoZiny ¢(x) C M maji mohutnost mensf nez
- m’, kde m’ < m. Nakonec je uveden piiklad (prostor P,), Ze tyto
postadujici podminky nejsou nutné. Nutné a soufasné postacujici
podminky pro existenci topologie T se mi, bohuZel, nepodafilo
nalézti.

Druhé &4st pojedndva o prostorech s O-oddélenymi body.
Jsou to takové body, jez se daji oddéliti uzavéry okoli. Je nasnadé
otazka, kdy lze sestrojiti Hausdorffiiv prostor, jsou-li pfedem dény
dvojice vzdjemnd O-oddélenych bodid. Pfesné znéni problému je
toto:

Necht je kazdému prvku z abstraktni mnoziny M prifazena
podmnozina @(x) C M, jez obsahuje prvek z. Kdy existuje v M
Hausdorffova topologie takova, ze body #, y jsou O-oddélené, kdyz
a jen kdyZ y non e p(x)?

V tomto pojednéni je problém Fefen pro p¥ipad, Ze p(z) =
pro kazdy prvek z. To je také feSenfm Alexandroff-Urysohnova
problému poloZeného v r. 1929, jenz zni:

,,On trouvera ailleurs ’exemple d’un espace dénombrable dont
tous les points sont inséparables 1'un de 1’autre; cet espace est de
plus connexe. Nous n’avons pas réussi & construire un espace non
dénombrable jouissant de la méme propriété; ’existence de pareils
espaces nous semble d’ailleurs assez probable.”’2)

Problémem timto zabyval se také B. Pospisil; sestrojil Haus-
. dorffiv prostor o regularni mohutnosti bez 0- -oddélenych bodi.?)

V tomto &lanku uvadim konstrukei takového prostoru o libo-
volné nekoneéné mohutnosti.

I

Symbolem U budeme oznacovati sjednoceni, symbolem M
. prinik mnoZin. A4 znaéf uzavér mnoZiny A pf#i topologii ». Necht
- jest dana libovolna topologie u. Je jasné, Ze dva body z a y jsou pki
této topologii O-neoddélené, kdyz a jen kdyz kazdé okoli O(x) bodu =
mé s kazdym okolim O(y) bodu y spoleéné body, to jest, kdyZ a jen
kdyz ye N u O(x) &ili « € N u O(y).
3) P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiqu

compa?cts Amsterdam 1929, sgs 24. P pologiqtios

3) B. Pospi3il, Trois notes sur les espaces abstraits, Spisy vyddvané
Pﬂrodovédeckou fakultou Masarykovy university 249 (1937)




Necht je dana nekoneéna abstljakfni mnozina M. Necht kai-
dému bodu x € M jest jednoznadné pfifazena podmnozina ¢(x) C M,
jeZz obsahuje bod x. Pismenem 7 oznadime kaZdou Rieszovu topo-
logii v M, pti niz ¢(x) je prinik uzivéra vSech okoli bodu . Dva
body z a y jsou pfi topologii v O-oddélené resp. O-neoddélend, kdyz

a jen kdyZ ynone@(x) a xnon e@(y) resp. y e p(x) a zep(y).
Odtud vyplyva véta:
- Existuje-li topologie =, je splnéna podminka (1): ‘
Jestlize y € p(x), pak x € p(y) (1)
pro kaZdow dvojici bod@ x, y mnoZiny M.

Podminka (1) je nutna pro existenci topologie z, nikoli viak

postacujici. To ukdzeme na priklade

Necht P, je nekoneénd mnozina bodi. Zvolme pevné dva jeil
rizné body a € P,, b € P,. Definujme

pa) = a ub, .

o) =

o(x) = Pl—aproaézx-i:b
Snadno zjistime, Ze je splnéna vlastnost (1). Topologie T v§ak ne-
existuje. Kdyby totiz takova topologie existovala, byla by mnoZina
P; — a uzaviena jakozto prinik uzavienych okoli bodu z, kde
x #a, z = b. Komplement jeji, totiz bod a, byl by otevieny;
jelikoz a = za, je N 7 O(a) = a, coZ je ve sporu s piedpokladem, %Ze

¢(a) =aub.

Necht je ddna nekoneénd abstraktni mnoZina M. Nechﬁ
kazdému bodu z € M je pfifazena jednoznaéné podmnozina ¢(x) C
C M obsahujiei bod z. Necht je splnéna podminka (1). Body z, y
mnoziny M nazveme sdruzené, kdyz « e ¢(y) ¢ili — coZ je vzhledem
k podmince (1) totéz — kdyZ y e ¢(x). Sdruzené body oznaéime
symbolicky 2 ~ y. SdruZenost je vlastnost reflexivni (nebot
z € p(x)), symetrickd (nebot plati predpoklédand vlastnost (1)),
nenf v8ak obecné transitivni.

Véta 1. Necht M je nekonelnd abstrakini mnoZina o mohutnosti
m. Necht existuje stejné mohuind podmmodina N C M, jejiz Zidné dva.
razné body nejsou sdruend; necht je ddale mohutnost primiku N n (z)
pro kaZdé x € M mendi nef m. Necht je splnéna viastnost (1). Pak
extstuje v M topologie .

Dikaz. Bud

P, P, ..., P ... (A< p) v (2)

kde g je prvé ordinaln{ éfslo mohutnosti m, disjunktnf systém pod-
.mnozin P; C N o mohutnostech vesmés m. Ozna¢me jej (2). Bud
déle oy, &g, ..y Kayes systém vSech dvopc bodd x=(z,y) = (y, v)
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mnoziny M, jez jsou sdruZené: x ~ y. Oznaéme jej T. Jelikoz
x ~ z, jest (w, x) e T, takZe mohutnost systemu @ je m. MiZeme
tudiz pi"edpokléda,tl Ze indexy 4, jimiZ jsou oznadeny dvojice bodii
o2, probfhaji viecka ordinalni &sla mendf ne u tak, jak je tomu
s podmnoZinami P;. Je-li «y = (x, y), fekneme, Ze podmnozina P;
. pFisludi bodu z i bodu y. Poznamenejme, e kazdému bodu xz € M
pislusf aspoii jedna mmnozina ze systému (2).

Do mnoziny M zavedeme topologi u. Okolim bodu x e M
rozumime bod x a v8ecky mnoziny @, C P, takové, %e P; — Q; mé
mohutnost mensf neZ m, pfi éemz mnoziny P, piisluseji k bodu z.
Dé se snadno dokazati, Ze jsou splnény prvé dva Hausdorffovy
axiomy okoli (4), (B), kdezto tieti (C') obecnd nikoliv. Aby i tento
tfetf byl splnén, musime provésti uréitou modifikaci okolf.

Za tim 1Glelem nazveme okolim prvého Fidu wu-okoli U(x)
bodu z. Oznatime je UY(x). Jsou-li uz definovana okoli U*(x) bodu «
fadu n, definujme okoli U»+}(x) bodu x fadu n + 1 takto:

Urtl(z) = Urx)v U U(y),
yeD, .

kde D, = U*(x) — U*(z) (pron =1 polozime U%z) = x). No-
vym okolim V(x) bodu = budiz pak mnozina

V(z) = UU"(:c)

Okoli tohoto tvaru nazveme deflnu]icim okolim a novou topologii
oznadéime v. D4 se snadno dokazati,?) Ze v-okoli V(x) jsou oteviend
v topologii v a Ze jsou splnény prvé t¥i axiomy okoli (4), (B), (C).

Lema 1. Je-li mohutnost primiku L a N mendi neZ m, pak je
podmmnotina L C M uzaviend v topologii v.

"Vskutku, je-li L’'C M takovou podmnozinou a je-li U(z) defi-
nujfcfm u-okolim bodu z ¢ M — L, pak jest U(x) — L = U(x) —
— N a L rovné% u-okolim bodu z. Je-li tudiz V(x) definujici v-okoli
bodu z, pak. jest také V(x) — L = V(x) — N nL v-okolim (ne
nutné definujicim) bodu z; mnozina M — L je tudiZ oteviens
v' topologii v.

iZ'lema 1 vychdzi, Ze ka,zda mnozma. (p(x) a ze]mena kaZd4 mno-
¥ina o-mohutnosti men3f ne? m jest uzavieni. Proto jsou jedno-
’bodové mnoziny uzaviené a topologie v je Rieszova.

‘Nejdulezitsjsf sastf dikazu Vety 1 je rovnost
p(x) = Nv V() 3)

pro ka¥dy bod z e M. DokaZme nejprve inklusi <p(x) cnoV(z).
JestliZe y € ¢(z), pak x ~ y. Existuje tudiz «3 = (, y) a mnoZina P,

' ' ¢) Dtikaz viz v pojednéni: J. Novék, Regularni prostor, na ném¥ ka¥dé
"' spojité funkce je konstantni, Casopis 78 (1948)
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pifsludi jak bodu x tak i bodu y. Jsou-li U(x) a U(y) libovolnd
u-okoli bodu z a bodu ¥, pak obsahuji tato aZz na podmnoZinp mo-
hutnosti mensf nez m celou mnoZinu P;. Tim spiSe to plati o kazdém
v-okoli ¥V (x) bodu x a kazdém v-okoli V(y) bodu y, takZe jest V(x) n
n V(y) £ 0. Tedy y e v V(x) pro kazdé okoll V(z) bodu =, to jest
yenNv V(x).

Opadnou inklusi dokdZeme neptimo. Piedpokladejme existenci
boduze N v V(xr) — ¢(x). Nasim tkolem bude konstrukce dvou dis-
junktnich v-okoli V(z) a V(z), ¢imZ dostaneme spor s pfedpokladem
ze N v V().

JelikoZ bod 2z neni ve <p(x) nejsou body z a 2 sdruzené Zédna
mnozina P, jez je piifazena bodu z, nenf soutasné pfitazena bodu z.
Proto existuji dvé disjunktni okoli U (x) a UY(z) téchto bodi. Podle
lema 1 jsou mnoziny M — ¢(2) a M — ¢(x) oteviené; bez Gjmy
obecnosti muZeme tudiz predpokliddati, Ze ¢(z)a Ul(x) = 0=
= @p(2) n UY(z). Mame-li uZ sestrojena okoli fadu ¢ =1,2,...,n
takova, Ze

Uiz) n Uiz) = 0,
¢(z) n Ui(z) = 0 = ¢(z) n U¥(2), (4)

zvolme okoli ¥adu n + 1: Ur+(x) a Un+1(z) takova, Zc (4) plati také
pro i =n + 1.
Okoli Ur+Y(x) a Un+(z) Jsou disjunktni. Pro nepfimy dikaz.

tohoto tvrzeni pfedpoklddejme, Ze existuje spolecny bod t € UM(x) n

n Um(z), kde », a m, jsou nejmensi mozna celd &isla. (JelikoZ
z € p(x), 2 € p(2), U(x) = x, U%2) = 2, nemize byti vzhledem k (4)
anin, = 0 ani n, = 0, takse 1 < my, ny < n+ 1), Jelikoz U™(z) C
Czu UPe, dale Um(z) Czu UP,, ajelikoz x = t = z, existuji indexy
&7 tak, Ze t e P¢n P,. Ponévadi PenP = 0 pro £ =7, musf
byti & = #. MnoZina P; je tudiZz p¥ifazena jednak uréitému bodu
a e Un—1(z), jednak uréitému bodu b e Un—1(z). Ziejmé a <+ b,
nebot jinak by n,, n, nebyla nejmensi éisla s Zadanou. vlastnosti.
Dale jest a ~ b, nebot «; = (a, b). Z tohoto diivodu nemohou byti
~ oba body @, b souéasné v mnoziné N. AvSak

Um—1(g) — 2 C N, Un1(z) — 2 C N.

Odtud vyplyvé, Ze budto @ = x nebo b = z. Tedy budto b € p()
nebo b € g(x) nebo a ¢ ¢(z). To je ve sporu s (4) pro s = n, — 1 resp.
i = n, — 1, doplnfme-li platnost (4) také pro ¢ = 0.

Tak jsme sestrojili tplnou indukef dvé disjunktni v-okolf
V(%) = UU¥(z) bodu @ a V(z) = UUi(z) bodu z. Tim je dokézéna
1 1 )
rovnost (3). Z véty 1 vyplyva .




Korolar 1. Necht M je nekoneénd abstrakint mnofina o regularm’
mohuinosti m. Necht ka*dd mno%ina ¢(x) md mohutnost mendi ne m.
Necht je splnéna vlastnost (1). Pak existuje v M topologie <.

Dikaz. Zvolme bod z, e M. Mime-li uz zvoleny body =,
Xgy oeuy Tay ... (A < B), zvolme v mnoZing
M — U p(x) (5)
2<p

bod ;. To je mo#né pro kazdé ordindlni &islo g < y, kde u je prvé
ordinalni &slo mohutnosti m, nebot s;ednoceni méné nez m mnozin
@(z2) s mohutnostmi mensimi nez m mé mohutnost opét mensi nez
regularni m, takZe mnoZina (5) neni prazdna. Takto jest methodou
transfinitni indukce sestrojena mnoZina N prvki ; o mohutnosti m.

Zédné dva rizné body mnoZiny N nejsou sdruZené. Vskutku,
jsou-li 2., 23 (x < ) dva body z N, pak podle (5) nendlezi bod x
-do mnoiiny U <p(9;;), zejménd nenalezf do ¢(x.), takie tyto body ne-

jsou sdruzene
Jsou splnény predpoklady véty 1. Plati tudiZ i korolar 1.

Korolar 2. Necht je M nekonecnd abstraktni mnoZina o regu-
larni mohutnosti m. Necht mnoZiny @(x) s mohuinostmi m pokryji
M aZ na podmnoZinu M* o mohutnosti m. Necht je spinéna viastnost
(1). Pak existuje v M topologie 7.

Dikaz. Pro kazdy bod x ¢ M* je ¢(x) mnoZinou o mohutnosti
mendf ne# m. Proto existuje podmnoZina N C M* bodi o nmrohut-
nosti m, jejiz z4dné dva rtizné body nejsou sdru¥ené. Ziejmé je také
mohutnost priniku N n¢(z) pro kaZdou ¢(x) C M mendf nez m.
Podle véty 1 plati tedy korolar 2.

Neni-li mohutnost m mnoziny M reguldrni, pak plati korolar 1
za predpokladu, Ze viecky mnoZiny ¢(x) majf mohutnost mensf nez
m’, kde m’ << m. Nebot pak existuje mnozina N o mohutnosti m,
jejiz 24dné dva rtzné body ne]sou sdruzené a kazdy prinik
N N g(x) m4 mohutnost mensi nez m.

Nejsou-li splnény podminky véty 1, miZe piesto existovati
topologie z. Jako prtglad uvedme prostor P,, jehoz body jsou cels
¢isla. Okolim éfsla 0 je éislo 0 a skoro celd mnoZina P,, ‘okolim klad-
ného (zdporného) ¢&isla je to ¢islo a skoro celd mnoZina kladnych
(zépornych) celych &fsel. P, je Riesziv prostor s vlastnostf:

NuO(n) - = @(n) je mnoina viech nezédpornych celych -
sel pron =1, 2, .
nu O(— n) = @(— n) je mnozma. vSech nekladnych celych Gisel
pro = =1,2,.
NuO(0) =¢(0)=
(Vlastnost (1) je sice sp]nena, avsa,k podmnozina N je nejvys dvou-
bodova.) .
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IT.

Dva body topologického prostoru sluji O-oddélené,’). kdyz
existuji dva disjunktni uzavéry jejich okoli. Provedeme nyni kon-
strukei Hausdorffova prostoru o libovolné nekoneéné mohutnosti
a bez boda O- oddglenych (problém Alexandroff-Urysohntv). Se-
strojime napted L-prostor s touto vlastnostf, pak zavedeme uréitou
modifikaci topologie a dostaneme prostor, jeriz vyhovuje pozadav-
kim Alexandroff-Urysohnova problému.

Necht 7' je abstraktni nekoneénd mnozina o libovolné mohut-

nosti. Necht 7' = GT,- je rozklad mnoziny 7' na disjunktni neko-

1

necéné séitance 7';. Zvolme uréité body ;e 7%, ¢ = 1,2, ... Necht
T X T znaéi kartézsky souéin mnoziny 7' s 7. Identifikujme body
\ti, ¥) = (4, ') proviechna y ¢ 7', 4y’ e T a pro = 1, 2, ... MnoZinu

identifikovanych bodi oznatme J = U(t, y). Mnozinu 7x T's iden-
1

tifikovanymi body (¢;, ) oznaéme R.

Necht f znad¢i prosté zobrazeni mnoziny R na mnozinu 7'. Za-
vedme do mnoZiny R L-topologii # pomoci & priori konvergentnich
posloupnosti:

(1) Posloupnost, obsahujici jediny bod, konverguje k tomuto
bodu.

(2) K bodu (z, y) € R konverguje kazda prosta, (az ni vybrana)
posloupnost {xn, f(z, ¥)}°, kde xy € Ty — ty, a je-li = t;, pak je&té
kazd4 prostd posloupnost {(z,, ys)}, kde zy € 7.

Takto definovany L-prostor R spliiuje Hausdorffiv axiom okol
(D). Abychom to dokazali, jest tfeba si v&imnouti, jak vypadaji -
okoli prostoru R. Snadno se nahlédne, Ze p-tym okolim bodu

(z, y) € R je mnozina Oy(z, y) = (z, y) v a(T;xf(x, y)) — J, aje-li

x = t;, pak jeSté skoro viecky body mn(fiiny T;xT. Jsou-li nyn{
(z, y), (', ') dva rtzné body prostoru R, pak jest f(x, y) + f(z’, ¥'),
takZe
(Txf(x, y) n (TXf(@,y)) = 0.

Je-li tedy x € T}, o' € T'y, pak existuji okolf Ou(x, ¥) A On(x', ¥')=0
prom,n > max (I,1'), j. b. d.

Je-li O(z, y) libovolné okoli bodu (2, y), pak skoro viecky body
(t:; y) ndleZeji do uzdvéru tohoto okoli, nebot (t;, y) € u Oy(x, y) pro
t 2> p. Odtud vyplyva, Ze Zadné dva body prostoru R nejsou

0-0ddslené.

%) P. Urysohn, Uber die Michtigkeit der zusammenhangenden Mengen,
Math. Ann. 94 (1925), 268.
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Prostor R nesplituje Hausdorffiv axiom (C). Musime tedy pro-
vésti modifikaci topologie u. Postupujeme podobné jako v &asti I.
Definujeme okolf O*(z, y) fadu n a za definujici v-okoli bodu (z, y)
prohlisime mnoZinu

V(z) = U0z, y).
1

" Tato topologie je Hausdorffova. Necht jsou dany dva rézné
body (a, b) =+ (¢, d). Dokazme, Ze jsou O-oddélené.
Existuji indexy k, ! tak, Ze a € T, ¢ € T;. Necht p > I. Necht

V(a,b) = GO"(a, b) je definujicf v-okoli bodu (a, b), pfi éem% necht
1
okolf OY(a, b) je p-té okoli bodu (a, b) a dile necht
Or+i(a, b) = O™a, b)u U Oy(z, y),

(Z,!I)ED"
kde D, = O%a, ) — O*(a, b) pro n =1, 2, ..., neobsahuje bod
(¢, d). Mnozina °
A = V(a, b)u U(t;, y)
»

je uzaviena v topologii v. Stadi dokazati, Zze je ud C 4, nebot modi-
fikovand topologie v zfejm& zachovivd wu-uzaviend mnoziny
y-uzavienymi.
Necht tedy prostda bodovéa posloupnost konverguje v mnoziné
A. Podle definice konvergence ma budto nekoneéné mnoho bodit
posloupnosti prvou soufadnici « € T, pfi pevném indexu ¢; pak po-
sloupnost konverguje k bodu (¢, ¥), jenz je roven bodu (@, b) nebo
je ¢ = p; v obou piipadech limita (¢, y) ¢ A. Nebo skoro viechny
body posloupnosti maji druhou soufadnici f(z, y) stejnou a naleZeji
- do okolf Oy(z, y) C O™+(a, b) C 4; jeji limitou je bod (z, y) € Opy(z, y),
jenZ néleZi do mnoziny 4.
Bod (¢, d) ndlezi do oteviené mnoziny B — A. Vskutku, ani

okoli V(a, b) neobsahuje bod (c,d) ani mnoZina G(t,-, y), nebot
»

p>1. Body (a,b), (c,d) jsou oddéleny otevienymi mnoZinami
V@, b)n(R — 4)=0. o
Zédné dva body prostoru R nejsou v topologii » O-oddélens,
nebot do uzavéru kaidého okoli » O(z, y) a tim spiSe do uzavéru
“kazdého okoli v V(z, y) naleZeji skoro v8ecky body mnoZiny J.
Piitom mé prostor R libovolnou nekoneénou mohutnost rovnou
mohutnosti abstraktni mnoZiny 7'.

Jelikoz v R neexistuje dvojice O-oddslenych bodd, je kazda
spojité redlnd funkce definované na prostoru R konstantn{.®) Odtud
vyplyva, %e prostor R je souvisly.

) Viz P. Urysohn, loc. cit., str. 291, 292.



Construction d’espaces dont les points O-resp. ﬁ-sépambles
sont donnés d’avance.

(Extrait de Particle précédent.)

I. Dans le présent article je me propose de construire des espa-
ces T, dont les couples de points O-séparables c. . d. points avec
les entourages disjoints sont donnés d’avance (probléme de M. Cech).
Soit donné un ensemble abstrait M de la puissance m. A tout point 2
associons un sousensemble @(z) contenant le point x. Désignons
par 7 une topologie telle que I’ensemble ¢(x) est égal a la partie
commune de la fermeture de tous les entourages de z. La condition

si « e p(y), alors y € p(x) (1)
est nécessaire mais pas suffisante pour I’existence de la topologie 7.
Par contre, la topologie 7 existe, si la condition (1) est valable et
g’il existe un sousensemble infini N de la puissance m tel que
znonegp(y) pour zeN, ye N, x = y et-que la puissance de la
partie commune N n ¢(x) est < m pour tout point z.
I1 en résulte: La topologie t existe, si la condition (1) est va-
lable et si la puissance de tout ensemble p(x) est < mou <m’ < m,
m étant régulier dans le premier cas et irrégulier dans le second.

II. Dans cet article on donne la construction d’un espace 7', de
puissance arbitraire indénombrable, dans lequel il n’y a pas d’en-

sembles ouverts avec fermetures disjointes (deux points O-sépa-
rables). C’est la solution du probléme d’Alexandroff et Urysohn.
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