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0 trojuhelnicich vzajemné vepsanych a opsanych.

Napsal

A. Strnad, professor v Hradci Kralové.

Trojdhelnik jest danému trojihelniku vepsdn, lezi-1i vrcholy
jeho ve strandch tohoto; opsdn pak, prochdzeji-li strany jeho
vrcholy tohoto. Predpoklddejme A abe (viz obr. 7.) a ve strandch
jeho body a‘, b, ¢’ uréené poméry délicimi

{ ’ 4
. %za'r %zﬂs%-—-?” ®
z nichZ kaZdy sluSi za zdporny poklddati, jest-li p¥islusny bod
délici umistén mezi vrcholy trojihelnfka; za kladny pak, jest-li
na prodlouZeni strany jeho. Body a’,?,¢’ jsou vrcholy troj-
uhelnika nového, piivodnimu vepsaného. Obsah jeho O’ jest
8 obsahem O trojihelnika daného v jednoduché souvislosti vy-
jadiené vzorcem
o __ affy —1
0T @—Df—DE—1’ @)
ktery jsme v VI. roéniku tohoto cCasopisu (str. 269 a ndsl.),
odvodili. Shovivavé ¢tendistvo listd téchto snad ndm nezazli,
kdyz k predmétu tomu znova se vracime, chtéjice v ¢lanku
tomto FeSiti tlohu obdobnou, jednoduchou sice a téZz zacitec-
nikdm p¥fstupnou, v3ak v mnohé pii¢iné pouénou i zajimavou.

I. Piimky aa’, bb’, cc’ omezuji trojihelnik a”b”c”, plivod-
nfmu opsany. UloZme si obsah jeho O” jakoito tikon obsahu
O a pomérd e, @, y vyjadiiti.

Nechaf jest hodnota téchto poméri a tudiZ i poloha bodi
délicich ve stranidch daného trojihelnika jakakoliv, vidy jest

. O=0"4+T,+4T,+ T, ®3)
znamena-li

T, = A abe”, T, = A bea”, T, = A\ cab”.
Vsak tieba piitom Setfiti znaménka ploch, o némz v kazdém
ptipadu dle nivodu Mobiova snadné rozhodneme.*) 5
Mysleme si totiz obvod rovinného obrazce vytvofeny koncem
priivodice proménné velikosti, kterj se v roviné kolem libovol-
ného viak stalého bodu otiéi, Déje-li se toto otdCeni ve sméru

*) Viz: Mobius, Barycentrischer Calcul, §. 17. aneb: Cremona, Elemente
des graphischen Calculs, iibs. von Curtze, §. 12.
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kladném, pokladime téZ plochu onoho obrazce za kladnou,
jinak za zdpornou. Abychom obsahy T, T,, 7, ustanovili,
uvazme, Ze
A\ abb!: A abe =b'a: ca
a, Ze z poloiky cv’:al’ = f plyne
e —abll  ca
—ay —ba— 1—8. C)
Nisledovné jest
0]
P —
A abb = T—5 )
Trojtihelnik tento vSak rozpadd se ve dva, jichZ pomér sta-
noven rovnici
Aabe’ lab.ac”. sin(baa’) _ ab  sin(caa’)
— Aabc” — lab.ac”.sin(caa’) — ab’ " sin(baa’)’
pomér posledni pak 1ze nahraditi jinfm, pomnfme-li, Ze
" — ba' _ A aba’ __ Lab.aad.sin(baa’)

e~ Aaca’ — Lca.ad . sin(caa’)
a proto
sin(caa’) __ab:ca
sin(baa’) — @
Obdrifme tedy déle, zdroven rovmice (4) uZivajice
Aabe”  ab abica __a.ca

—AdT b e a1,
odkud nésleduje:
Aabe  _ a(@—1)
Aabe" — Aabe”  a(B—1)41°
Ponévadz viak
A abe” — A ab'c” = A abe” 4 A ac’b' = /\ abb’,
bude tudfz

Adbet = 2C—D_ A gy

eff —a-t1
¢ili dle ptedpokladaného oznacen{ a vzorce (5)
a0
hi=— of—eat1’
dle obdoby jest pak také
po
T,=

T Br—B+1
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y0
ye —y—+1° ©
Tim vedeni jsme, k rovnici (3) hledice, k vysledku Za-
danému
o

oy — B 4
o =01+ Gt T Tl
ktery po seCteni zlomkd na pravé strané téz takto psdti lze:
o _ (efy - 1)* @
O " (@f—at+1)By—B+Da—y+1)°
II. Nebude snad zcela nezajimavo, podrobime-li tento vzorec
podrobnéjiimu rozboru, pozorujice nékteré piipady zvlastni, které
v ném jsou obsaZeny.
1. Jest-li

T, =—

efy +1=0, )
jest téz 0” =0, t. j. trojuhelnik «”¢” piejde v jediny bod,
piimkim aa’, bV’, c¢’ spolecny. Odtud jde véta:

»Jsou-li ve strandch trojihelnika abc ddny t¥ body o', V', ¢
tak, Ze

ac’ ba’ cb’ __
B e el
protinaji se piicky aa’, b, cc’ v jediném bodu.

PonévadZ vSak rovmice (8) obsahuje nejen dostatecnou,
ale i nutnou podminku, aby bylo O” =0, plati véta vyslovens
téZ obricené, totiz:

Prochdzeji-li vrcholy trojithelnika abe t¥i pricky, kteréZ se
vespolek v jediném bodu a protéjsi strany v bodech a'b’¢’ proti-
naji, jest

ac ba’ cb' __
, Be'catabt T

Tuto poucku dokézal statickou tvahou italsky geometr J.
Ceva.*) K ni druzi se obdobnd véta ze vzorce (2) plynouci:
Jsou-lt ve strandch trojithelnika abc ddny ti% body a‘b’c’ tak, Ze

ac’ ba’ cb’

b0 e b — T 1

—1.

lezi body a'b'c’ v piFimce.

*) Ve spise: De lineis rectis se invicem secantibus (Mildn, 1678).
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Obrdcené znéni jeji nazjvd se poutkou Menelaovou=)s

Protind-li pFimka strany trojiuhelnika abc v bodech a'b’c’, jest
ac’ ba’ cb’
b—c’ . cT“I . 657 — + 1 .

2. Kdykoliv nékterj z ¢initeld v jmenovateli vyrazu (7)
se rovnd nulle, jest O —=o0. I tento vysledek si snadné geo-
metricky vysvétlime. Jest-li ku pf.

of —e+41=0, )

¢ili

jest pak
cb’ __ba'—ca’ _ bc _ b
ab' ™ " ba’ T ba' T a'b’
coz ziejmé rovnobéZnost priéek aa’, bY znamend. Vrchol ¢/
trojuhelnika uvaZovaného jest pak v nekoneénu a tudiZ i obsah
trojihelnika jest nekone¢ny. Dle toho téZ ziejmo, co znalf
kazdd z podminek
By—B-+1=0,
ye—y—+1=0. (10)
Kdyby obé soucasné pravymi byly, jest dle prvni z nich
bb’ ||ce’ a dle druhé cc’ || aa’, procez i aa’ || bb". Musela by tedy
zéroveh obstati podminka (9), o ¢emZ i zpisobem algebraickym
se presvédciti mozno. Vylouéime-li totiZ z rovnice (10) veli¢inu
9, obdriime
ﬁ ] 1_ﬁ —
«—1, 1 =9
¢ili, jak tvrzeno,
- of —a-+|+1=0.
Poviimnéme si pak je$té toho, Ze p-nisobnd rovnice (9)
pti¢tena ke druhé z rovnic (10) ddvéd podminku (8)
afy +1=0, ' .
z ¢ehoZ soudime, Ze tii rovnobéiné ptimky aa’, d¥’, cc’ slusi po-
jimati jakoZto pfimky majic{ spoleény bod jeding, oviem ne-
koneéné vzddleny. —

*) Menelaus z Alexandrie Zil ku konci I stol. po Kr.
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3. Pfihlednéme k nékterym zvlastnim hodnotim pomérd
e B, v

a) Vzhledem ku dvéma bodim zdkladnim p¥islusi bodu
tietimu pomér délici rovny — 1, kdyZ tento pili vzddlenost
onéch. Rozpidlime-li tedy vSechny tfi strany trojihelnika, jest
nim klisti a=f=py=—1, i obdriime pak 0” =0, ¢imz
vysloveno, Ze pticky spojujici sttedy stran trojihelnika s pro-
téj8fmi vrcholy v jediném bodu se protinaji.

b) Nekoneéné vzdileny bod pfimky mi ku dvéma jinym
bodim téZe pifmky pomér délici hodnoty - 1. Jest-li ku pi.
y =1, jest ¢/ bodem wbéZnym a proto cc’ || ad, dile pak jest

0O " ea(ef—ea+t1)"
Kdyby také bylo g =1, t. j. b¥’ || ac, bude
0" _(a+1)?
. 0~ e (12)

a konetné i pro ¢« =1 bude 0”7 =40. Geometricky vyznam
jest tu ziejmy, totiZ: pifmky jdoueci vrcholy trojihelnfka rovno-
béZné k protéjSim stranim, omezujf trojihelnik c¢tyrnasobné
velikosti pivodniho.

¢) Nékolik jen slov dostaéi o vyznamu hodnot O a oo.
Jest totiz délicf pomér bodu roven nulle, sjednocuje-li se bod
tento s prvnim bodem zdkladnfm, mé pak hodnotu nekonecnou,
splyne-li bod s druhjym bodem zékladnfm. Nebof, aby ku pf.
y =0, jest tfeba a stacf, kdyz ac’ =0, kdezto b¢’ =0 mé za
nisledek y = o0. Pro a ==y =0, jakoZ ipro e ==y =
prijdeme k vysledku, {{teryz' jest sdm sebou patrny, totiz O”= 0,

4. BudiZ kone¢éné ¢ = f = y; pak jest

0 _ (@4 (el a9
0O " (e*—ea+1)P¢ " a*—af1°

Odtud pro ¢ =—1, 41, 0, o plynou vysledky jiz z ho-
fejstho zndmé. PoloZivie pak « =2, obdriime O’ =30, a
vedeni jsme tfm k vété: Prodlouifme-li kadou stranu troj-
thelnfka tymZ smérem o jeji délku, omezujf piimky, spojujici
obdrzené tak body koncové s protéjSimi vrcholy, trojihelnik
trojndsobné velikosti plvodnfho. — Zajisté by pozorhy ctendr
bez obtfz{ dovedl tuto poucku zobecniti pro pfipad, kdybychom
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strany trojihelnika tymZ smérem o jich n-ndsobnou délku pro-
dlouzili.

III. Roztesivie a rozboru podrobivie dlohu danou, jiZ sdm
slavny geometr J. Steiner*) odporouci, zabyvejme se ji jesté
ddle, majice na zieteli trojihelniky vepsané i opsané, kteréz
v druhé tadé s pivodnfm souvisi.

1. Vytkneme-li totiZ, A\ abe predpoklddajice, v strandch
jeho body a’, ¥, ¢ dle poméri «, B, p, stanovi kaZdd ze stran
trojihelnika a’d’¢’ v protéjsi strané trojihelnika abe bod novy.
Tak piimka '’ seCe stranu ab v bodu ¢,’, b’¢’ stranu be v bodu
a,’ a ¢’ stranu ca v bodu b,’. (Viz obr. 7.) Poméry délici

gg‘:?:?’u I;Z—:;Zala %11—,:!311 (14)
1ze jednoduSe vyjddriti pomoci plivodnich. Nebot jest dle véty
Menelaovy pro body a’d’c,” v piimce obsaZené efy, —1 a ob-
dobné jest fye, =1, yef, = 1. Body a,"b,’c,” jsou vrcholy
druhého trojihelnika danému vepsaného; nazveme-li obsah jeho
0,’, nabudeme dle vzorce (2)

QL’ — By, —1
O " (qg—1B—1DE—1)
a dle rovnic poslednich
01/ 052[3272 —1
=L = . 15
0 = @=1B—Dea—D (12)

Spojme jesté kazdy z bodd a,’db,e¢,” s protéjSim vrcholem
trojihelnika abe. P¥imky spojovaci omezuji trojihelnik a,”b,"c,”
opsany pivodnimu; obsah jeho O,” stanovi se vzorcem (7)
a sice jest

0, _ (Byry +1)*

O ~ (B —o+1)By—Bi+1) e, —r,+ 1)’
¢ili po dosazeni hodnot a snadném upraveni
O‘H _ (azﬁ2y2 + 1)2
0 ~“@hr—apF1)Bre—pr+ 1 e —rat1)

2. Podobné pokracujme, od trojihelnika a”b”¢” vychdzejice.
Piimky, vrcholy jeho s protéjSimi trojihelnika abc spojujici,
urcuji ve strandch tohoto dalsi body, totiZz pfimka cc” ve strané

(16)

*) Crelle, Journal fiir Mathematik, III. str. 201.
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ab bod ¢,’, aa” ve strané bc bod a,” a konetné bb” ve strané
ca bod b,’. Také délici poméry téchto bodd, totiZz hodnoty

C. ’

Zc: =, 'c’—;%zaz, ff;, 8, (17)
nmme, jsou-li e, B, y dany. Nebot, jelikoz pFicky aa’, bb’, cc,’
tymZz bodem ¢” prochdzeji, plati o nich véta Cevova a Jest
tudiz efy, = —1, a dle obdoby také fye, = — 1, yaf, =—
Znajice pak tyto hodnoty, obratme se opét ku vzorci (2),
abychom dle ného obsah O,’ vepsaného trojuhelnika a,’d,’c,’
ustanovili. Bude tu

&: — %y, — 1

0 —(“2_1)(’32—1)(?’2_1)

a po ndhradé veli¢in a,, B, 7, pﬁvodmmi
0 ’ 2ﬂ2 (18)
T @FDEFD (7“ +1°
Koneéné téz pricky aa,’, bb,’, cc,’ na nichz vrcholy troj-
tihelnika a”0”¢” leZi, omezuj{ novy opsany trojihelnik a,”d,”c,”;
obsah jeho O,” din jest rovnici (7)
%’_ — (23857, +1)°
O T (fy —ay+1) (Bery — B+ 1) (P2, — v, +1)°
ktera zavedenim hodnot «, 8, y v tuto se pretvoii:
O ” (a2ﬂ2? — 1)2
0 =~ @By +ap 1) (B« + By +1) "aB + ya 1 1)
AniZ bychom vzorce takto vyvinuté Sffe rozbirali, dokli-
ddme toliko, Ze v obrazci zndzoriujicim (obr. 7.) jest « =§
=y=—2 a proto

(19)

0O =10, 0" =10,
0/ = 3 0, 0,"=4%;0,
0y =430, 02” =3 O'

v 2

zajimavd a nikoli ndhodnd okolnost, Ze piimky ad’, b’c, ’cz,
pak piimky ¥, ¢’a’, c,’a,’, jakoZ i pfimky cc’, a’b', a,'d,’ po
trech v jednom bodu se protinaji. Ktery as toho dikaz?

IV. Ulohy reSené vedly nds k poznini dvou zdkladnich
vét nauky o prfckdch trojihelnikovych, totiz véty Menelaovy
a véty Cevovy. V dal§f ivaze poznime, Ze odtud pfirozené
plynou i poucky, harmonickych vlastnost{ trojihelnika se tykajfc.
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1. Budtez nejprvé body a«’, &', ¢’ ve strandch trojihelnika
abe tak umistény, Ze jest
afy —1 =0,
t. j. tyto tii body budte poloZeny v uréité ptimce P (viz obr. 8.).
Body, které jsme prvé a,’, b,’, ¢, znamenali, splynou tu s body
a, ¥, ¢ a jest pak tedy nejen O’ =0, ale téz O,/ =0. Ne
tak 07, 0,”, O,'; nebot Citatelé zlomkd, hodnoty téchto ploch
vyjadfujicich, pfi podmince ptedpoklidané v nullu nepicjdou
JelikoZz pak body «,”, b,”, ¢,” s body a”, b”, ¢” se sjednoti,
bude téz O,” = 0”, jak se o tom i vipoctem piesvédCiti mozno.
Jestif, jak pro efy =1 ze vzorch (7) a (16) vyplyva,
" — " — 40 —_
v=0 ~ et B4y + aeffytra—af’— fyt—yat—2 (20)
Hledme vsak déle k bodim a,’, by, ¢,’ a k jich délicim
pomérim. Z rovnic
afy =1, efy, = —1,
Bre, =—1, oy =—1,
obdrzime délenim

« __B __7v __
ey~ fr " ¥z L 1)

Dva takové body v pfimce, jichZ poméry k dvéma bodiim
zdkladnim se toliko znaménkem 1i8f, ¢ili jichZ dvojpomér rovnd
se — 1, slovou vzhledem k témto body harmonickymse Cili har-
monicky sdruZenymz. V pi{padu naSem jest tudiz

¢, bod harmonicky s ¢’ vzhledem k bodim e, b,

az’ » ” ” a’ ” ” n ba ci

b2’ ” ” ” b’ ” »n ” c) a.

Spojime-li tyto body vespolek, vznikne A a,’d,’c,’ = O,’
o jehoZ velikosti plati rovnice z (18) odvozend

0 = 20

' T et Bty tef 4 prtret-2°

I poloha tohoto trojihelnika jest vjznaénd. Body o', b,’,
¢,’ maji ve strandch trojihelnfka abc délici poméry e, 8,, 75,
o nichZ plat{ podminka «f,y, =1, tomu nasvédCujici, Ze body
ty v jediné leZ{ p¥mce; totéZ mozno Yici o bodech ¥, ¢;’, a,’
i bodech ¢, a,’, b,’.

Spojfme-li v8ak body o’,, b, ¢, s protéjsimi vrcholy
trojihelnika abe, omezuji pi{mky spojovaci plechu O,”, kterd

(22)



128

se pii hofejif podmince dle vzorce (19) rovni nulle; t. j. tyto
ptimky sbihaji se v urcitém jediném bodu p, jak i rovnice
o, 0,7, = —1 potvrzuje. K cemu jsme tvahami témito do-
speli, 1ze nyni v jedno shrnouti a ndsledujici trojvétou vy-
sloviti:

Protneme-li strany trojiuhelnika p#imkou a sestrojime-li
v kaZdé strané s prisedikem obdrZemym bod vzhledem k vrcholim
harmonickyj, tedy

a) kaZdy tento prisedik a body harmonické k druhym dvéma
praseéikam ezt v jedné primce;

b) primky, spojujici s protéjsimi vrcholy dva prisetiky a
bod k tretimu harmonicky, protinaji se v jediném bodu;

¢) p¥imky, spojujici s protéjsimi vrcholy body k prasedikim
harmonické, protinaji se v jediném bodw.

K zndzornéni poucky této nechaf ptispéje obr. 8., v némz
jest e=—1, f=—3, y =1 a proto

0'=0/"=40, 0/=o.

2. Jeden jeSté ptipad zbyvd nidm prozkoumati, aby vyse-
tfovani naSe bylo doplnéno a ukonceno. Jest to pfipad s pie-
deslym obdobny a vyznaCeny podminkou

oy +1=0.

Body o, ¥, ¢ maji pak tu zvldstni polohu, Ze pticky
ad’, b, c¢’ maji spoleény jediny bod p. (Viz obr. 9.). V bod
tento pieSel nejen A a”b”¢”, ale i A a,”b,”¢,”, tak Ze jest
0"=0,"=0.

Pozorujme déle body a,’, b, c,’; tyto sjednocuji se s a’,
b, ¢, tvorice vrcholy trojihelnika, jehoZ obsah jest
' —20
e+pf+y—of—pfy—ya—2"

Co se pak tyce bodd a,’ b’ ¢’ v nichZz se pifslusné
strany trojihelnikii abe, a‘b‘c’ protinaji, plati o pomérech jich
rovnice

0=0,=

(23)

ofy =—1, afy,=-41,
Brey =+1, yef, =41,

z nichZ néasleduje
—P_7__, 24)
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Jest tedy
¢, bod harmonicky s ¢/ vzhledem k bodim a, b,
al’ n n bl al ” » ” b’ c1
bll n ” ” bl ” ” ” Cy a;

a ponévadZ mimo to e,f,p, = -} 1, jsou tyto tii body poloZeny
v jedné piimce P. To dotvrzuje téZi vzorce (15), z néhoz pro
affy = — 1 plyne 0, =0.

Pi{mky aa,’, bb,’, cc,’jsou stranami trojihelnfka opsaného
a,byc,”, jehoZz velikost ddna jest vzorcem odvozenym ze (16)
uzitim predpoklddané podminky

o — —40 .

R T iy s T A
o zvldstni jeho poloze pak poucuji nds rovnice z hofejsich pod-
minek vyplyvajici: e« 8,y =87« =y, =-+1 a tomu na-
svédéujici, Ze piimky aa,’, bb,’, cc,’, dile bd,’, cc,’, aa,’ a
konecné cc,’, aa,’, bb,’ po tftech vidy v jediném bodu se shi-
haji. Struénym vyrazem viech téchto vlastnosti jest pak ni-
sledujfci trojvéta, obdobnd s onou, kterou jsme v odstavci pie-
deslém vyvodili:

Vedeme-li vrcholy trojihelnika tii pricky, které se vespolek
v jediném bodu a protéjsi strany ve trech bodech protinaji, a
sestrojime-li v kaZdé strané bod vzhledem k vrcholdm s obdrZenym
prisedikem harmonicky, tedy

a) kazdé dva prasetiky a bod s tretim prisedikem harmo-
nicky leZi v jedné primce;

b) primky, spojujict s protéjsimi vrcholy kterykoli prisedik
a body k ostatnim dvéma priaseéikdm harmonické, protinaji se
v jednom bodu ;

¢) body k prasetikim harmonické lei v jedné piimce.

Obrazec 9., v kterém jest e = —3, f=—2, p=—}
a tudiz

0=0,,=10, 0,“=20,
poskytuje zndzornéni véty vyslovené. —

Kdo se vyznd i jen v poldtcich geometrie polohy, mohl
by ovSem z tvah téchto odvoditi mnohé jiné jesté vztahy, ze-
mena o bodech a paprscich harm onickych, o homologii vzniklych
trojihelnikd atd. To vSak nebylo tcelem Ffadkd téchto; ne-

' 9
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mélyt ony byti ni¢im jinym, neZ cvienim o vzdjemném upo-
trebeni algebry i geometrie, a vySetiovdnim o souvislosti mezi
velikosti a polohou.

0 carach a plochach drubého stupns.

Podédvd .
1. S. Vanédek, professor v Jiciné.

1. Cary a plochy druhého stupné moino vytvo¥iti nékoli-
kerym spisobem. Uvddime zde nékterd vytvofovani pomoci
trojihelnikd a ¢tyfstént. Poucky zde uvedené jsou z ¢asti nové,
z Casti pak znimé.

2. Jest ddna kuZelosecka a uvnitt této nalézaji se dva
pevné body a, b. Spojime-li kterykoliv bod v kuZelosecky s bodem
a pifmou carou, protind tato kuZeloseCku v druhém bodu m
a druhi ptima vdb v bodu n. Probiha-li bod v kuZelosecku,
obaluje tétiva mn novou kuZeloseCku, kteri se dotykd prvni
v bodech @, y, ve kterych ji protind p¥imd abd.

Vlastnost tuto miZeme podati dudlné:

Pohybuje-li se trojihelnik
vepsany do kuZeloselky tak,
Ze se jeho dvé strany toci kolem
dvou uvnitt kuZelosecky leZi-
cich bodd, a jejich priseény
bod probihd danou kuZzelosecku,
pak obaluje tfet{ strana novou

Trojihelnik opsany kuZelo-
seCce pohybuje se tak, Ze jeho
dva vrcholy probihaji dvé piimé
cary, které danou kuZelosecku
neprotfnaji; treti vrchol opisuje

. novou kuZelosecku, kterd se

dané dotykd dvojnasobné.

kuZelosecku, jez se dotykd prvnf
dvojnédsobné.

3. Vytknéme na kuZelosecce dva body a, b, jeZ jsou vrcholy
trojuhelniku; jeho tietf vrchol v nalézd se na libovolné p¥imce
P, ktera protind kuZelosecku ve dvou (redlnych neb pomyslnych)
bodech , y. Strana av protind kuZelosecku v bodu m a strana
bv v bodu n. Probfhd-li vrchol v pi{mou ¢iru P, pak obaluje
tétiva mn novou kuZeloseCku, kterd se dotykd dané kuZeloseCky
v bodech , y.

MiZeme tudiz ¥fci:
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