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Prispévek k déjinam veli¢in soujemnych.
Napsal
prof. Dr. F. J. Studniéka.

Co jest cislo? Kratkd to zajisté otdzka; a prec dlouho se
mnohy rozmysli, nezli da odpovéd. CoZ divu, Ze otdzka, co jest
¢islo soujemné, jesté vétsi splsobuje nesndze chtéjicim k nf
jasné odpovéditi.

JakoZ zndmo, dosdhla tak zvand cCisla negativni teprva
pticinénim Harriotovym (1631) domovského prava v arithmetice,
kdezto ¢isla soujemnd dosud se ho domdhaji v kruzfch SirSich,
al od pocitku stoleti tohoto jiZ ho poZivaji v uz§fm kruhu
vyhradné mathematickém. DPri¢ina této nepopuldrnosti velicin
tmagindrnich, kterdZ ve spojeni s Céfsly redlnjymi predstavujf
Gaussem tak zvané veliiny soujemné ¢ili komplexni, véz{ za-
jisté jen v jich pivodu ryze theoretickém, takZe kazdy vyklad
k objasnénf{ tohoto plvodu se tdhnouci velmi dobfe slouzi
k obecnéjSfmu jich uzndni,

Ackoli by nebylo nezajimavym vypsdni déjin pojmu mathe-
matické imagindrnosti, kterouz Cardano (1545) nazyvd sofi-
stickou *) a Wallis poprvé (1673) pojimé geometricky, musime
se mu pfedc na tomto misté vyhnouti, a majice na zfeteli jen
objasnéni jednoho druhu, pfimo k tomuto se obratiti. Jednit
se nam tu jen o vySetfen{ poméru jeho k algebraickym kon-
gruencim, majicim za modul vyraz z®-1, pomér to, kteryZ
Cauchy (1847) vytknul **) a nejnovéji Teixeira (1883) blize

*) Pravit pii feSeni rovnic kvadratickych a? - b=2ax: ,Si detracti.o
ipsa a? — b fieri nequit, quaestio ipsa est falsa, nec esse potest, quod
proponitur* a jest mu na pt. 5 4- V' —15 ,solutio vere sophistica,
ba fefeni —1—V —1 ,omnino falsum !

**) Ve svém shorafku ,Exercices d’analyse et de phys. mathém.“ T.IV.
pag. 87, kdeZ umfsténo jest jeho pojedndnf ,Mém. sur la théorie des
équivalences algébriques, substituée & la théorie des imaginaires.“
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jesté odivodnil, *) jakoZz v ndsledujicich ¥adcich jest vy-
loZeno.

L

Jako sluji dvé éisla a, b shodnymi Cili kongruentnimi, po-
skytuji-li, délena byvSe Cislem ¢, tyZe zbytek p, takZe bychom
je nazjvati mohli éfsly stejnozbytkovyms, podobné moZnd jmeno-
vati dva polynomy

9@ =0, + ozt ast...Faam, ()
¥ () =b, + b2 4 byx® 4. .. 4 baan, 2
shodnymi, objevi-li se u obou tyZe zbytek, délime-li je poly-
nomem
1 (@) =c 4 o,z + @ . . - et 3)
kdez plati o nejvySSich mocnitelich podminka
m>k n>k
Vyjddiime-li tuto vlastnost ¢isel podlé Gausse symbolem
a = b (mod c),
kdeZz délitel ¢ tedy jmenuje se modulem C¢ili mirou Cisel a, b,
aneb uZijeme-li oznaceni

a b
z2(%)=2(3),
kdeZ ¢tenou Z znaéi se zbytek, povstavajici pii déleni Cisla a

nebo b éislem e, predstavujeme si, Ze plati *¥)
a=kety r<ec

=lc+7,
znaci-li & a ! Cisla celistvid; a podobné miZeme tedy psiti bud
. 9@ =9 (), [mody ()] 4
anebo spisobem druhym
720 _ 70 (@
46)) 2 ()

¢imz oznacena jest algebraickd tato shoda stejnym splsobem

vvvvv

jako predchizejici shoda arithmetickd. Aby konetné jesté pii-
padnéji oznacil tuto vlastnost, uZivd Cauchy misto &drek =,

*) V pojednéni laskavé mi zaslaném ,Sur la théoris des imaginaires.“
Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles 7¢ année, pag. 417.

**) Viz Studnicka ,Zékladové nauky o Cislech® pag. 60. a pag. 131,
kdez se daldf vyklady shleddvaji.
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znacicich téz totoZnost neb identiénost dvou vyrazii, znaku =
a misto mnohoznacného slova modul zndméjSiho vyrazu délitel
¢ili divisor, takie piSe
9@ =v (@), [divy@), 5)
coz pak jmenuje algebraickou ekvivalenci Cili rovnomérnosts,
Z tohoto vyméru plyne pak, Ze pii stejném déliteli g (x)
plati

Zp@=I0@, (b @) ©
Hp@=Mp@), V)

vyhovuji-li tyto funkce podmince
¢k(w)"='¢k (.’L'), (k-_—la 21 31"'$ n);
a ze vzorce (7) plyne konecné pro
P () = @ (2),
Vi (2) = ¢ (@),
jelikoZz pak souéin prejde v mocninu,
[p(@I=[¢ @], [divy(@)]. )
Ponévadz ze vzorce (5) se pozndvd, Ze rozdil obou funkei
P @) —¢ @) =f(x)
jest délitelny vyrazem g (x), takie
2@ —¥ (@) _
0] '
miZeme rozdil tuto se vyskytujfci slouciti v jediny polynom
podlé mocnin veliiny « spofddany, naceZ obdrifme misto (5)
jinou ekvivalenci algebraickou *), totiZ
f@®=0, [divy()] )
Ponévadz délitel tu jest podlé podminky (3) stupné k-tého,
mizZe byti zbytek nanejvy§ stupné (& — 1)ho, tedy miti tvar
Yot nzt vt 4. .ty
moznd tedy ekvivalenci (9) nahraditi podminkou
Yo T &+ 1&" 4, . AP @1 =0, (10)
z niZz plyne vSeobecné
=0, (h=01 1,2 ..., k_—l)a (11)

*) Ze zavedl Cauchy slovo ,ekvivalenci misto ykongruence, mé vedlé
davodu podstatného i vedlejsi ten, Ze adjektivum francouzské ,con-
gru“ nen{ tak pohodlné jako ,équivalent“,

4*
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jelikoz veliCina « jest libovolnou. Kdyby tedy délitel byl na pft.
rozméru druhého, bude levd strana vyrazu (10) linearni a pocet
podminek (11) zredukuje se na 2.

Majice okolnosti tyto na zieteli, zvolme za délitele

p@)=a"—1,
kteryzto binom zajisté obsaZen jest v binomu podobném
f@)=am—1,

kdeZ m zna¢i celistvé Cislo jaké koli; jesti€
mn ___ m—1

o —1 = X,

an—1 k=0

I bude tedy podlé vzorce (9)

g —1=0, [div(x® — 1)], (12)
coZ vyjadriti moznd téz ekvivalenci
a1, (13)
z niz plyne pouhym ndsobenim vieobecnéjsf
amntk = gk, (14)

Zavedeme-li pak do této ekvivalence, kde délitele vzorcem
(12) vytknutého sludi v duchu pripojiti, za & postupné
la 2a 33 AR 7"_‘1a
obdrzime fradu ekvivalenci
gl g
gmn+2 — mz,

(15)

wmn+n =1 g1 ,
z ¢ehoZ patrno, Ze v polynomu, obsahujicim ¢leny s mocninami
strany levé, kldsti moznd Cleny s mocninami strany pravé.
PonévadZ ze vzorce (14) téZ plyne
Annt-k xmntk Qnnt-k ac", (16)
miZeme pro polynom stupné (mn — 1)niho, totiZ
F@=ay+art...4 apyar?
+ an@t + a2t - gyt (1)
+ A2n an + A2n41 w2n~|—1 + cee + Agn—1 oin-1
—'I— .......... ¢ + Qn—1 gmn—1 ,
uzivajice pro cleny Fddku druhého, tietiho, ..., vzorce (16),
zjednati si ekvivalenci jednodussi '
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Fy=a,+ a2 ...+ apya"?
+ -ttt ... Fagaz?
~+ azn + aznpr+ oo Az @t

+ e o e e s s e +a,,m_1ac” 1,
anebo spordddme-li pravou stranu podle mocnin veli¢iny =,
F(x)t"'(a‘*‘“n +02n+ ]
+ (ay + anpa +azn+1—|—
+ (t - anyz +Gomgat- - } (diver—1). (19)

e
+ (an—1Fam—1 +aga—1 ..) 2 l

Z tohoto vysledku pozndvdme, majice na zfeteli vzorec
(10), zbytek prFi déleni funkce f(x) vytknutym délitelem po-
vstavajici.

Podobny obdrii se vysledek, jest-li ve zvldstnfm pifpadé

rt@=a"+1

PonévadZ tento binom obsaZen jest v podobném binomu

f@=am—(—1",
pokud jest m celistvé, a tedy pro liché m plati
am™—41=0, [div(z"-1)],

coz nahraditi moZnd vyrazem

i — 1,
obdrzime obdobu vzorce (14)
gt e — gk (19)

pro sudé m pak bude podobné
gt — 1= Oa [div (IL‘” + 1)]1
coz souhlas{ s ekvivalenci

a1,

z nfZ plyne vSeobecné
amntE e ok, (20)
V tomto pifpadé plati pro polynom (17), rozlisfme-li sudd
a lich4 multipla mocnitele n, tedy ¢leny majfci
mn’ w.'m’ .’L‘M, ve
kdez platf vzorec (19), a cleny

2n qn 6n
xh, g, x™, L.,

kdeZ plati vzorec (20), mfsto ekvivalence (18) jind a sice



54

F(‘L‘)E(ao — a4 ag — ..
+ (al — Qnp1 +a2n+1_ AN
+ (ty — g e ... @
4. ..
+ (an—l—a2n—1 +a3n—1—' o °) z"1 ,
Jako ze vzorce (18) se poznava zbytek, délenim polynomu

F (x) binomem az»—1 povstivajici, podobné obsahuje vzorec
(21) zbytek, je-li délitelem téhoZz polynomu x» - 1.

div (27 4 1). (21)

S S o S——

IL.

VyloZziv takto nékteré vScobeené vlastnosti, tykajici se
algebraickych ekvivalenci vibec a délitele «* + 1 zvlast, pre-
chdzi pak Cauchy ku pripadu jednoduchému, kdez

' n=2 x=t,
takZe délitelem jest ¢* -} 1, naceZ nazyvd ekvivalenci tuto rov-
nici #magindrné (équation imaginaire) a znakem =~ ji od ostat-
nich ekvivalenei rozliSuje.

Jak patrno, jest tu ¢ velicinou algebraickou jako bylo
difive 2, a jakoZ pozniame, chovd se tato veliina jako zndma
jednotka imaginarni, takZe klasti moZnd koneéné

i=V—1

Predevsim miize se dle dfivéjsich ekvivalenci psiti ptimo

i (— 1), [div (2 1)], (22)
kdeZ znac¢i m libovolné cislo celistvé; a z toho plyne pak
2 = (— )" g, [div (2 1)]. (23)

Dosadime-li pak do vzorce (22) za m Fadu cisel sudych,
obdrzime :
im— ], enti— 1, ¢mti=], ...
a vseobecné tedy
=1, [div (2* 4 1)] (24)
T — 11 » ) (25)
a podobné si zjedndme ze vzorce (23)
bl g, B g gintS )
a vSeobecné tedy
= g [div (22 + 1)] (26)
(S — g » . @7
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Majice tyto vzorce na zteteli, poloZme

F@) =ao+ayi+aitad+ait a5 (28)
i bude tedy o tomto polynomu podlé vzorce (21) miti platnost
ekvivalence, nevyjadti-li se tu ziejmé divisor zndmy,

fO=@,—a+a—a;+...) )
+ (@ —a;+a;—a, +.. )% (29)

Jest-li tedy ve zvlastnfm ptipadé

JG) = (a+ Bi) (v + 09),

obdriime se strany jedné

(@4 B0) (7 4 8) = ay + (ed 4 ) i - poc2,
se strany pak druhé podlé vzorce (29) rovnici

(e Bi) @ + 08) = ey — B0 ++ (@ -+ Bp) i (30)
uéinfme-li pak

y—a, 0—=—2§,
povstane ze vzorce (30) ekvivalence
(e - Bi) (&« — Bi) = a* |- B2 (31)

Zménime-1i pak ve vzorci (30) oznacCeni veli¢iny 8 a 0,

obdrzfme primo
(@—pi) (y — 08) = ap — B — (a0 +-Bp)é,  (32)

takZe povstane, zndsobime-li ekvivalenci (30) a (32) a uzijeme-li
vzorce (31), nova ekvivalence

(@ 4B (7 -+ 0%) = (ey — 0)* + (20 + Bp)?,
z nfZ plyne, jelikoZ neobsahuje veliciny ¢, stejnina znamd

(e %) (v* +- 0°) = (ay — B0)* +- («d +By)%  (33)
vyjadiujfci vlastnost ¢isel, Ze souéin dvou é&tvercit se dvéma
étverct predstavuje soudet dvou E&tvercd. *)

PonévadZ >~ znaéi stejnost zbytkd délenfm funkei 22 41
povstavajicich, poznivime, Ze moZnd >~ nahraditi znamenim —,
redukuji-li se oba cleny ekvivalence na vyraz linearni. Plati-li
tedy

f(@)=0 (34)

a znaci-li tu

*) Identiénost tuto vytkl jiz r. 1202 Fibonacci. Jest nejjednodussim
pfipadem vlastnosti, tykajicich se ¢fsel kvadratickych; dokazalt
Euler, ze 1é% soudin 22—=4 d&tvercl se 4 Ctverci predstavuje sondet
4 ¢&tvercli, kterouZto poucku pak rozsifil Brioschi na 23— 8 étverci,
Genocchi konetné na 2m Gtvercdi, takZe n&§ pifpad nastdvd, je-li
m=1,
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Z;{—_g_i)'l‘ =7 + ",

ptejde ekvivalence (34) v rovnici

Yo +7¢=0, (35)
z nfZ plyne, jelikoZ ¢ jest libovolné a tedy miZe i O znaditi,
Yo =0, (36)
nacez pro kteroukoli hodnotu velitiny ¢ ze vzorce (3D) jde
N =0.% @87

Jak patrno, souvis{ tu rovnice imagindrn{ (34) s dvéma
rovnicemi realnfmi (36) a (37) pifmo; t¥ebaf jen v pifsluSném
zbytku poloZiti ¢ast prvnf, ¢ neobsahujicf, =0 a rovnéZ i koéf-
ficient veli¢iny ¢ uciniti = 0.

AniZ bychom déle se zandSeli s upotfebenfm téchto vy-
sledkt v rozmanitych pifpadech konkretnfch, uvddime pouze,
Ze hlavni vyznam jeho zdleii ve vzorci (29), jakoZ na pt. se
poznavi z odvozeni zndmého vzorce

€® == cos x -}~ ¢ sin .
Znadf-li totiz ¢ ¢islo libovolné, plyne z relace
cox xt ) xd
6z:1+i—!+§—i+3—!+-..,
piseme-li tam ¢x misto «, naptred
o tx , i | 3B
“=ltqtgrtart
a z toho dle vzorce (29)

o x? | xt
e =l —gptg7—:)

. x? |z .

uzijeme-li koneéns zndmych fad pro sinx a cosw, bude

¢ >~ cos x| ¢ sin @ '
mfti se zietelem k déliteli ¢2~}- 1 v3eobecny vyznam algebraické
ekvivalence.

*) Kdyby ¢ znaéilo jednotku imaginérni, obdrielo by se z rovnice (35)
pifmo y, =0, y, =0.
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IIL.

Takto asi objasioval Cauchy pomér imaginarnosti k alge-
braickfym shoddm na str. 87 et seqq. 1V. svazku svyjch ,Exerc.
d’analyse®; na str. 157 vSak vyklddd v pojedndnf, zvaném
,Mémoire sur les quantités géometriques* zcela jednoduse, Ze
moznd téz s uzitkem — ,avec avantage“ — vyrazy imaginarni
nahraditi ,veli¢inami geometrickymz®, ¢fmZ se pry dosdhne nejen
jasnosti a presnosti, nybrZz vétS{ vSeobecnosti.

Maje na zfeteli své predchtidce v tomto véci pojimani,
jako byl na pt. Buée, Argand, Francais, Faure, Mourey, Vallds
a m. j., uvddi za ,vyrazy® imaginarni ,veliginy“ geometrické,
rozezndvaje takto ,expression imaginaire* a ,quantité géo-
metrique.* Ze timto spfisobem moZnd ,zndzorniti® éislo, jex
nazyvame soujemnym, a provésti jednoduché ikony pocetnf, jest
nyni vieobecné znimo;*) a Ze piisluSnd symbolika

l,=1, 1, =—1,
l’i =, 131:: —7,
2 2
velmi jednoduSe vyjadfuje Ctvero zakladnich jednotek geome-
trickych, taktéZ nenf vécf snadno nepochopitelnou, a¢ tfm pojem
vlastni s hlediska theoretického nenabyvd vSestranné jasnosti.

K tomuto vyznamu veli¢in geometrickych vraci se pak
Cauchy opétné, zejména na str. 213 et seqq. v pojednini, ma-
jicfm. ndzev ,La quantité géométrique ¢=1,, et sur la ré-

2
duction d’une quantité géométrique quelconque a la forme
z + yi,“ kdeZ zejména vykladd, Ze ,geometrické“ veliciny 7 a
— ¢ predstavuji ¢ili ,representuj{* kvadraticky kofen z — 1,
jelikoZ
P=(1 =l ,=—1.
(az) =

V nasledujicim pojedndnf, majicim ndzev ,Sur les avan-
tages que présent I'emploi des quantités géométriques dans la
trigonometrie rectiligne* uzivi pak s prospéchem identi¢nosti
zavedené

*) Porovnej, co ,0 ¢fslech soujemnych viibec a imaginarnich zvl4§t«
feleno jest v III. oddélenf mé ,Algebry pro vyssf ti{dy Skol stiednich.“
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1., =cosp *+isinp,
a vyvinuje celou fadu zndmych relaci goniometrickych, uZiva
dédle i zamilovanéko svého pocCtu zbytkového ,calcul des ré-
sidus* zvaného; avSak podstata imaginarnosti se tfm vSim
jasnéji neodiivodiiuje, byt i dochdzela osvétleni réiznostranného.
Opakujef se tu v rozlicnych splsobdch stile tyz zjev, ie
?P=—1.

A téhoZ stanoviska pridrZuje se i v ndsledujicich dvou po-
jednanich, vénovanych logarithmim a sice v prvnim ,Sur les
divers logarithmes d’une quantité géométrique®, kdez ptichdzi
ke vzorci

Lety)=lr,=1lr411,,
jakoZz i v pojednani ,Sur les puissances ou exponentielles dont
les exposants et les bases sont des quantités géométriques,”
kdez stavi své vzorce na logarithmy. Nové hledisko se tu ne-
jevi, a dal$i pojedndnf jen opakuji zdkladni ndzor jeho o véci
této; stile jest mu
z=r, =z} Yyt

veli¢inou ,geometrickou,“ majic{ za modul » a za argument p,
takze

x
p_arccot—+2 Vy 1._-_\/_?),
nebo
— . L/_ n
p= - ars sin < Z V.'EE)
anebo

o r T Yy x
p= a_ﬁarc cosec;——l— TS (1 — va?)
Kdybychom chtéli dalsi praci Cauchy-ho v oboru tomto
stopovati, bylo by nam prtejiti na padu obsahujici nauku
o funkeich s proménnymi soujemnymi vibec a o integralech
ptislusnych zvli§té. AvSak tkol ten do dzkého ramce naseho
nepatif, takie jen pozastavivie se u rozvli¢ného Grunerta pie-
jdeme konecné k mejnovéjsi publikaci na tomto poli, k Teixeiro-
vym kongruencim, zanjimajicim pivodni hledisko Cauchy-ho.
(Dokongent.)
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