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zv1a8té o problemu konstruktivmim, pii které prileZitosti jasné
na jevo vyjde, kterak nevédomé zaméiovini zdkladnich prvkd
riznych fad pojmovych sobé ptibuznych jest hlavni piic¢inou
nesrovnalosti, jez dosud se vyskytuji na poli geometrickém vibec
a v geometrit deskriptivni obzvlasté, —

(Pokracovéni.)

0 funkeich goniometrickych.

Studujicim piSe Otakar Jeiek, assistent na ¢. technice.

V analysi definuji se, jak zndmo, funkce sinz a cosz
fadami:
3 zs

5 2
smz._.z——g—! a—......-.

(o)

22 z‘l
coss=1—prt Jr— e

platnymi pro libovolné, tedy obecné soujemné z. V piipadu,
Ze z jest Cislo redlné, kladné nebo zdporné, dokazuje se pak
totoZnost funkei definovanych ¥adami («¢) s funkcemi gonio-
metrickymi téhoZ jmena.

Sledujfci dvahy vénovdny jsou analytické definici funkef
goniometrickych, v podstaté rizné od piedchizejici a poprve
vytknuté prof. L. Seidlem v Mnichové.*)

I. Za tim tcelem budiZ napied FeSena dloha: ,Stanovte
druhou odmocninu soujemného ¢isla A 4 B¢ pouhym odmocho-
vanfm.“**) Necht ¢islo vyhovujici dloze nasi jest tvaru: 4, -+ B, ¢,
pak plati rovnice

VAt Bi=4,+Bi )

*) Prof. L. Seidel piedndsel dne 9. listopadu 1867 v kr. akademii
véd v Mnichové: ,Ueber eine Darstellung des Kreisbogens, des Loga-
rithmus und des elliptischen Integrales erster Art durch unendliche
Produkte.* Predndska tato v zasedacich zpravich uvefejnéna neni;
uvahy zde podané Cerpany jsou ze spisu prof. R. Lipschitze: ,Grund-
lagen der Analysis.“ II. dil str. 75. a sledujicf.

**) Patrné lze tuto ulohu téz resiti formuli Moivre’ovou; splisobu toho
viak nemozno zde uZiti, jelikoZ funkce sin z a cos z za neznamé pied-
poklddédme. -
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aneb, coz totéZ jest:
A+ Bi= (4, + Byi). 1)
Provedeme-li v rovnici (1’) mocnéni a oddélime-li ¢4st
redlnou od Cisté imagindrné, obdrZime:
—B’=4 (2)
24,B, = B. @)
Opétnym povySenim téchto rovnic na druhou mocnost a
utvofenim jich souctu plyne:
A2+ B* = VA B, 3)
kterdito rovnice i co do znamenf spravna jest, jelikoZ po levé
strané soucet kladnych ¢éisel se vyskytuje.

ReSenfm rovnic (2) a (3) dle 4, a B, obdrifme:
A2 B2

4

b=+ | ZAEVELE,

Kdyz B=0, tu hodnoty 4, a B, nemohou, jak z rov-

nice (4) vysvxta, nikdy zmizeti, jelikoZ
VIF B> 4.

Prihlédneme-li konec¢né ku rovnici (2’), tu jest patrno, Ze
ve vysledku 4, 4 B,? nemohou se hodnoty plynouci z rovnic
(4), vzhledem ku znameni, libovolné kombinovati, ale Ze na-
opak volbou jednoho &fsla druhé svym znamenfm Wplné stano-
veno jest. Musfme tedy rozezndvati dva piipady.

1. Necht B> 0, tu obdrzime:

4, + B2

_+‘/A -'r VA2+ B? "v—A + \;m (5)
2. Necht B<O, pak jest vysledek: |
4, + Bt
_+VA+vm+m N EXEAZ N
II. BudiZ nyni modul soujemného ¢isla 4 4 Bt jednice, t. j.

A’ B*=1. (6)
Tim prejdou rovnice (5) a (5’) v nasledujici:




4, + Bi=+ iﬁu =4
znaci-li & znameni éisla B.
Supponujme dile, Ze
A=>=0, B>0, Y
volice z4rovel v rovnici (7) jen horni znameni, pak obdriime:

. 1+4,.1/1=—4
Al—]—B,z:v _; -l-zv 5 7
Z rovnic (3) a (7’) vysvitd ihned spravnost vyroki
4+ B*=1, 4,>0, B,>0. ®8)
Lze tedy postup vytknuty libovolné opakovati, ¢imZ vznikne
fada rovnic: .

4,4 pi=| 1A =4

a4y A 12 oy

A, L B ___V1 L ivl — A,
Pri tom jest (k—2)ni z téchto rovnic vysledkem feden{ dlohy :
vAk—l + ’I:Bk._l = A], + .Bkl'; )
¢isla Az a Bi jsou pak vidzdna relacemi: '
Akz—*— Bk2 = 1, Ak > 0, Bk > 0. (8')

Dokdzeme nyni snadno ndsledujici véty:

1. Posloupnost redlnyjch, kladnych &isel A, A,, 4,, ..., A, bli%
se pri stdle rostoucém n hodnoté jedna, kdez?tq Tada redlngjch éisel
B, B, B,, .., B, k nule konverguje, t. j. '

limd, =1, UmB,=0.

2. Vijraz 2n (1 — A,) blizt se pro stdle rostouci n hodnoté 0,

kdezto vjraz 2" B, soulasné uréité hodnoté se bli%, t. J
lim 27(1 — 4,) =0, lzm2"B —a.

Dikaz. Utvoiime-li oba podfly a ?f—, pak snadno do-
" N .

kiZeme spravnost nerovnosti

§>2Bl ~2B, > B. | 9)



90

Neb dle rovnice (6) jest

B_Vi—4®
AT A
.dle rovnice (7’)

V1 + A T1+F4
Jelikoz ale

Vi—&_ eVi—a

4 14
aneb zkratime-li
2 %k
bude také —> 2f ‘

Kdyz viak A =0, kteryzto pripad téZ ptipoustime, tu ne-
rovnost tato odpada.

Obdobné plati nerovnost

2B,
2, > 2B,

z diivodu, zZe dle rov. (8) 1 >4, >
Konecné jest dle rov. (7’)

2B, = 2v1 —4
dle rovnice (6)

B=VI—&= VI—4 VIF4,
a tedy 2B, > B. Tfm jest nerovnost (9) dokdzina.

Utvotfme-li nyni ze dvou za sebou jdoucich éfsel 4, 4- B,
A, + Byt ..., 4y 1} Boat, 4, Bat obdobné vyr

2B 2B, 2B,
2Bza 2331 . ’A =1, A

4, vzdy od nuly rizné Jest dal$i nerovnosti:

—1, 2B, , 2B, , tu plati, Jehkoz

*) Nerovnost tato plati z divodu, ze 1> A~>0 dle ().
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B 2B,

4, 4,
B, B

2B,
A_2>_23_>2A3>2B2

> 2B, > B,

)
Bn—l 2Bn
y - > A, > 2B,>2B,_,.
Nisobenim prvn{ nerovnosti ¢fslem 2, druhé 4, .., (n— 1)ni
¢islem 2* spoji se pak nerovnosti (9) a (9’) v fadu:
B_ 2B, _ 48, 27 Bn .
I>_Z_>T ..... > 4, >oB,>....
‘ ....>4B,>2B, > B. (10)
Pro libovolné rostouci n roste téZ 27 nad veSkeré meze,
t. j. pro limn = oo plati lim 2" = .

Jelikoz dale 2B, jest mens$i ptipadu, kdyz 4 =0,

ay
i oo w B . . .
jisté mensi 4, jest patrno, Ze bude lim B, = 0.

Vzhledem ku rovnici (6) musi lim 4, =1.

Tim dikaz véty 1. poddn.

Srovnejme nyni vyrazy

2"B,
> 2"B,. Im)
4,

Dle rovnice pravé dokdzané bliZi se A4, s rostoucim n jed-
notce, bude tedy rozdil obou vyrazii (II) pro rostouci = libo-
volné maly, t.]. viraz 2B, konverguje k urcité hodnoté, kterouz
oznatme e, tak Ze plati rovnice

lim 2°B, = «. 11)

Stanovme z rovmice (8) hodnotu B} a ndsobme pak obé

strany 27, tu obdrZime:
2B, =27 (1 — A,?)

aneb 2"B,. B,=2"(1—A)(1+ 4),
kteryZz vyjraz také psiti lze
2B,
n R —_— "
21— 4,) = T A B,. {11)

Pro libovolné rostouci » blizi se faktor 1 4 4, na pravé
strané rovnice (III) hodnoté 2, faktor 2B, hodnoté ¢ B, nule;
z toho plyne nutné, Ze



92

lim2"(1 — 4,) =0. (12)
Tim jest téZ drubhd véta stvrzena.
Definujme nyni sinus e a cosinus & rovnicemi:
) sine=DB, cosa=A4, (13)
kde « jest hodnota stanovend rovmicf (11).
Zbyva nynf uvaZovati oba krajnf piipady, kde bud 4 =1,
B=0 anch A=0, B=1.
Necht 1) A =1, B=0, pak patrné budou veskera ¢isla
Ay =1, B, =0, a tedy lim 2"B, = 0, tak Ze obdrZime relace:
cos0=1, sin0=0. vy
Necht 2) A=0, B=1.
V tomto piipadu obdrZime pro lim 2B, jistou nejvétsi

sey PR . TP .
hodnotu, jiZ zna¢me -, ¢imZ vzniknou relace:

2
® L@
c0s 5 =0 sin -5 = 1. V)

III. Z definujicich rovnic (13) funkef sin ¢, cos e snadno
vyvoditi 1ze veskeré jejich vlastnosti. Vyjddienim rovnice (6)
pomoci (13) shledime ihned, Ze: '

sin*e+4-cos?a=1.

Necht nyni C-- Di jest éislo soujemné, o ném# plati

(=0, D>0, C*4-D*=1. (13)

Utvotivse hodnoty C, a D, tymzZ postupem z C a D, jako

odvozeny byly hodnoty 4, a B, z A a B, miiZeme definovati
cosf=C, sinf=D, (13”)
pii ¢emz lim 2"D, =g, Um 2"(1 —GC)=0 pro limn=oo.

Zndsobenfm soujemnych ¢&fsel A4 Bi, C- D¢ obdriime
(4 Bi) (C+ Di) =(AC— BD)+i{(BC+ AD) =P} Qi, (14)
kde klademe: ‘

P=AC—BD, Q=B(C+ DA, (VD)
supponujfce AC—BD=>0. (VII)

Pro soujemné &fslo P~ Q¢, definované rovnicemi (VI),

o némZ platf patrné relace

P>0, Q>0, P*4-Q*=1, (VIII)
Ize odvoditi fadu jednoznaénych rovnic:
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. 14+ P . 1—r
P+ Qi= v + + lv >
2 2
_\ 1+pP v 1— P, _
P‘Z‘ + Q2z - v 2 + ? 2 k) (15)
Py + Qu= v1~—~+2p =l ivl - 2&—‘,
z nichZ opét k-t4 jest FeSenfm rovnice

ka—l- Qi = P + Qi—17 ’

kde plati
PP4Q:=1, P.>0, Q.>0. (VIID)
Z rovnic:
(P4 Qi)* = P+ Qi
(4, + Byi)* = A Bi (16)%)

(C, 4+ D,i)*= C -+ Di,

kde 4,, B,, C,, Dy, P, a Q, jsou veli¢iny zndmym spisobem
odvozené, soudime, Ze:

Py + Qii= = (4, + By?) (G, + Dyi)

= *+[(4,6,—B,D,)+i(4,D, 4 B,(})]. (17)

O znameni pravé strany rovnice (17) rozhodneme takto:
Vime, Ze na levé strané rovnice (17) jsou P, >0, Q, >0,
coz z rovnice (VIII), pro piipad Ze k=1, ihned vysviti. Do-
kdzdno bylo, Ze plati: :

a obdobné jest D 2D

Zndsobime-li obé nelovnostl, obdrzime:

4B,D,
1>AC> C 4,

jelikoz -%, —g— jsou kladné ryzé zlomky.

Odeétenim jednice bude:

BD 4B,D,
0>Z¢c — 1= 74 — b

*) Spravnost rovunic (16) vysvitd pozndmkou, Ze jsou jen jinym vyrazem
tlohy na pod4tku Fesené: StanovitiV 4+ B: pouhjm odmociiovénim,
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BD _, _ 4B,D,
< ClAl_,

a tedy: 0<1——;1—C—,

z cehoz pak jde:
0 < 4, C, — 4B, D,
= Cl Al ’
tim spiSe tedy bude
0<4,C —4B, D,

a konecné
0<A101 —Bl Dl‘
JelikoZ dale vyraz 4,D, -+ B, C, jisté kladny jest, miZeme
v rovnici (17) na pravé strané jen kladné znameni piipustiti.
Utvotime-li tedy fadu rovnic:
P, + Qyi = (4, + By¥) (C, + Dyi)
P+ Qi=(4+B)G+Do g

Pn + Qni = (An—l Bn—li) (Cn—l —l_ Dn—li),
shleddme ihned jich sprdvnost, jestliZe usudky pravé vytknuté
opakujeme.

~ PoloZme tedy
lim2"Q, =0, lim2* (1 — P,) =0 pro limn=ow (IX)
a definujme opét: »
cosc =P, sinc = Q. (19)
Dosadime-li do rovnice (14) hodnoty, z rovnic (13), (13”)
a (19) plynouci, obdrZime:
08 6 -} ¢ sin ¢ = (cos @ cos 3 — sin « sin f3)
7 (cos B stn @ -} sin f cos @)
a oddélenim redlné ¢dsti od imagindrné
c0s ¢ = cos & cos § — sin a sin 8 20)
sin ¢ = cos 3 sin & -} sin B cos @ ,
kterézto rovnice patrné podivaji addicni theorem funkei naSich,
jest-li Ze dokiZeme: ¢ —a - f.
Ale z rovnic (11)a (12) jde, jestliZe prvni zndsobime ima-
gindrnou jednotkou, druhou zdpornou jednotkou a secteme:

lim2» (4, +1i B, — 1) = 1. (21)
Tymz splisobem obdrzime z pifsludnjch rovnic: ,
lim 2% (G, +tD, — 1) = i (219

lim 2" (P, 4 iQ, — 1) = 4a. (217)
Znésobime-li rovnice (21) a (21’), bude :
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lim 2 [(An + iBy) (CuiDy) — (Au—+iB,) — (Cy 4 i Da)+-1]

= lim —2fﬂ . (22)

Pri¢touce konecné rovnice (21) a (21’) k rovnici (22), ob-
drzime '
. . . e B
lim 2" [(A, +iB,) (Co +¢D,) — 1] = lim (ux ~+ i — 5‘—) )
aneb vzhledem ku rovnici (18):

lim2" (Py 4 iQu— 1) = lim (i 4 i8 — ‘2‘7‘3 . @3

Levd strana se v8ak dle rovnice (21”) rovnd ¢¢, na pravé
strané pak bude pro lim n =

tim (ie: + i — ”;—ﬁ): ia + iB,

tak Ze rovnice (23) ptrejde v ndsledujici:

i6 = e |1 (23")
aneb, zkratime-li imagindrnou jednotkou:
6 =a+p, 23”)

¢imz dikaz addiéntho theoremu podén jest.

Subtrakéni theorem obdriime FeSenim tlohy:

»Stanovte podil soujemnych ¢éisel 4 4 Bi, C~+ Di o mo-
dulu jedna.“ -

Dikaz budiz zde jen naznaCen a vedl by se asi timto
splisobem:

Necht jest P-}- Q¢ ¢islem vyhovujicim tloze nasi t. j. necht

T =r+a @4)
kde zatim pYedpoklddime
P>0, Q>0, PP Q*=1, (25)
pak musi
A+ Bi= (C+ Dv) (P + Q). (24)

Vyndsobenim a oddélenim Cdsti redlné od ryze imagindrné
obdrzime linedrné rovnice:
CP—DQ=4, DP-+|(CQ=B,
z nichZ plyne:
P — AC+ BD CB — AD

=Ty Y=oFpr @
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a tedy vzhledem ku relaci (13): -
P=4C+ BD; Q=CB— AD. (26")
Supponujme, Ze
OB — AD> 0,
pak veliciny P a @Q, stanovené rovnicemi (26’), vyhovuji pod-
mineénym relacim (25)
Ze znamych jiZz rovnic (16) soudime opét jako diive:

A, 1 B
P+ Q=
a obdobné
. A, By
P, Qi =222 27
2+ 0,1 C, - D,i (27)
. A —}-an
Pt Qi=4p

Definujme nyni: cose = P, sin 6 = Q, pak obdobné jako
difve soudime, Ze e =f4o6 t. j. o =a—@.
Dosadime-li tedy do rovnic (26") pfislusné hodnoty, ob-
drzime: :
cos (@ —f) = cos e cos B |- sin a sin
sin (¢ — f) = sin o cos § — sin f3 cos a,
¢fmZ theorem subtrakéni™ stvrzen jest.
Pro ptipad, Z¢ ¢ =0, t. j. lim2* B, =0, a tedy B=0,
‘A =1, obdriime z formuli (26) sledujici:
cos (— f) = cos B, sin(— ff) = —sin B,

t. j. ,funkce sin « jest funkce lichd, cos ¢ suda.®

(26”)

PoloZme do rovnic (20) « = (—‘-27, = §, tu obdriime:
(0] . o0 . , @
cos @ = cos® '—2--31712—2:.—1, sznw:2sm—2:0.

Dosadme dale do téchZe rovnic ¢ = nw, § = », pak bude:

cos (no 4 @) = cos (n 4 1) @ = cos nw 08 @ — sin nw sin ©
= — cos n®

stn (no 4 @) = sin (n 4 1) © = sin nw cos @ -} sin @ cos nw
= —sinnw

a tedy Gsudkem z n na (n-1):
cos (nw) = (— 1)*, cos (— n w) = (— 1),
sin (nw) = 0, sin (— nw) = 0.
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VlozZime-li konetné do téchie rovnic: g = + nw, do-
staneme:
cos (o = nw) = cos e cos (= nw) — sin « sin (+ nw) = (— 1)* cosa
sin (e + nw) = stn & cos (4 nw) 4 sin (4= nw) cos ¢ = (—1)" sin .

Z téchto rovnic pak plynou pro n — 2k nasledujici:

cos (@ 4 2kw) = cos &, sin (@ -} 2kw) = sin e,

z nichZ soudime, Ze 2w jest periodou ¢ili modulem funkef sin
cos e, nami definovanych.

Pomoci addi¢niho theoremu shledime ddile, Ze pro funkce
sin a, cos &, definované rov. (13), plati formule

(cos & - ¢ sin )™ = cos me: -} ¢ sin ma

m

Vcosoc—{-isin—a:cos%?ﬂ’—}—isin

o 4 2ke
m

kde za k klademe m za sebou jdoucich, kladnych neb zdpor-
nych cisel.
Sledujme nyni pribéh veliiny ¢ = « -} 8, p¥indleZejici ku

rovnici
P4 Qi=(4+ Bi) (C+ Di),
za tou supposici, Ze 4 -} Bi jest stdlé, kdeito C'4 Di se méni.
Zména Cisla toho neni libovolnd, jelikoZ, zménfme-li C na C,
musi nutné ¥ vyhovovat relaci:
C*4D2=1. (X)

Patrné bude téZ veliina e piisludici ku soujemnému ¢islu
A 4 Bi stild, kdeito veliina B z ¢isla C4 DI odvozend se
méni, majic pro C=1, D=0, jak znidmo, hodnotu 0. Snadno
dokdZeme spravnost vyroku:

A>P t. j. cose>cos(zx-p).

Neb

A—P=A—(AC+BD)=A(1—0)-+} BD>0;
jelikoZ ale zéroven plati relace (6) a (VIII), bude

B<LQ t.j. sine<<sin(a-tp).
Necht nynf @ > Q, pak vzhledem ku rovnici
P}Z + Q)Z — 1
bude P/ <<P. Vime déle, Ze
P=AC— BD,
a jelikoz 4 a B jsou stdlé veli¢iny, musi P’ miti tvar:
P = AC'— BD/,

tedy
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AC' — BD' << AC— BD,

kteréito nerovnosti jen hodnoty D‘> D, a tedy vzhledem ku
relaci (X) € << C, vyhovéti mohou.

Patrné ale bude také

lim 2DV, > lim 2#D» t. j. > B,
nisledkem toho
etp =0 >o0.
Zvolime-li tedy A=1, B=0t. j. =0 a roste-li Q od

0 do 1, pak ¢ roste z O do %, kdeZto P z jednotky do nully

ubyvd. Tim ale stvrzena véta:

oRoste-li ¢fslo Q, roste ziroven B a tedy i ¢ =a--8,
z cehoZ plyne, Ze, pakli hodnoty Q z O do 1 ptibyva, hodnota
¢ od O do % roste. Hodnoty P soucasné ubjvd z jednotky
do nully.“ '

Bétreme-li ohled na definicni rovnice funkei sin ¢ a cos o,
lze vétu pravé vyilCenou také takto vysloviti:
»Funkce sin ¢ roste od O do 1, kdyZ ¢ z O do —;l se
méni, kdeZto soucasné cose z jednotky do nully ubyva.“ *)
Je-li nynf ddno urcité ¢islo soujemné 4 -} Bi a ddle ¢islo
C -} Di té vlastnosti, Ze D jest libovolné malé tedy, lim D = 0;
pak dle relace (13’) bude C ¢islo malo od jednotky rizné,
t. j. lim C = 1. Hodnota #im 2"D, = bude rovnéZ velmi mal4,
t. j. img=0. (XI)
Utvotime-li. pomocf ¢fsla
. P+ Qi= (4 + Bi) (C+ Di)
piisluSnou hodnotu
lim 27Q, = o,
bude rozdil ¢—a=p vzhledem ku rovnici (XI) libovolné
maly. Stanovme ddle rozdil:
P+ Qi— (A+ B) = (A4 Bi) (C+ Di) — (A Bi)
=A(C—1)—BDi[AD+ B(C—1)].
Srovndnfm ¢dsti redlnych a imagindrnych plyne:

*) Vétu opaénou, kde Q' << @, tymZ spisobem lze dokizati.
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P—A=A4(C—1)— BD,
Q—B=A4D+ B(C—1).

Pravé strany obou rovnic lze viak volbou neobmezené
malého D stlaciti pod danou, libovolné¢ malou hodnotu g, tak
Z¢ mime:

P—A=cosc—cosa<<yu
Q—B:sinﬁ—sina<y
aneb
cos (¢ B) —cosa<<p, sin(@tp)—sina<<p, ImB=0
¢ili slovy:

nFunkce sin @ a cose ndmi definované jsou funkce spo-
jité.« *)

Z odvozenych relaci (10) vyplyvaji sledujici

B n
aneb, dosadime-li znimé hodnoty:
stn o o
cosa>a>sma,
z nichZ snadno stanovime:
lim sin o

=1.

IV. Shledali jsme, Ze vlastnosti funkei definovanych rovni-
cemi (13) jsou tytéz, jako ony funkef goniometrickych defino-
vanych na kruZnici o stiedu O a poloméru jedna, takto: ,Ra-
mena stfedového dhlu ¢ protnou danou kruZnici v bodech M,
N. Vedu MP | ON, pak PM jest sinus tihlu &, OPF cosinus e.
Perioda funkei téchto, jeZ na okamiik znaéme Cosea, Sine,
jest w = 3141592 . .¢

DokéZzeme nyni snadno vétu:

,Funkce sina a cos &, definované rovnicems (13), a gonio-
metrické funkce Sin e, Cos e jsou totoZny, t. j.

Cose =cose, Sine=sine, ®=0w, arc NM=a.“

Dle formule Moivre’ovy, platné pro funkce nimi definované
i pro funkce goniometrické, jest:

*) Patrné zde ponechdvime Ctend¥i dikaz, Ze
cos (0 —f) —cos e <, sin(e—pf)—sino<W,
kde «, § a p majf tjZ vyznam jako difve.
7%
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Vcos @ I sin & = cos — —} i sin —
2 2 @1
VCosa+iSina= Cos-g— + ¢ Sin % ).

Volme nyni za « hodnoty tak malé, aby cos @ byl kladny

neb nulla a pro ubyvajici hodnoty e« kladnym zﬁstwl ¢ehoZ

patrné dosdhneme, pak-li v prvnf z rovnic (27) = —2—, v drohé

a< polozime. Dile stanovme odmocniny tak, Ze jich redlné
casti jsou kladné, ¢imZ rovnice (27) tplné stanoveny budou.
Jest viak
os%—{-—isin%:i,
coz plyne z rovnice (V); a obdobné
T g .
Cos? ~+ ¢ Sin 5 =5
jak z theorie komplexnich é&isel zndmo jest. Bude tedy

cos-——-]—zsm _Cos%—l—i&'n%.

Odmocnime-li na obou stranich a vezmeme ony hodnoty,
jichz redlné casti jsou kladné, obdriime:
0032%—|-isz'n%:Cosé'%—l—i;Sin%2
Opétujeme-li pochod ten n-krite, bude:
@ . . O 7 cqe T
008 5o i sin o = Cosgl- ¢ Sin o
Povyéenfm na m-tou potenci nabudeme rovnice:

2" —{—zsm -"C 0s o o —|—-z Sm (28)

*¥) Na feseni:

- o
Vcosa+zsznu——cos—2— —1isin ?

V Cosa+iSina :—Coa—g- —iSin—2—

nebefeme zde ohledu.
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Polozime-li x:%’:— a oddélime &st redlnou od imagi-
narné, tu z rovnice (28) plynou sledujici:
cos ww = Cos xm, sin xw = Sin xx.
Rovnice tyto jsou v sebe mensim intervallu pro w:%
kolikkratkoli vyplnény, z &ehoZ, vzhledem ku spojitosti funkei,
soudime, Ze pro veikerd x daného intervallu vyplnény jsou.

UvazZujme konecné: sin xw = Sin 2.
Délenfm hodnotou 2 a pfechodem do limity obdrZime:

. SR 2 . sin 26 . Sinzx . Sinzm
im—— = lim® =0 =lm—""=1 — =,
)

t. j. 0=
Tim identita funkei definovanych rovnicemi (13) s funk-
cemi goniometrickymi zjisténa jest.

O ploském obsahu kruhového vykrojku.

Studujfefm napsal
P. Cornelius Pich, T. J. v Bohusudové (Mariaschein).

Véta. Kruhovy vykrojek (V) rovnd se poloviné poloméru (R)
zndsobené prislusnym obloukem (B).

Vzorec,

R
| 4 = B,

1. Dikaz. BudiZ v pravidelny mnohotdhelnikovy vykrojek
o kruhovy vikrojek V opsany, jenZ sestivd zn=1,2,3,4,....
(t. j. z libovolné mnoha) rovnoramennych a shodnych trojihel-

nikd o vysce B (obr. 1.). Je-li b :n.%— lomend podstava vy-

krojku v, pak jest, jak zndmo, plosky obsah

v= % b,
kdez pii rostoucim n a stilém poloméru R proménné veli¢iny
v i b ku svym stilym mezim Vi B ustavicné se priblizujf «by-
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