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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Alle grossen ganién Zahlgh lassen sich als Summe
von hochstens 71 Primzahlen darstellen.

H. Heilbronn in Cambridge (Engla.nd), E. Landau in- Berlm und P Scherk
.in Prag. -

(Emgega,ngen am 14. Januar 1936.)-

Einleitung.

Kleine lateinische Buchstaben auBler e bezeichnen ganze
Zahlen, die p Primzahlen, die ¢ positive Weltkonstanten.

Man-verdankt Herrn Schnirelmann?!) den Satz: .

‘Jedes x> 1 ist als Summe von - hochstens ¢ Pmmzahlen dar-
stellbar. -

Oder, was dasselbe besagt: - )

Jedes x> ¢, ist a,ls Summe . von hochstens Cs Prlmzahlen
darstellbar. -

Wir nennen Schmrelmannsche Konstante S da,s klemste C3
zu dem es ein passendes c; gibt.

Also: Alle grossen z sind in hochstens S Primzahlen zerlegbar;
unendlich viele z > 1 sind mcht in S —1 anzahlen zerlegbar

~ Sicher ist
8=3;
denn fiir
z=5 (mod30), x>5

ist x durch 5 teilbar, also nicht Primzahl, und z ist nicht p+ P
denn z ist ungerade, so daB p oder p’ = 2 sein muBte und wegen .

1) Ob additiwnich swoistwach tschisel [Iswestija Donskowo Polytech-
nitscheskowo Instituta (Nowotscherkask), Bd. 14 (1930), S. 3—28]; russisch
mit franzdsischem Auszug. Vgl. Landaus Darstellung des Schnirelmanns
schen Beweises: Die Galdbachsche Vermutung und der Schnirelmannasche
Satz [Nachrichten von der. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse, Jahrgang 1930, 8, 256-—276]. Im
Folgenden wird unter Satz L x stets Satz & dleser Lahdausohen Arbeit
verstanden. -
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- #—2=3 (mod 30)
1st z—2 durch 3 teilbar. ‘
Wie gut laBt sich 8 nach oben abschitzen?

Dieser Frage ist eine kiirzlich erschienene Arbeit von Herrn -
Romanoff?) gewidmet. Dieser gibt an, Herr Schnirelmann habe
8 < 100 000 bewiesen, was sich zu S < 1104 verscharfen lasse. Herr
Lubelski korrigiert dies in

S < 800000 (Schnirelmann),
. 8 £ 2208 (Romanoff).

Er iibersieht jedoch, daB gegen Herrn Romanoffs Arbeit
(in der er nur eine Reihe stérender Druckfehler moniert) Wesent-
liches einzuwenden ist. Von dem unzureichenden Lemma II
ganz abgesehen, ist Herrn Romanoffs Grundlage?) eine angeblich
durch leichte Veridnderung von Betrachtungen Landaus (Vor-
lesungen dber Zahlentheorie, Bd. 2) zu folgernde, in £ und § gle1ch-
maﬁlg giiltige asymptotische Formel fiir

(&4, 1) ~2 1,
= l(mfod 7
wo j > 0, (y, l)=1 Bei deren Herleitung mufl Verf. falsch. ge-
schlossen haben. Wir konnen auch heute nicht entscheiden, ob
jene Formel richtig oder falsch ist; selbst wenn wir die neueren
Untersuchungen der Herren Page und Siegel heranziehen.
Zum Gliick ist jene Frage unerheblich. Wir werden sehen,

~ daB statt der Romanoffschen Aussage geniigt: der klassische
Satz
5

m (&5 l), ‘P(?) log &

~ bei festem 7, verbunden etwa mit der aus der Brunschen oder
. der klassischen funktionentheoretischen Methode langst bekann-
ten Formel

3

n(&‘ 7,l)<?(,1 Tog £

, Wir erwahnen noch die bei Herrn Romanoff‘) vorkom-
v mende Relatlon ,

fur £>2 £>7

.Y K probleme Goldbacha [Iswestija Na.utschno -issledowatelskogo Insti-

5_ *tute matematiki i -mechaniki pri Tomskom Gosudarstwennom Universitete
-7 . im, Kujbyschewa W. W., Bd. 1 (1935), 8. 34-—38]; russisch mit deutschem

~ Auszug. Vgl. Herrn Lubelskis Rezension im Zentralblatt fiir Mathematik
nnd ihre. Grenzgsbxete [Bd. 11. (1935), 8. 390}. R

9) 836, Z. 4 v. u. )
”‘) 8. 37,-Z. 6—5 v. u.’
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da Herr Lubelski an ihr mcht AnstoB nahm sie 1st schon
darum falsch, weil

ORI

=152>1,38
1.g(1)  2.¢(2) =
ist. Tatséchlich ist trivialerweise

R |

1-— =

W) R Pt
DN ( ) Il | R YA
: P? p®
_ 223 '

¢(s)
Die Romanoffsche obere Abschitzung von § wiirde schon
hierdurch zweifelhaft werden; aber es wird uns moglich sein,
aus der klassischen Brun-Schnirelmannschen Methode sogar

8§< 71
zu beweisen, d h. den Titel unserer vorliegenden Arbelt zu recht-
fertigen.

Wir stellen das Gauze dar, ohne aus der Goldbachliteratur
mehr als die Landausche Arbeit vorauszusetzen.

Wir betonen ausdriicklich, da8 wir der Romanoffschen
Arbeit den Haupthebel zu starker Verkleinerung der alten Ab-
schatzung von S verdanken. Aus

0 < Ay) < B(y)

schliessen wir5) namlich nicht mehr nach dem Schnirelmann-
schen Paradigma (y lauft iiber einen endlichen Wertevorrat)

2[’“’(?/) < 2 B(y)

usf., sondern nach Herrn _Roma.noff

; ZA(y) é 2 U(y) B(y)
usf. ’
Den Hauptwitz unserer- Arbelt verdanken “wir also Herrn
Romanoff. Alles andere-ist miihevolle Vertiefung in jeden ein-

zelnen Kunstgriff-der alten Methode. Herr Romanoff muBte
dies unterlassen weil er weder “die Landa.usche Arbelt noch

') Im Bewels unseres Sa.tzes b. -
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eine spitere allgememe Untersuchung von. Herrn Khmtchme‘)
iiber Zahlenmengen kannte.
Fortan gelten folgende Bezelchnungen
"Eine leere Summe bedeutet stets 0, ein leeres Produkt 1.
C ist die Eulersche Konstante.
g ist > 0, quadratfrei und zu 30 tellerfremd

v(g) =[] (» —2),
ple ’
= @) v(@) ;% r—1p@—2))
-2
1] — =

= —————p )
B
p
 ." ‘Q = ap, '
o

o=Tr 3 t3 (p—2p
; p—1@—2) @—1)?
i —3p*+3p 1
— - & = 1 —_—.
IT et LI,( T = 1)3)
Erster Teil.
Der Hauptsatz mif einem Parameter. -
Ziel dieses ersten Teiles ist der
Satz 13: Es ses
- O > log - (1)

$) Zur additiven Zahlentheorie [Ma.tema.tltschesku Sbornik, Bd 89
(1932)," 8. 27-—34], deutsch mit russischem Auszug Unser Leser braucht
aber diese Arbeit nicht zu kennen; denn. wir brauchen aus 1hr nur den
nicht sehr tiefliegenden Satz: -

R sei eine Menge mturlwher Zahlen, N(z) die. Anzahl der n aus N mit

<z Es sei h> 0 und

N(z) > h fur alle z > 0.

o Darm ede mzturlwhe Zahl ale Summe von hdchatem h Summanden aus
o Adaratell?m

.. Und: fur diese Tstsa.che laBt sich ein Beweis ‘ohne weiteres aus der
" kiirzlich ‘erschienepen Arbeit von- Herrn' Besicovitch entnehmen: On

" .. the density of the sum of two sequences of integers [The J ournal of the London

;f:’"‘!«"MBthexmtmal Society, Bd. 10 (1935), 8. 246——-—248] .




(@)
(also’
und

konberyent, wegen

_‘_15 mm2m éz' mm2m .
(@2 ee)m m2m e [ e2m

Em D " 2m@Eml S 2m (2mpn |2m Vom
| ‘1

- 4v;m%)'

Es werde
B - “ (O ¢8)m m2m
=@ =1+ @.Zm—

gesetzt, ferner
1.
. —2¢
b = — 1(O) [3gae T—e 9)]+1

Es set die Goldbachsche Vermutung bis 30k 4 1 wahkr, d. h.
jedes gerade x mit 4 < x < 30k + 1 Summe von 2 Pmmzahlen, :
also jedes y mit 2 < y < 30k + 1 Summe von hochstens 3 Prim-
zahlen.

Dann ist die Schnirelmannsche Konstamte

8L 2h + 3.
Im zweiten Teil, der nur numerische Rechnungen enthalt,
wird ein @ mit (1) und (2) angegeben, fiir das

16

3 0 e—2C <34

1
T— e
ist. Alsdann ist :

‘ h < 34,

also, da die Goldbachsche Vermutung beka.nnthch bis 1021
wahr ist, :
: 8L 71,

Definitionen: Fiir z >.0 sei .
A@@) =Y 1;

far £2>0, 7> 0 sei o
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1=y=<¢
y=0 (mod 7)

B(& ) = Y, 4(y) (=

b
'=¢ )
p+p 0 (mod 7)

C6,9) = Y Ay) y

1=y=s¢

y=0 (mod j)
und fir jedes 1
' a(é, §,1) z L
p——l(modf)
Satz 1: 1. Bei festen §, I mit (j,1) = 1 st
1 &
57 ’ ~
7 ) ~ @(j) logé
2. Far £ > 2, £E2>7 st
. cg £
W(E, 7 l) <}—071' m

. Beweis: Beide Behauptungen sind bekanntlich wahr.

1. Die erste ist klassisch.

2. Die zweite ergibt sich z. B. nach Herrn Romanofﬁ)
aus der Brun-Schnirelmannschen Methode folgendermassen.

Fir v > 0 sei
=g 3)-5

r/u

wo r die positiven quadratfreien Zahlen durchlauft. Es sei g(u, &)
die Losungszahl von

u=p—p,p<é
* Nach Satz L 23 ist fir x> 2, 1<u< =
X
g(u, x) < cq Egi?c f(w).
Fir ¢ > 2, l<u<£1st also
Nunlstfurn>0 ‘ ' ‘
1 1
Y=Y ¥+ 27[1}—] <1 ¥i<e ©
1=sv=n *» 1=Zv=n v r<n o, .
und fiir v> 0, w > 0 offenbar .

7) Uber einige Sdtze der additiven Zahlentheorie [Mathema,tlsche An-
nalen, Bd. 109 (1934), . 688—678], S. 675—676."
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ﬂM=H(,)<HP+)W(+)fMth

p/vw /v
ferner ist bekanntlich

i< TR
) g T ) =
P

(8)

21. Im Falle ,
g, )< 1

is_t trivialerweise
0,9
(&G, D) < op—e < A0 E
log & = 5% log &

22. Im Falle
(£, 4.0 = 2

ist
-}7'[2(6, j? l) é "2'(“2(5; 7) l) - ﬂ(&, 7.: l))
= Losungszahl von p=p'=1 (modj), p' <p< ¢

< Losungszahl von p —p' =0 (mod j), p' <p < &

0
Hierin ist nach (4), (3) und (5)

Y i) = §Mw<m2f

ug()(mofl ‘<”<"‘ ==
& N
(7)

Aus (6) und (7) folgt |
2 i 4 : § ¢y &
T (55 VB ) < Cy 10 2 E Cn '0»2 _ ?'0,2 ]»Og2 E’

611 < 5 T

Satz 2: 1. Bei festem j ist '
| B(&, j) ~— 5
D™ 3g0) log? £

2. Fir &> 2 ist
g2
B(f 7) < o1 701 10g2§



- . Beweis: Alle Kongruenzen sind mod j gemeint.
" 1. Fiir (a,§) > 1 ist-

1<1
p+p'=¢
L P=—0p'=a

Daher ist
g
BEH=Y Y!
a=1 p+p'=¢
P=—0p'=a

Nun ist fir (a,.j) =1
Y= Zn(s—p,y,—cn

PHo =t P=H

P=—p'=a p=a

+ Y (e — ', . a) — a(3é , j, —a) a(3&, , a)
P'=4%f
p=—a

In der ersten Summe rechts ist gleichmafig

’ log (5—10) ~ log &;
na,ch Satz 1, 1. ist also

P<é€

ipeg

NS

<p(7) 10g & <p(7) logn

. i 1 17
9)2(7) IOgJS(g’E f logn f lognd")

2

1 1 ¥ o GH)__ 3 &
) 8 ¢(j) log® &

Nm’(f) log £\"log & 2log &)~
Aus Symmetriegriinden ist also -

&
éé’"ﬁ ,.p Zk ’, 8%(j) log? &
r=~a'~

, 1"24} -

(9)



Ferner ist

n{4,§, — @) 7(4¢, 5, 0) - (‘ ‘*’5)= I

p(j) log &]  4¢%(j) log® &
Wegen
| F+i—t=
ist also nach (9)
1ot 8
p+p'=¢ 2¢%(j) log® §
P=—0p'=a

und (8) gibt die Behauptung.
2. Falls & < 4, ist
B(¢,9) =
Falls & > 4, ist nach Satz 1, 2.
B 5 < 44 E: s T <
( 7 pge b P pze it log ¢

o &
7'0,1 10g2 5'

Satz 3: 1. Bei festem 7§ ist

R 1 &
O 9 ~ 356y logi &

2. Fir £ > 2 st

&
C(s 7) < o1 01 10g2 :

Beweis: 1. O. B. d. A. sei & ganz. Aus Satz 2, 1. folgt )
¢

0 ) =Y By, ) —Bly—1Li)y

y=1
&—1
=—ZB(y,7) + & B(E, 1)
y=1
1 ‘-’_,dn 1 8

2<P(7) log? 7 v+ 2¢(7) log? &

£ 1 8

Bl A H’wm Togi &~ 3p(j) log® £

2. Aus Satz 2, 2. folgt

: 3
Ol )< £ BE ) <3k 10;: £
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Satz 4: ‘
Y &
EA( )log yzw(q) 5% log* &

e < ql
y O(mod 30)

Beweis: Da gleichmaBig

. log y ~log &,
geniigt es, ‘
Jog? &
w"gés yz_— R (IO)
aw ¥
Eé_e V= '
¥=0 (mod 30)
zZu zeigen. ’

Fir & > e werde

1
A8 q) = 0";5 (lq)( (€, 30q)_0(loig§_, 30q))

gesetzt. Dann hat die linke Seite von (10) den Wert

1°g2§2 Y awy=Yaeo (1)

. m<y<5

¥=0(mod 30 ¢)
Nach Satz 3, 2. ist

].0 E 1 lo E 1 ¢ 53 c
049 = % plg 95300 < = @) o E = T p@)
f (12)
Die Reihe

p=7

1 1
Eq“ v 11 (1 + PO (p——2))

konvergiert; wegen (12) konverg1ert also die Reihe auf der rechten
Seite von (11) gleichmaBig. :

Nach Satz 3, 1. ist bei festem ¢

. 1 1
lim A4 = = .
i AG. 9 = S0 BeEig) — 249(Q) v@)

Die linke Seite von (11) strebt also bei & - oo gegen

1 .
1 = .
“;«p(q) R
Satz b: Falls



im — 4@ g (13)

<
r=e x E 1- =
| ==0(mod 30) Jo o3y P (@
gilt, so st
Tim log d ZA2 y) < J (14)
f= <
=

Beweis: B sei irgend eine Zahl > A. Dann ist zuletzt

Y 1 ..
A(y) < B—— Y, —— fiir 30/y.
S W) < B iogry adyigy T 3
Wegen
A(y) < aly) =0 (Eg%)
ist daher - | V
2 1
A2(y) < 0 Y +B)Y A Y —.
DALWEOY ! X A0 gy X
y=0(mod 30) 2= 1/—10“ fog g <V=¢

¥ =0 (mod 30)
Das erste Glied rechts ist .

e} [
log 5) &
_0( log® & ): 0(log5 5)'

Nach Satz 4 ist also die linke Seite von (14) hOchstens gleich B4«
und B - A gibt die Behauptung.
Satz 6: Es sei M eine Menge naturlwher Zahlen m und M(x)
die Anzahl der m < . Es set N
h >0,
lim Yz) > .
7= x h
Dann sind alle grossen u als Summe von h Zahlen m und héch-
stens h — 1 Einsen darstellbar.

Vorbemerkung Wenn M die Menge der m mlt; e
30m = p + p’
ist und (15) gilt, so ist also jedes grosse

(15)

u~2m,+v O<v<h—1

=1

also fiir jedes j mit 0 < j < 29 jedes grosse
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h .
30u+7'=2(ps+p'¢)+30”+7"
=1 .
also jedes grosse
.
w2 =t 45 0SS I 1,
=1

also jedes grosse
h -
=Y m+p)+t 2<t< 30k 41,
=

Falls also (15) gilt und die Goldbachsche Vermutung bis
30~ 4+ 1 wahr ist, so ist
S < 2k + 3.

Beweis: Es gibt ein y > 0 mit
M(y) <

& a~|<e

M(z) > fir z > y.
y + 1 ist also ein m, und es ist

M(z) — M(y) > ZY

% Cfir 2 > y.

Der Khintchinesche, in FuBnote®) zitierte Satz, auf die
Menge der m — y mit m > y angewendet, erglbt
Jedes t > 0 ist von der Form

t=z(mi—y), léséh;

i1
jedes u > hy + h—1 ist also von der Form

8

w = (u.—hy-—h+ 1) +hy +h—1 =E(me~—y)+hy+h*‘1.

=1
~Zm.+2(y+ 1)+s—1_2m,+v 0<v<h—1
=1 i=st1 =1
i -Satz 7: Es sei M die Menge der m mit
30m=p+p.
4 erﬁllle (13). Damz gclt (16) mst -
o o F=[fde]+ L



Vorbemerkung: Wenn A (13) erfiillt und die Goldbach-.

sche Vermutung bis 30 [}f Aa] + 31 wahr ist; so ist also nach
der Vorbemerkung zu Satz 6

S < 2[1§da] + 5.

Beweis: Es sei I’ die Menge der durch 30 teilbaren p -+ p’,
M'(z) die Anzahl dieser Zahlen < z. Dann ist

M'(302) — M(z).

. 30z ' 30z '
( EA )<M'(30x zAa(y) (16)

y=0 (mod 30)

Es ist

y=0 (mod 30) .

Nach Satz 2, 1. mit j = 30 ist
30z

_ 1 (302 225 a?
_IA(y) = B(30=, 30) ~ 2¢(30) logz x4 logtx’
yEg?mod 30)

Nach (16) und Satz 5 ist daher

i M@ _ o M (30x)
T=m T g=w
. log e[ &
Lim 4
= ( 2 W\
- \y= O(mod 30)
g 4 r 80z
Jm Z Axy)
‘ 9220 (mod 30)
2252
42 1 1

23 d 30~ [dx O A FT
] N
Wir werden nun fiir jedes @ mit (1), (2) die Relation (13) mit
1
T—copf

beweisen. Dies liefert nach Satz 7 unmittelbar den zu Begmn dxeses
ersten Teils ausgesprochenen Satz 13. -

Satz 8: Es sei m > 0, alle Su_mmatwmbuchstaben j; =0,

A = 15ge—2C
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B (2m + 1)1
= mE ATATRY NN

> q=2m+1
)

r
Z pp=2rfiri==r<m
1

T < m2m, -

- Beweis: Man definiere j; fiir alle / mit der Periode m.

Fiir 1 < k < m entstehe T, aus 7', indem jedes j; durch 7;+k_
ersetzt wird. 7' ist also T'; T unterscheidet sich von 7' nur in
der Bezeichnung der Summationsbuchstaben (da der alte Sum-
mand in g, ..., ju symmetrisch war und g, ..., jmi+z—1 eine
zyklische Permutation dieser Zahlen ist); 7; hat also denselben
- Wert wie T. .

Es geniigt zu zeigen

\ _
ETlc 7(2Z+1)' T 7 (17)

zn 2m+1

denn die hnke Seite ist = mT, die rechte.

‘ m 2m+1
=4zq i,
1=1 . .

(17) wird nun folgendermassen bewiesen. Jedes System
J1s + « +» Jms das in einem 7', vorkommt, kommt auch rechts vor.
Es langt also zu zeigen, daBl jedes System 7, ..., jn, das in
einem 7', vorkommt, in keinem 7'; mit k¥ % k, vorkommt. Aus
- Symmetriegriinden darf man annehmen, da8 j, . . .; j, in 7T vor-
kommt, und hat zu zeigen, daB 94, ..., ju fir jedes k& mit
2 < k < m nicht in T vorkommt. In der Tat ist

k—1

Yi<2k—,
1

Dann st

wegen
m

‘ zy‘,=2m+1>2m
v : 1
_also _ . ..
Zfz>’2(m——k+l).
k . ‘ . ‘(‘
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Kiame das System jy, ..., jm in 7T} vor, so wire jedoch
m
Yi<zm—r+0).
=l .

Satz 9: In den Bezeichnungen von Satz L2 ist far 0 < m < 4,
0i < 2m

0™ = 2 5,00, ® . . . g, ™, (18)
m
z 7'1=i
1
r

p=2rfirl=r<m
1

wo die §; = 0 sind und die rechte Seite 1 im Falle m = 0 bedeutet.
Beweis: 1. Fiir m = 0 ist ' '
1 =0,
0i™ = g, = 1.
2. Fir m =1 ist
012
- 21. fiir 4 = 0 ist die linke Seite der Behauptung 1, die rechte
g'o(l) = 1;
22. fir ¢ =1 ist die linke Seite
oM = Z Ve = 01(1) = rechte Selte
Ic.>s>k1 ’

23. fiir ¢ = 2 ist die linke Seite

0,V = Z Vo, Ve, = 031 = rechte Seite.

h>h>h>h

3. Der SchluB von m — 1 auf m fur m = .2 verlauft folgen-'
dermassen. :

Nach Formel (9) des Satzes L2 ist

Min (¢, 2(m—1))
0™ = E 01 gy_yom) — Z 0n™—D) Gy (™
n=0

denn fir ¢t >n > 2(m—1) ist wegen n <1 < 2m< 2¢ nach
einer im Wortlaut des Satzes L2 gemachten Bemerkung '

- a1 = 0.
Nach der mit » statt i, m — 1 statt m anzuwendenden For-
mel (18) ‘(beachte n < 2 (m — 1)) ist also

-
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Min (i, 2(m—1)) .

o™ = }_‘ Oip™ Z"’ m, _ D,

" fpen

1
’ ‘
2 fis2rfirl<r<m—1
1
folglich, wenn _
. T— N =jn
gesetzt. wird (es ist ju = 0),
Qi('”) = Z oM. .. G?'m(m)’

et

iiber die Wertsysteme j; > 0 erstreckt, fiir die

m
thi,
1

r
Ej,,_<__2rfiir 1<r<m—1,
1

. ‘ %—2(m——1)§7m
 Und dies bedeutet genau

N

27,<2rfur 1<r<m

denn aus (19), (20), (21) folgt

m—1

27;=z——7,,,<2(m——1

und aus (19), (20) nebst

m—1

Yas2m—y
fqlgt »

4’,,,:1—-27; z—2(m——1)

(19)

(20)

(21)

Satz 10: Es mogen t, k.. k‘, o™ die Bedeutung aus Satz L2
' haben, -@ erfille (l) und (2); 0 = o(O) sei- wie in. Satz 13 erkldrt

- Es sei

e



0<y, <1 ftir 1< s<ky
und
I —y) =e® fur 1 <m <t (22)
=k

m<$ “m—1

Dann_zst .
t
le® | <o ][] L
=1
Beweis: Fir 1 < m < ¢ ist nach (22)
wm=2%<—by%§@<h

km <8§km_1

nach Formel (5) des Satzes L1 ist also fiir u > 1

gl(m)
o™ é ” Oy—1™ g O'u—l(m),

0> ™ > 0,m > ... adinf.; (23)
nach Formel (6) des Satzes L1 ist fir k> 1, >0
m<M)<@ (24)
i = g1
7 7:
Aus Formel (10) des Satzes L2 und (23) folgt
. . , |2gm—2 L
| Q(m) j— Q(M—l) Ly | = (— 1) Q”(.m'—l) (— 1) o™
1;0 u=2m21§+1 :
2m—2
= Z Qn(m_l) 0'2m—n+l(m)-
n=0 »
Nach Satz 9 (mit n statt 4, m — 1 statt m) ist also
2m—2
| e(m) _ Q(m——l) L | < < 0-2m —n +1(m) g,V . ..o (m—1),
Z mzl . mt

2i=n
1
Dasertrlsr<m—1
T

Wird :
2m—n + 1 =7,
eingefiihrt, so ist daher
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| gm — gm—1) L, | < Z oV . .. g (M
m
. z j1=2m+1
1
L :

Ziléznﬁr 1=r<m—1
1

im=3

< Z o, ... 05,0
m

Zfl=2m+l

1

r

p=2rfirl<=r<m

=M

m—l .
Efz=2m+ l—jn < 2(m—1).
1
Nach Satz 8 und (24) ist also
Oim

@i,
(m) __ p(m—1) [, < e
e —e Lml—jnz Al gm!

Zil=2m+1
‘1

denn

r
Zﬁil§ 2riirl<r<m
1

@2m+1 T < @2m+1 .
= m
, v Em+ D =EmEn
also nach (22) L
o™ . o(m—1) e OPH1 om
iz re  enror
i i
1 1 |
Daher ist 4 o
@(t) 1 t Q(m) Q(m_l)
) t‘L T Z .m L m-—lL‘
II t ’ m=1 II ! H i
i : i J
N @m+l
MmO __ T M o g
<X @m0k
T (1)
I e L <o
I %
- o lewi<oI[Le .
i=1



Bitte nunmehr den § 2 der Landauschen Arbeit bis einschl.
Satz L7 zu lesen. Man beachte jetzt, daBl die Beweismethode des
Satzes L8 den entsprechenden Wortlaut auch liefert, wenn alle
ersten Argumente von F (d. h. alle Argumente, die nicht hinter
einem Semikolon stehen) durch ihr 30 faches ersetzt werden.

A fortiori ist also, wenn alle p, > 7 sind,

2t .
F (30; py, . . ., pr) < F(30) +2 (— 1) Z Vs, o+ o, F(30py, . .. pry),
1=1 LY

wo die 7; den Bedingungen (15) aus Satz L8 unterworfen sind.
Die Beweismethode von Satz L9 liefert daher

. YT t—1 - 7
F@30;py, ..o pr) <55 + 2 g(%m)z, (25)

wo 1 wie in Satz L9 erklirt ist.

Satz 11: Wenn
P1 < ... < Pr

1<p<Vy

die p mat

sind, so st (bei jedem a)
F(30; py, . .

lim > Pk) 15 ge—2C ___1__ :
h= Y _L é 5 0€ (l—e—ie)zﬁ'
(mod 30) 10g2 yqz/y ’([J(q)
Beweis; Bekanntlich ist
—C
II (1 _ l) ~
p=é P log &
H 1__i ~ 30 e—C :1:{5 e-—-C’.,
1=p=t P ¢(30) log¢ log &

‘ Offenbar geniigt es, zu jedem

also

(26)

.
15 gp—2C -
0 > 15 ce (l—e—ie)

eine nur von @ und 4 abhanglge positive Zahl y < } so anzugeben,
dass, wenn

'pl. ~ e <p];

die p mit S
TS p=sy

sind,

0% ass



i
RERUI i )
¥ =0 (mod 30) 10g2 yq/y w(q)
ist. (Denn bei steigendem ¢ steigt F(30; p,, ..., pr) nicht, und
die linke Seite der Behauptung des Satzes ergibt sich < 68, also
< rechte Seite der Behauptung.)
* Man wéahle y mit

0 <y < (1 —ei9),
1
1 0'6'“20 < a
it v

und alsdann eine von 6, § und y abhéngige Zahl ¢ mit

e > 1,
e~ < 1, (27)

1
&1} oe—2%C v < 4, (28)

.
t= e Te— 1< b (29)

Es sei
y=0 (mod 30)
und alsbald

1
y=77,
also
k> 0.

Wir setzen fiir 1 gz <k

Dann ist nach (1)
1——yi> l-—-g— >£’[>e—9

(2
Nun kommt das Analogon zur alten, aus dem Beweis von
Satz L 10 gelaufigen Konstruktion der (jetzt von y und @ abhén-
gigen) Zahlen
t> 0, ko,...,k,

mit
k=ky>k > >k,_1>k,_0
Li=JJ @ -—y,) gerade noch > e—8,
ki < G§l‘i__1 ]
bvivo ky, ks, ... sukzessiv je minimal gewihlt sind. Wegen

-
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.2
Iim — =0
p=w
ist hierbei
Ly <ee® fir 1< i< t—wy,

wo w, (desgl. nachher w, und w;) positiv ist und nur von 6, 4, y
und ¢ abhangt.

Offenbar ist

T — Q(t),
also nach Satz 10
t
ltl<o]] Ls
i=1 :
folglich nach (25)
t——l
Wird
k 1
A= My) = 1—=
(%) H( p.,)
gesetzt, so ist nach (26)
A~ L5 e ¢ s ° 31)
Y log(y)  * ylogy (
Daher ist '
t k
HL,:H(I—E)
=1 8=1 ps
2 1
k 1\2 F I_TTs k 1—-;
_— 1— = hd
g( p,) =11 izg 1.___2_
. ps 713/11 p‘
2
k 1'—~p— 1
<2+ 1—2H( +p_2)
s=111 _ | »ly
=

—20
~ 225
% i og? yﬂz v

aly
Zuletzt (d. h. fiir alle grossen y) ist also nach (28)

: v
Y 540 HL,' < &y 0 5% 2 log yﬂz v(q)

ifl aly
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72' g yq,y (@)
< B 5
10 ;
Da C <3 1st langt es also nach (30) noch
]_'I 2km = O(*)

za beweisen.
Nach (31) ist zuletzt

5 o—C
—T;— < eylogy. : (32)
~Nun ist o
1 v 1 v 2
1— ) <1—=24 — <l1— 2|1
( pS) - ps+p82 ( P,)( +P32)
2
1+ =
L

konvergiert; wird also fir 1 < i<t

] . L1
M; = 1] — —
' k- <:8[_<Iki___1( p")

gesetzt, so ist fir 1 <+ <S¢ — W, zuletzt

Mi__<_l/ eI (l—-—) VeL <m—ge—§e

k; <8=k;

‘ Wegen Pr,, = 2k ist nach (26) und (32) fiir 0 <m<t—w,
zuletzt

log (2knm) < e P e C[] (1 —_ —1—)_1

1=p=Ztk, \ P
< g L5 g—C 1\ 50 L
=P=Pky, v= )
< e¥y log y (ee—19)m. _ (33)

y sei alsbald so groB, daB ¢ > w,.
“Fir t—w; <m <t ist nach (33) zuletzt
log (2kn) < log (2kt—,) < ezy log y (ee—*")”"”'
zuletzt 1st also

-

138



t—~1 : ' o
Z log (2km) < wse?y log y (ce—38)t—s;
m=t—ws+1 “ ‘ .
wegen (27) ist also zuletzt
t—1 - .
z log (2km) < (¢ — 1) log ¥. (34)
m=t—w,+1
Aus (29), (33) und (34) folgt zuletzt
t—1

2 log (2kn) < (82)/ (ee—20)ym | ¢ — 1) logy = Ciog Y,
m=0 =O

2km < 9.
m=0
Satz 12: Iim: Ay < 1563_20_“175249'
_ y=w Yy Z 1 (1 —e™9)
V=0 moti0 jogt y 4 y(g)

Beweis: Es sei
y >0, y=0 (mod 30).
Die Losungszahl von

y=p+p, p< )y oder p <y

<oy,

ist
Die Losungszahl von
y=p+7,p>Vy >y
ist, da jedes p, mit 7 < p, < W weder in pnochin p —y = —p’
aufgeht, und da in p=a (mod 30) wegen p > ]/30 > 5 sicher
(@, 30) =1 ist,

<ZF3O pl)--v_pk)’

(a, 30) 1
wo die ¢(30) = 8 Glieder F sich auf das betreffende a beziehen.
Aus Satz 11 folgt also die Behauptung.

Zweiter Teil.
Numerische Rechnungen.

Hauptsatz: 8 <71
Beweis: Wir setzen
0 = 0,54.
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Da die Goldbachsche Vermutung bis 1021 wahr 1st geniigt
es nach Satz 13, (1), (2) und
o

16
— —2C ___
3 QG(@) € (1 '——'6_50)2

< 34

zu beweisen.

" Wir fithrten die folgenden Rechnungen ohne Benutzung loga-
rithmischer oder anderer Tafeln aus.
Fiir unser @ ist ,
©2e® < 0,5004;
also gilt (2); (1) ist klar.
Demnach ist

ko m 2m
o(0) <1+ 6Y, 0,5004" m=m.

L @m 4 1)
Indem wir fiir m > 3 die Abschitzung
mam 1 11 (Le2)™

< 1et)" — —
@em + 1)  4)x Gy 4)3z m
benutzen, finden wir

o(@) < 1,1174,
Andererseits ist

s o1 S
(r—1y =g &™)

1.1 1
p=13 825 400
<e <e =e ,
also : '
z 1
1 p>13(1’—'1)'
(o B) o )
ferner ’ ' ,
C > 0,577,
e2C > 3,17,
(1 — e—19)2 > 0,0559,
also

: 34¢2C (1 — e—198)2 > 6,009.
. Hieraus folgt - :

1% 00(0) < 16 123 1,1174
34€2C (1 — ¢—19)2 6,009

Cambridge, Berlin und Prag, den 14. Januar 1936.

*
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VSechna velka &isla 1ze vyjadfiti jako soulet nejvy¥e 71 prvotisel.
(Obsah piedeflého &ldnku.)

Schnirelmann dokizal tuto vétu: existuje éislo ¢, > 0 takové,
Ze kazdé celé &islo x > 1 lze vyjadfiti jako soudet nejvyse ¢, prvo:
disel. Tuto vétu lze vysloviti téZ takto: existuji dvé kladnd é&isla
Cq, C3 tak, Ze kazdé celé &islo x > c, lze vyjadiiti jako soudet nej-
vySe c¢g prvodisel. Nejmenéi takové é&islo ¢g (k némuZ existuje
pifsludné &islo ¢,) oznaéme znakem 8.

Trividlni je odhad zdola S > 3; o odhad shora pokusil se
nedévno Romanov; tvrdi, %e je S < 1104. Jeho prace obsahuje
viak — vedle tlskovjwh a poletnich chyb — také jednu pod-
statnou zdvadu: Romanov uvadi totiz asymptotickou formuli
o rozdéleni prvoéisel v aritmetickych posloupnostech, pii jejimz
odvozeni se patrné dopustil chyby; nebot — adkoliv Romanov
tvrdi, Ze jeho formuli lze dokazati malou zménou Landauovych
avah (Vorlesungen iiber Zahlentheorie, sv. 2) — nedovedeme do-
dnes rozhodnouti, je-li tato formule spravna ¢&i nespravni.

Na 3tésti dé se tato pochybna formule obejiti; a vskutku
podafi se nam v této praci dokazati nejen nerovnost 8 < 1104,
nybrz dokonce ostfejsi nerovnost § < 71. Zduraznu]eme viak
vyslovné, Ze praci Romanovové — pres vsechny jeji vady —
vdééime za jednu z hlavnich myslenek této prace; vedle toho
pouzivime jesté metod jedné Landauovy prace o Schnirelmannové
vété a jednoho vysledku Chindinova o jisté aditivni vlastnosti
¢iselnych mnozin.
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