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O rovnicich differencidlnych linearnych oby-
¢ejnych druhého Ffadu s fadou transforma&ni
oboustranné zakoncenou.

Napsal Dr. Frant. Rddl.

1. Znama jest duleZitost transformace pfi stanoveni obylejné
kvadratury. RovnéZ pfi fedeni rovnic differencialnych jak oby&ejnych
tak s derivacemi parcidlnimi osv&diila se transformace zvana infini-
tesimalni, pak transformace jmenovand kontaktni. Pfi rovnicich line-
arnych vySetfovanim singuldrnych bodt koefficienti umoznilo vy-
jadrit jistd feSeni konvergentnimi fadami. Jest v3ak téZ moind uziti
transformace pro tyto rovnice charakteristické, jak ukdzal Lup[ace
u rovnice 2" f. s der. parc. — rovnice Laplaceové —

_%z . 0z, 0z _
f(z)'—oxay‘ a ey b }~cz_0 )

V nésledujicim po vyloZeni transformace Laplaceovy ukdzano,
Je lze ji uZiti téZ u rovnic differencidlnych obycejnych a sice speci-
eln& fadu 2%,

2. BudiZ nejprve vysvétlena podstata methody Laplaceovy.
Jestlize ze systému

02y _ _ 0z :
ox + bz, = 0, z‘—-ﬂ;—f—az. )

vylou¢ime z,, obdrZime rovnici tvaru (1), v niZ v3ak koefficient ¢
je zdvisly na koefficientech a, . Rovnici tuto lze patrné podle (2)
snadno fesiti.*) Nevyhovuje-li viak ¢ této zdvislosti, uZil Laplace
pro rovnici (1) tvaru

[\4 0z
0.\" T+ bz, - hz =0, 2z, = :\y -+ az, (3)
odkudz vyloutenim 2z, a srovndnim s (1) obdrZime pro / relaci
h=c—ab—22
22

Moznd vSak téZ ze systému (3) vyloutiti z, nate% obdrZime

2%z,” oz ¥4
filz) = axij U] ]+b ! ILCIZI =0

téhoZ tvaru jako (1), av3ak s ]myml koefflclenty Plati-li o této rovnici
c—c‘b—ax—h,—o B
moZnd ji psat ve tvaru (2), tudiz Ize ji feSit, nale% rovnice pi-
vodni md feSeni 152
— —/1 ( l+ bz,).
Pak-li h, + 0, transformujme znovu atd., ptijdeme-li.po it
transformaci na rovnici, v niZ jest /; =0, moina rovnici itor “tydiy

*) O rovnicich tohoto druhu viz Slanek autoriv v Cas. p.p.m. a4, XLIL ’
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viechny pFedchdzejici Fediti a dand rovnice jest methodou Lapla-
ceovou integrovatelna.
Rovnici (1) moZnd téZ psat ve tvaru
02 0z

N ]az.—{—kz:O,z;:\x-sz, (4)
C C
kde vylouenim z , obdrZime pro k relaci
ob
k=c¢ — ab —.
oy

Je-li k=0, Ize rovnici (3) ihned integrovati, v pfipadu k + 0
vyluéme 2, nafeZ moZnd pfedeslé tsudky opakovati. .

3. Transformaci touto zabyval se petlivé Darboux*) a obdrZel
tyto vysledky:

Veliciny h, k nazval invarianty, pon&vadi se neméni substituci
z 2z a ponévadZ u rovnice transformované podle systému (3) plati

oHh -
ky = h, /1,=2/z—k+amy, (5)

pro transformaci dle (4) jest pak
hi=k k= 2%—nt+ K (6)

oxay

Darboux fedil pak tlohu,**) nalézti vSechny rovnice methodou
Laplaceovou integrovatelné. Opakovanou transformaci jednak dle (3),
jednak dle (4) obdrZel dv& fady rovnic

Ll feefioos IR T

jez spojil v jednu Fadu oboustrannou

N A N AN A N /DU (1)
JestliZe u rovnice f; pfedpokldddme f; = 0, poloZme
pro z; = ﬁ)c~.§aidy’

nale% rovnici f; moZnd dat tvar
026 A 20
oxdy  ox oy
kde A jest jistdi funkce x, y. Snadno stanovime u této rovnice

>

hi_ 1= k; a pomoci relace (6) h; 2, h; 3...., vSeobecn&
. A A
A R
ok dxP
A A wrIA
j‘l .
ki p=hi 51— ! Hp, Hy = % axay dXF Y
axoy o .
A AP A
WP e dXPayP

*) Darboux, Théorie des surfaces, tome M. p. 23. sq. (IL. vyd.).
**) Ibid. p. 135. sq.
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nateZ rovnici fi-, lze dat tvar
fio= 2% _MHp ' oz AlH), 0z - o H, dIHP !
PP axay 2y ax ox day ' oax ay

Je-li mimo to k.; = 0, obdrZime pro funkci A dosud libovolnou
jistou podminku. Predpokldddme-li hned z podatku ncjdfive, Ze
k ;=0 a hleddme-li rovnice f.;.1, f.j.2 ..., obdrZime pro rovnici
f-j . p analogicky tvar jako pro f,,, nateZ moZzna teprv pfipojiti pod-
minku A; = 0.

4. Nadepsany rozsifil methodu Laplaceovu na jisté rovnice
lin. s der. parc. fddu n”°, té2 v3ak na vSeobecné rovnice lin. oby-
&ejné. Pfi vy3§$im fadu neZ druhém jest teorie komplikovand a pfi
ptechodu na dvé& neodvisle prom&nné stdvd se vySetfovdni pfes
jisté analogie daleko subtiingSi. Omezime-li se v3ak na druhy fid
rovnice obycejné

FO)=y"a py+ a9 =0 ®)
obdrZime vysledky formulim Darbouxovym nédpadn& podobné, coz
v ndsledujfcim ukdzano.

z= 0.

Rovnici (8) mozZnd totiZ psat ve tvaru

Vitay o iy =0, p =y +(p vy ©)
nebo téZ pomoci systému
YL (p-a) Y+ ky =0, Y=y - ay - (10)

kde a je libovolna funkce; vyloudime-li z obou systémi resp. y,, Y,
obdrZime rovnici (8) a o invariantech h, k plati

_g(@ _fB (e _ 1
/I—T’, k= 3 (a_a' 11——;): n
znati-li g (z) rovnici k (8) adjungovanou
g(@)=2"—p7Z + (@@-p)z=0
Vyloutenim y ze systému (9) vznikne rovnice transformovand
Jfi (1) a snadno se presvédtime, Ze plati o této rovnici formude (5).
Pokradujice takto, obdrime opét fadu transformacni(7), v niZ vsak
na rozdil od Darbouxa i sousedni rovnice s indexem zdpornym na pf.
- f-j -1 nutn& souvisi dle téhoZ zdkona jako rovnice s indexem
kladnym na pf. f; 1, f;, totiz dle (9); systém (10) ndm slouzi pouze
k definici invariantu k, transformace jim definovand nema vlastnosti
fady (7). Formule (5), (6) mo¥nd psit ve tvaru

hl’ 1= kp. hpvl - th ‘}’ hp 1= dl;ilip,
@ik, .12
ko — 2+ ky 1= O, [

a na t&hto relacich u rovnice Laplaceovy zaloZena methoda Dar-
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bouxova v § 3.; plati-li tedy i o rovnici (8), lze tuditi té% uZiti
methody na jednu neodvisle proménnou.

Stanovme je3té vliv substituce y/2y na invarianty h, k. KdeZto
u rovnice (1) se touto substituci invarianty h, k neméni, coZ je
pro rovnici Laplaceovu podstatné, zmé&ni se po této substituci f(y)
v rovnici'f(;"v), jejiz adjungovand jest

gluz) 1

" =
takZe zustanou invarianty kéi nezmén&ny, nahradime-li transfor-
= ()

matni funkci a funkci a—r— i

Jsou-li ddny invarianty h, k, muZeme z rovnic (11) urditi
koefficienty p, g, takZie rovnice (8) pak zni (13)

| H(k N ‘:v+zl.\'(k~lz)dx+ka:0,

je-li integra¥ni konstanta = O.

@ y)

se pfesvéd&ime podle druhé relace v (9),-Ze rovnice transfcrmované
G
2

Kdybychom misto rovnice f transformovali rovnici , snadno

jest , zvolime-li za transformagni fukci op&t a - ﬁ' Zvoli-

Gy SiB y‘
8 #

poloZime-li transformacdni funkci @ = 0. Na zdklad& toho moZnd
dald{ vySetfovdni omezit na pfipad a = 0, afkoli pfipad z + 0
tivahy podstatné nekomplikuje.

5. Hledejme nyni rovnice (8) integrovatelné transformaci de-
finovanou systémem (9). Predpoklddejme predev§im u rovnice (8)
jako Darboux u rovnice (1) dle § 3., Ze h; = 0, takZe fadu trans-
formafni (7) nelze pokracovat za rovnici f; fada tato kongi tedy
na pravé strané touto rovnici. PoloZime-li v (9)

me-li tudiz 2 = 3, ddva rovnice transformaci rovnici

A
p=,,0a=0,

ma rovnice f; tvar
dlA a*lA

ﬁ—y+dxy+dx,y 0. (14)

Abychom urdili tvar rovnic fi—i, .., uvaime, Ze podle
prvni rovnice (9) souvisi rovnice f, f| relam

w+hy =0 (15)

takfe provedeme-li v rovnici (8) vzhledem k prvni relaci (12)
substituci
y! j‘ky dx
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a zbavime-li se integragniho znameni, obdrZime rovnici f ,
L, , dik dlk
fo=y" 1 dpt )y [k’l‘(!’l'I (,_\.O]yzov (16)

Utivajice tohoto tvaru odvodime z rovnice (14) snadno rov-
nice f; 1, fi »... Cili vieobecn&

W dl ,
fi p=Yy T (-(/X Akik .. k » l)_]' +
- ((l,i;.iA" Yk Yk )y =0 a7

Z této rovnice miZeme pomoci (16) odvoditi f; , ., shleddme pak,
ze koefficienty jsou utvofeny dle téhvz zdkona, &imZ tplnou indukei
tvar (17) je stvrzen.

Reeni rovnice f; jest

_q LG
n=4 SAd,\ B
a podle relace (15) obdrZime redeni rovnic f; 1, fi 2 ... Cili vie-
obecn&
1 [

o 1 (y',- ' "l'
Yime = T ke k:)‘
6. Mozina vsak odvoditi jak tvar rovnice f; , tak jeji feSeni
y: p podobné jako v § 3. u dvou neodvisle proménnych ve form&
daleko pohodIn&jsi. Z rovnice (14) odvodime totiZ
d*lA
dxz
a uZivajice fieti z relaci (12) obdrZime A; » h, 3,... &ili v8eobecnd&
indukci

. hi 1=k =

a4
d*l Cn p
kop=h p =, Hy Hy= ,:1 dr A
p‘lp ‘I‘ Al’.’_u -

Jest tedy podle rovnice (17)
AP gk = H,

i1
Abychom mohli indukci tuto doplit na dplnou, predpoklidejme
spravnost této relace pro index p, nateZ zbyvd dokdzat, Ze plati
pro index o 1 vy3si, totif Ze jest

WLk, =H . (18)

i pel
AvZak levé stran® moZnd dat tvar

. H
@k ) Clhickimn ke p) .k, ,,EiliH,,.Hp”I.k, "
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ponévad? plati dl 1 H, H,
kop= dx? H, = Hy* HP H,J !
jednad se o dokdzani relace Hﬂ H;.
Hon Hpao= g

PN
kterd plati dle zndmého theorému o determinantech, *)
Lze tudiZ rovnici f; , psdt v independentnim tvaru
_— da H,. y_, &y
L=y g i, Dy (e By =019
z néhoi pro p =i obdrzime rovnici hledanou f.

Regeni této rovnice uréime té% neodvisle, presvédtime-li se
analogicky jako Darboux pfi dvou neodvisle proménnych,**) Ze
determinant

Lo W ooy
DY Y L 14
I, = . (20)
NI

jest feSenim rovnice
.ar Lo dl dl
up = gy (o Ho ) o Ly Ho

z niz v¥ak obdrZime rovnici f; p substituci

Hy 1Ju, =0, (21)

Pongvadz plati b e
oneva att

P 1= Hy = Ay;
jest o = €, \ ddx + ¢,

a derivace 1, jsou imérny elementlim druhé fddky v determinantu
(20), jak je nutno, ma-li tento determinant hovéti rovnici (21).1)

Sestavime-li k rovnicim fady (7) Fadu rovnic adjungovanych,
pidme je ve tvaru

B AR A A - SN A (22)
nebof snadno se presvéd¢ime, Ze na pf. rovnice g, g souvisi pfi
a # o relaci
2y —az - hr==35,2,=2 — (p-a) z.

Rovnice k f; , adjungovand zni
dl H, ,v(ﬂ”
dx_ Hp
*) Ibid. p. 137, Weber, Algebra I p. 31,

) Ibid. p. 135,
+) Ibid. p. 138

5 H,.ilz=10. (23)

g rp=2"=| dx
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a, jako plati o rovnicich adjungovanych 2w fddu v32obecné, souvisi
s rovnici f; p substituci H
nolL

Yom "
takZe feSeni rovnic f, , @ .., jest resp.
T Y
Y = H, Upr2 = H, e
Kdybychom hned z poldtku § 5. predpoklddali a ¢ o, stali
dosaditi v (9) |

q pdx__

i
pro y=ace § M, 3%
nale? rovnice f; nabude tvaru

’

1 i g A
o) =0 [Pl () — Q-
("1 {)) i © dx “ O’

invariant k; md opét tvar d-'IA~
T dxe
a ostatni postup je 1yZ jako pfi a = 0. Rovnice (20) souvisi s fi ,
relaci
up = aHyy, 4o = edy = 0.

7. Nyni teprv vySetfeme pripad, kdy fada (7) konti se obou-
stranné na pf. na pravo rovnici f, tim, e h; = 0, na levo u rov-
nice f.;, takZe k ; = 0. Tato podminka vyzaduje, aby
a2l

;= 0;

dx? Hi i
podle relace (18) vymizeni k; , md za nésledek téz vymizeni H..,
tudiz podminka dand md v zapéti

AN LA
Higo ATAT =0, Hi 40, Hyy 120..., H 0.

kej=h , 1=

AL
Plati tudi? linedrnd rovnice
Co Al VAT e  A=0, ¢, + 0
o koefficientech stdlych libovolnych, takze
A= C,L’m"" _'r_ Czcm._.x ‘i’ o + C,uj VMg X
nebo téZ, vymizi-li nekteré z konstant ¢ na pr. ¢; ; lfc;,j, Civjil
= CeM -, Ciij1xr+Cjx—+—C:ja.
Rovnice (19) znati tudiZ pro p = i pfi libovolném A rovnice
s fadou transformatni zakonZenou na pravo; mé-li A hodnotu pravd
ustanovenou, md tato rovnice fadu zakonfenou oboustranné, téz

jeji feSeni je stanoveno dle (20). Tim iloha na zafdtku § 5. pfed-
loZend je rozieSena.
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8. Celé vySetfovadni moind obratit a hledat nejdfive rovnice
s fadou (7) koncici se v levo, t. j. s podminkou £ ; = 0. Pideme-li
rovaici f ; ve tvaru systému (10), moZnd ji pii a =0 dat tvar

fi=ytm=o

v némzZ poloime jeSt B
r=—p
Vzhledem k tomu, Ze k rovnici (8) zni rovnice transformovana f
p dthy ., .
=yt o=y —m=o
miZeme odvoditi z f ; postoupn& f ,.. f j.z .. C&ili vieobecn&
—_— i dl N Y L
Fae= = (G B )Y R
d*l
B ek )y =0
V elegantnéjsi form& obdrZime pro rovnici f.;
a*B
kjo=hj= dx?
a pomoci druhé relace (12) a tplné indukce, jako v § 6.
BB ...B
a2l /o el
hjop=kjopr= 0K K= L?B B
BrpBr+t... B%®

Rovnice f j.p md tvar
e (A —0 o
P =" (ax £ )y (g Ko 1Jy=0. @8

Nyni jest jasné, pro¢ adjungovand rovnice (23) ma analogicky
tvar jako pitvodni rovnice (19); v rovnici g i+p jest totiZ k_;., =0,
transformacni fada (22) kon&i v levo a jest moZna psat rovnici
2 i.p dle (24). TyZ dsudek plati oviem obricené o f; ;.

Je-li @ & 0, dosadme v (10) pro y = fo, takZe rovnice f ;
nabude tvaru

(‘ ,,r) —odli o~ Y8y —y
poloZime-li B dx
B = «% KW ::]4 H
pak jest opét 1B
. hi= dx?

a dal3i vySetfovani jest jako pfi a = 0.
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" Kongi-li fada (7) mimo v levo té% na pravé strang, je-li tedy
mimo k , =0 téz h, = 0, znali tato podminka

b= ki — Tl K = 08 Ky = 0,

dx*
takie B md lLiodnotu téhoZ tvaru jako A.
Invarianty rovnice f s fadou (7) oboustranné zakon&enou mozné
tedy dvojim zpfisobem stanoviti
ah

@
= et =g K k=

@y

dx? dx: K-

a moznd dosazenim hodnot za A, B presv&dliti se pfimo, Ze dvoji

hodnota pro kaidy invariant jest totoZnd. Podle toho moZnd dat
rovnici f symmetricky tvar

dl H; !

— ly— =

F=y"+ (4 Kj)y (g Hi) ¥ =0.

Napi. i, j=0,0; 0,1; 1,1 obdrZime pfi @ =0 rovnice resp.

S alA o, dIA A
YVt e V=00 VT ey =0

oo dIA | dAy diA | dlAy
T7(dx - dx“)y +(2 dx: T dx‘)y =0
v nichZ hodnota A4 jest urlitd, v kaZdé rovnici oviem jind a urdi
se dle predeslého.

Experimentalni prispévek k problému turbu~
lentniho proudéni kapalin.
Napsal josef Velisek.

Proudéni hydraulické &ili turbulentni poprvé konstatoval, odlisil
a popsal Hagen*) r. 1854. Zkoumal ve své préci vliv teploty a
tlaku na vznik turbulence a pokusil se téZ o jistou theorii, jeZ vSak
v dusledku toho, Ze vy3el pfi jejim odvozovéni z faleSného pfed-
pokladu o linedrném rozdéleni rychlosti po priiméru trubice, byla
nesprdvna. Pfes to v3ak jest jeho prace dileZita: obsahuje odlideni
nového druhu proudéni a fadu cennych pozndmek vztahujicich se
ke zkoumanému problému.

Price Hagenova polotila otdzku, zda v novém druhu proudéni
plati také obecné rovnice hydrodynamické a na €em zdvisi t. zv.
kritickd rychlost, t. j. rychlost, pfi niZ koni pratok Poiseuilledv a
zaling turbulence. Jak takové otdzky fe3iti, ukdzal ve svych kla-

*) Abhandl. d. Kgl. Akad. d. Wiss. 1854, Berlin.
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