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nice bodilt ab, b protnou osu X ve dvou bodech p. g, jeZ jsou
sdrazenymi poly kuZelosecky (G. P. V. 19. nebo C. M. XLVIi, 2.,
odst. 4); ¢P L X je polara pdlu p, pQ | X poldra polu g. Kuzelo-
seCka je sama s sebou v perspektivné involuci pro stfed p a osu P;
sestrojime tedy teti teCnu (U pfimkou homologickou k tené T
v soustavé (pP) : bod (PT) = m je samodruZny: k bodu (T, aa,) = « .
obdrZime homologicky ;v prisetiku paprsku pe s tétivou vo,, kterd
je sdruzena s t¥tivou au, nade spojnice m3 = U. Ctvrta pak teina
U, je soumérna k tetné U podle osy X. Obé& imagindrné kuZelo-
secky, jeZ hovi dloze, maji tedy redlnou osu X, realné body gq, a,,
b, by, redlné tecny 7, T\, U, U,.

2. lmagindrnd kuZelosetka bud ddna redlnou osou X, dvéma
redlnymi te¢nami 7, U a redlnym bodem a (tyz obraz); sestrojiti
jest ostatni dvé jeji redlné te¢ny a tii redlné body. Tetny T\, U,
jsou symmetrické k teindm 7, U podle osy X. Tyto &tyfi tedny
omezuji &tyFaheinik fmum, a uréuji osnovu kuZelosefek 2, jejiz
realné ellipsy lezi vniti Ctyfihelnika, rediné pak hyperboly (a jedna
parabola) v plochdch, jez leZi za vrcholy ¢tyfahelnika (G. P.111.88.).
Aby tedy kuZelosetka byla imaginarnd, musi dany bod g leZeti
v nékteré z ostatnich &asti roviny, danymi teZnami rozdélené. Spoj-
nice mm, == P,_an, = Q jsou sdruZené polary (G. P. V. str. 20.
odst. 6. nebo C.M. XLVII, str. 3., odst.6), body pak p, g na ose X
sdruZené poly. Druhy redlny bod kuZelosetky obdriime v bodé a,
symmetrickém k a podle osy X, tfeti 0 v prisetiku (pa, aq)
a ttvrty b, symmetricky ku b.

Analytické vyjadieni pohybu v prostoru.
Napsal Dr. Jan Vojtéch v Brné.

1. Libovoluému bodu P o soufadnicich X, ¥, Z (v soustavé
rovnob&zkovych soufadnic pravotihlych) at odpovidd bod P’ se sou-
fadnicemi X', Y', Z', soumérné sdruZeny k bodu tomu podle roviny

ax --- by —cz -+ d=0.

Transformaéni rovnice vyjadfujici soufadnice X', V', Z’ jako
funkce soufadnic X, ¥, Z (a konstant urujicich rovinu soumér-
nosti) obdrzime krétce odtud, Ze pravotihlé priméty vzdélenosti PP
na osich soufadnic jsou jednak X —X', VY-V, Z-Z', jednak
20 cos x, 2 cos 3, 2v cos p, kde ¢ je vzdilenost bodu P od dané
roviny a cos @, cos 8, cos y sm&rové kosiny normaly k roviné.
Protoze pak jest

a b c .
cos ¢ = s,cosﬂzs,cos ;-:S, kde s = @* - b2+

ar = % (aX -k 0Y 4-cZ + a),
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plati N =N — iu (aX | by

cZ . d) ~

= s]‘f [(s*-2a%) X —2abY —2acZ 2ad]

a obdobné pro V' a Z.

Téhoz vysledku dojdeme také tiebas z obou podminek sou-
mérnosti podle roviny, Ze totiz stfed spojnice PP’ o soufadnicich
LX), (YY), V(2 - Z) leti v dané roving a Ze smér
spojnice té, uréeny pomérem (X' \N):(V Yy:(Z  2), je to-
toZny se smérem normdly k rovin¢ dané.

Rovnice, jeZ vyjadfuji transformaci bodu (X, ¥V, Z) v bod
(X, Y, Z), soumérné k onomu podle roviny ax  by-{ ¢z | d =0
sdruzcny, jsou’ tedy
1) X =(s*—2)X 2abY -2ucZ 2ad.

Y = —20a X~ (s2 200)Y  2bcZ 2bd,
$?Z7 = -—2ca X 20V~ (s"--20) Z 2cd,
pii tem st —a* ! b o (2

Chceme-li v téchto rovnicich pro soumérnost podle roviny miti
smérové kosiny normdly k roviné soumérnosti cos @, cos (3, cos
a jeji délku n od potatku soustavy k roving, nabudou rovnice
rransformaZni tvaru (1.'):

X —-(1-2cos*e«) X—2cosa cos JY—2cosa cos Z | 2ncos «,
Y- 2cospgcoseX ' (1-2cos?3)Y— 2cosgcosyZ-} 2n cos ;3.
Z —2cos;coseX -2cos;cos Y (1 2cos*y)Z ; 2ncos ;.
kde opét misto soutinitele 1—2 cos* e lze pséti

—-cos? « - cos* # | cos?j nebo  cos 2«
a obdobn& u dvou analogickych soudinitel.

2. Rotaci prostoru kolem piimky jdouci potdtkem soustavy
o thel @ lze vidy poklddati za produkt dvou soumérnosti podle

. iy - P . 2]
rovin poloienych touto pfimkou a svirajicich spolu dhel -

Dvéma takovymi rovinami budteZ roviny
ax- byt+cz=0 a ax4by-+caz=0
(a budiz a,> — 0, —¢'=s8,% a,>+ b2 -- ;2 = %,%. Bodu
P(X,Y,Z)af odpovidd bod soumérny podle prvni roviny P'(X,Y, Z'),
tomuto pak bod soumé&rny podie druhé roviny P” (X", Y", Z").
Plati tedy (podle odst. 1.) vzorce :
$:X =(s,*—2a,%) X—2a,0, Y- 20a,¢,Z .
$Y =—2ba XN+ (s,2—202) YV —2b, ¢, Z
$2Z = —2c,a, X —2¢, b, Y4 (52— 26, Z
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X (st =200 X —2a,0,Y -2a,6,7
y” 20, a, X' - (st 26,9V -2b.¢, Z'

8,27 = 200, X' — 20,0, Y 4 (8.2 — 20,9) 2"
Dosadime-li z rovnic prvé soustavy do rovnic druhé skupiny,
obdrZime po upravé ’
8§08 X == (5,2 8. - 20,2 8.2 — 2a.% 8, - 4u, u,t) X - (da, 0,0 —
2a, b, s.* 20, 0, ) Y | (Haset 20,08, — 20,0.8,%) Z,
kde t = a, a, - b, b, + ¢, ¢,. a obdobné dvé rovnice pro ¥Y"a Z".

Pajde nyni o to, abychom do téchto rovnic transformalnich
zavedli elementy urujici rotaci, totiz smérové kosiny osy (jdouci

potatkem) a dhel rotace. Smérové kosiny osy rotatni cos e, cos 3,
cos ; urfime z rovnic

a, cos @« + b, cos 3 ! ¢, cosy =20

a, cosae + b, cos § -+ ¢, cos p =0
ve tvaru
b,co— by € s — CyQ a b, — a,b
cosa= " L L cosp=" ', Tocos = T 8
kde
rre=(bcy—b,c) (¢ ay—ca)* (a0, a,b)i=1s,285"— 12
t

- X ati « = .
O uhlu otodeni w plati pak cos o 5, %

Koeficient pfi X (ve vyrazu pro s,2s,* X") jest

(a,* 4 b,* + %) (a2 -+ b.* "|‘ ’-'-.'!) = 2a,* (a,* + b,* et —
20,2 (a* + b2 H- ¢ r 4a, a, (a0, + b, b, T =
= a*a’ - a*b? — a*c — brat 4 6,20 + b2et -
crat 4 b ' oore? 4+ 4a,a, b0, - 4a,a,¢,¢,; do-
plnime-li jej dvojtlenem 2b, b, ¢, ¢, — 2b, b, ¢, ¢, pozndvame, Ze
iej lze upraviti na tvar

(@ a,+b,b, 1 ¢, e, +(bycu—ci bo) - (c;a,  a,¢))*—(a, by —b, a,)?

= f* -} r*cos*a — rcos:fl — r*cos;.

» ;
Sem konen& miZeme dosadit t =s,s, * €08 ,, 1 V528, =
= §; 8, * sin g, takZe soucinitel pfi X nabyva tvaru

) -y
5282 [ cos? 2 —+ (cos? @ — cos® g — cos? ;') sin® 2J-
Tento vyraz lze, chceme-li, je3té dale upraviti na formu

8§, 8,7 [cos’ u: ~+ (2 cos? @ — 1) sin? Lzu] =

)
= §5,* (cos w - 2cos* a sin? 2)_
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Podobné jest moZno koeficientu pfi ¥ (ve vyrazu pro s,®s.,> X’)
dati tvar

2[(bycs—cy b.) (cyan—ayc)  (ayby byay) (aya, o0~ )=
= 2 (/*cos « cos 3 - rt cosy)
72‘_,‘__,'\ i'w Su) .o
= 25,% s,* |Cos « cos g sin g Cos ;* CO! 2)sm 2
= %5, (2cos @ cos § sin® (2” — cos y sin w);
koeficient pfi Z (tamtéZ) jest analogicky roven

25,28, [.cos a coS ;' sin ;q' cos g cos (é-)) sin o;

= §s,% (cos a cos y sin? {; - cosf sin w).

A obdobn& v rovnicich pro Y"a Z".

Rotace o tihel w kolem primky (cos a, cos 3, cos y) jdouct
pocdtkem soustavy, jet prevadi bod (X, VY, Z) v bod (X', VY, Z),
jest tedy vyjddfena rovnicemi:

w

(1) X = (2cos? « sin® ;’ 1 cos w) X - (2 cos @cos f§ sin? 0

" . [0 N
cos y sin @) ¥V 4 (2cos a cos y sin® 2’%— cos g sin w) Z,
2 — : v a3 cine @1
Y = (2 cos gcos a sin? 9 —-cos ;' sin w) X ~ (2cos* § sin? ol
L .
-+ cos w) V- (2cosp cos y sin? 2) — cos @ sin w) Z,

Z'—(2 cosy cos a sinzﬂz) — cos # sin w) X - (2c¢ys ; cos B

w

) . .
sint ¥ L cos @ sin w) ¥+ (2cos® y sin® 5

2 —cos w) Z.

Misto 2 sin® ;moino oviem vSude psdti 1 — cos w.

Tyto rovnice obsakuji pfimo elementy urlujici rotaci. MiZeme
viak dostati rovnice kratdi (a jednotnZjsi), zavedeme-li do koefi-
cientll rovnic ptivodn& nalezenych zkratky

1 t
a, a b, b, 4 ¢, ¢ 2]
W U 1 Uy O 16 cos =T,
$ Sy 2
b, ¢, b, ¢ Lo
v Y= cos @ sin | = Ay, .
S S 2 b
¢ a, — ¢ a L w
v ' = cos 8 sin = A,.
8y S, 2 ’
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a, by —a, b,
S 8.
(pfi CemZ plati Ay, = —- Ay, A = - A, A, = — A.).
Dostaneme tyto rovnice pro rotaci:
(” ) X' (7 T A"l' ‘Aan ‘Azsl) X+2 (4413 As:’ - Al-_- 7 Y
“I' (Al. R A],s T) Z:

V=2 (A Ay~ Ay, T) X - (T2 — A%, -+ A%, —A2) Y
+ 2, A, — Ay T) Z,
Z'=2(Ayp Ay, - Ay T) X+ 2(A A,- A, T Y
+ (Tl I Aﬂu ‘l‘ Ag - Azw) Z.
Potatek v indexech kueflcxentu je patrny. Soutinitele pfi X v 1.rov-
nici moZno jeSté zkrdtiti na 2 7% -~ 2 A%, — 1 a obdobn& sou-
Cinitele pfi ¥V a Z v 2. resp. 3. rovnici.
3. Rotace prostoru kolem piimky jdouci pofdtkem Ssoustavy
soufadnic ma rovnice {varu
X = oy X \“ e Y + 0y 2,
V=c¢ X+ V142
Z' =y X+ ¢ Y 4 35 Z.
Devé&t koeficientii cqx této transformace jest vdzdne Fadou rovnic;
protoZe totiz pfi uvaZované rotaci plati
e L Yl 7 — X 2 i 72
musi byti XeyeZz Xt ¥ 2

Gyt Cu - Gaw=1, ¢+ cmen-cmen =0
proh k=1,2,3ah + k

Témito Sesti nezdvislymi rovnicemi redukuje se polet konstant na
tfi: a vskutku je rotace prostoru kolem pfimky urfena tfemi pod-
minkami. PonévadZ produkt dvou rotaci kolem piimek jdoucich
tymZ bodem jest op&t rotace kolem pfimky prochdzejici timto bo-
dem, tvofi v3echny rotace kolem primek téhoZ svazku v prostoru
(kontinuitni) grupu s >c3 Cleny.

Za konstanty urCujici rotaci kolem pfimky jdouci polatkem
volime piirozen& smérové kosiny stanovici smér pfimky (pomér
tii veliCin, t. {. dv& velitiny) a thel rotace. Abychom tyto veliCiny
cos &, cos 3, cos y, €os w nalezli pro rotaci, danou horej§imi rovni-
cemi a tedy konstantami c,x, seSt€éme koeficienty ¢,;, Cosy €33 V rOV-
nicich II.; obdrZime

€y Cor T € = 25m22~'—3cosm-—l+2c05w
a odtud -

—
= cos 7 sin , = A

1
cos w = (eyy + €90 033 — 1)-
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Dale z vyrazit pro ¢;, vyplyva cos’a=(c;, —cos m): (1 —cos o) a tedy

Cos* ¢ =

obdobné nalezneme

= Oy G ‘—{ oty ST
3= ¢y — Can ! ‘ 3

Chceme-li urditi také konstanty T, Anw, obdrzime

cos*ff =

—Cu

| - : ; | N
T= 2 Yoy b e -+ 1 Ap = > Ve — Coom— s - 1,

Ay = ; V- "’ Cop - Caa+lr AL = ; \*('u 7C12+C.H+l'

4, Hledejme produkt dvou rotaci kolem piimek jdoucich po-
Cdtkem; jest to ovSem rotace kolem pfimky prochdzejici poldtkem.
Rovnice takové resultujici rotace miZeme obdrZeti, dosadice do
rovnic druhé rotace soufadnice otoeného bodu z rovnic prvni
rotace. PohodIngji je v3ak dostaneme timto zpfisobem:

Parametry prvni rotace kolem pfimky a v rovnicich I1." budtez
Ta Ani, parametry druhé rotace kolem pfimky & budtez Ty, B
parametry vysledné rotace kolemn pfimky ¢ oznatme T., Chx

Sectéme koeficienty pfi X v rovnici pro X, pfi ¥ v rovnici pro
Y'a pfi Z v rovnici pro Z' systému II’, tedy 27 - 24,,* — | atd,;
obdrZime

6T —3 - 2 (A%, -+ A%, - A%y) = 4T —1,
protote A%, 4 A%, 4 A%, = 1 — T~

Koeficient pfi X' v rovnici pro X" (bodu po obou rotacich) jest
(272 "lL 28?::{ T 1) (27"u2 *{“ 2A22:’. - I) ‘l’ 4 (Bm B:xz T Br_l Th)
(A‘ZS Asx - Az, Ta) "" 4 (312 Bza - Bls TI‘) (A“’ An o Asx Ta)
= AT, Tp* — 2T — 2T + U = 4Ty By - 47T Ay® +-
+4A232 B-_)sz - ZA:’:;-! ‘28232—1’ 4(‘4-23 A:n B::s Ba«_ A 2 A:! Bm st)
— 4T, (A~21 B,y By, ’KF'AM By, st) - 4T, (Bw Agy Ay~ By, Ay A»u)‘i‘

‘!’ 4 Tu Th (Am Blg + A;n BJ‘.\)'

Selt&me tento koeficient s koeficientem pii ¥ pro ¥V a s koefi-
cientem pfi Z pro Z"; dostaneme 127,27,% — 67 — 6Tp2+ 3 4
_l_ AT (I - Tbe) + ATy? (l - Taé) + 4 (Ay? B'z?.?'"‘{_.A:’.!a Bm'zJ._

At szz) - 2(1—7‘,,'3) -2 (1 - Tbi) J;’ 8 (A-zs By Aal By, +
‘]L” Af.”.a st Ass Brz‘i‘Am Bm A\:' Blz) —8T. T, (AI‘.’. B]g + Ay B«_':'. +
4 Agy Byy = 472 To?—1 — 8 Ty T (Ay3 Bro - Agy By + Ay Byy)
+ 4 (Ay? Bu? - Ayt By Av? Bi®) - 8 (A By Ay By, +
—I"A Bw An an + Asx Bn Aw Bw) - 4[Ta Ty — (A"x Bu "’
+ Ah Bxl + A]: Bl_’)] — L
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Srovndnim vyplyva
b Te=ToTo— (A‘_'!-', By, ‘E" Ay By ‘TL A B12)~
Koeficient ’;pﬁ X v rovnici pro X u rotace kolem pHmky ¢
a u produkta obou rotaci kolem  pfimek a, b jsou si rovny, t. I
272+ 2Cy® — 1 = (2Tp2 -+ By — 1) QT2+ Ayt — 1)1
+ 4 (Bys Bye — Biz To) (A Ay — Ay Ta) 4 (Bre By —
By, Tb) (Ay Ay — Ay Ta);
odtud se zietelem k vyrazu nalezenému pro 7. plyne
+ Cz:s = T4 By ‘i’" Ty Asy “|L' Ay B‘.ﬂ — By Ay
Obdobné plati
+ Gy = Ta By, + Ty Aa\ +Azs By — By Ay,
& Ciy = TaBiy + T Ay + Ay Byy — B;n Ay
Jestlize 1. rotace se stala kolem ptimky smé&ru (cos a,, cos f;,
cos ;) o thel w,, druh4 kolem pfimky sméru (cos a,, cos f,, cos 7's)
o fdhel w, a rotace vyslednd kolem pfimky sméru (cos e, cos f,

cos ;) o tthel o, upravime vysledky (co do znaménka vzhledem
k spec. pfipadu dvou soum&rnosti) na tvar

0,

cos 2 = cos 2 sin ' sin @

2 ) 2 2
kde cos 4 = cos @, cos @, -+ cos B, cos B, - cos 7, coOS ¥,
A tedy jest tuhel obou os a, b;

cos 2 cos 2
— cos Dcos
2 2’

cos @ sin = = cos «' sin A sin ' sin 22
2 : 2 2

— cos @, sin 2 cos 22 — cos a, sin 22 cos 2

1S sy 2 811 5 €055

a dv& obdobné, kde (cos o', cos 3, cos ;') je smér kolmy k ob&ma

danym, tedy cos «' sin 4 = cos §, cos y, — cos 3, cos 7,. atd.

5. Rotaci prostoru kolem pfimky obecné poloZené o rovnicich
ax—+0,y+c, z4d =0,
GxX+by+cztd=0

obdrzime jako produkt soum&rnosti podle téchto rovin, pfi Cem%

o uhlu rotace w plati

$; S, €OS g =a,a+0,b,+¢c (=1)

Do vzorce pro s,? 5,2 X" (v odst. 2.), kde X" je tsetka bodu
otofeného, ptibude pfi této obecné poloze rovin soumérnosti ¢len
4a,dt — 2 (a, 82 di a8, dy)

a obdobné& do vzorcli pro ostatni dv& soufadnice.
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Tento pfistupujici &len lze upraviti na tvar
w
2 5,28, (n, cos @, n, cos ¢, — 2n, cos @, Cos 2)

a obdobn& oviem ostatni dva, kde ny, cos ex, cos i, cos y, znali
détku a smérové kosiny normdly vedené poldtkem k 1.a 2. roviné
uvedené (pro & =1 resp. 2).

Aby tyto nové &leny v rovnicich rotace se zjednodusily, zvolme
za prvni rovinu soumérnosti jako slozky rotace rovinu jdouci po-
&atkem, tedy n, = 0. Dopliiky vyrazt pro soufadnice bodu otofe-
ného (ve skupiné 1l.) nabudou tim kratkého tvaru

2n,cos a,, resp. 271, €os 3, resp. 2m, cos y..

Misto délky a sméru normaly k rovin€ druhé soumérnosti
(sloZky rotace) hledme zavésti uhel otoleni w a konstanty urtujici
osu rotace, totiz jeji smérové kosiny cos @, cos 8, cos y, smérové
kosiny kolmice z politku k ni vedené cos «, cos #, cos y'a délku
této kolmice n.

Plati predn& n, =n sin Z Abychom Zddanym zplisobem ur&ili

jesté cos a,, cos @,, cos ;,, budeme feSiti soustavu rovnic

cos @, cos @ - cos 3, cos f - cos j, cos ;== 0,

- (0]
cos @, cos « I- cos f, cos ' 4 cos y, cos ;' — sin 9
cos? @, } cos* 3, - cost;, =1,

z nichZ druhd rovnice vyjadfuje, Ze normdla druhé roviny soumér-
11 [0}
2 2°

Vyloutime-li z rovnic t&hto cos 8., cos y, a zavedeme-li do
podtu kosiny cos «”, cos 8, cos 7" sméru kolmého ke smériim
(cos @, cos B, cos ) a (cos a/, cos ', cos ¢), obdriime rovnici
pro cos a, ve tvaru

nosti svird s prvni rovinou dahel

cos* @, — 2 cosa’sin  cos «, 4 sin® a sin? - — cos? ' = O
2 y 2

ol e

(pouZijeme totiZ pfi tiprav& vztahll cos B cos y' — cos J' cos y =
= cos «” a obdobnych dvou, potom cos? ” - cos® 3" | cos®y” 0,

"

cos f” cos 3y — cos f cos ;" = cos ).
Resice tuto rovnici nalezneme

fan @ " ®

cos @, = cos a' sin 9 T cos &’ cos

(se zfetelem k tomu, Ze cos® &' - cos? @ — 1 = — cos? ).

Misto cos ¢” miizeme ovSem psdti cos f# cos ' — cos f' cos y.
Obdobné vyrazy plati pak pro cos #, a cos 7. .

Pristoupi tedy do vzorcii (l1.) pro rotaci v pFipadé& rotace kolem
primky obecné poloZené sméru (cos @, cos f3, cos ;), majici od po-
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Cdtku vzddlenost n sméru (cos «', cos #, cos ;’) u vyrazu pro X
resp. Y’ resp. Z' tlen

.. (o] .
) -l n(2cos e sin® 9 -1 cos «" sin v),

VR ] .
-4 m(2cos § sin® - cos g” sin w),

«

~1-n (2 cos 3’ sin? cos ;" sin o),

2
kde cos a”, cos 8, cos ; jsou kosiry sméru kolného k ob&ma
smériim uZ uvedenym a tedy rovny cos g cos y' — cos ' cos p,

resp. cos y cos @’ — cos ¥’ COS e, resp. cOS @ oS ;' — COS «' ¢OS J.

6. ZvlaStnim pripadem rotace kolem piimky jest soumeérnost
podle pfimky jako rotace o tihel .. Transformacni rovnice soumér-
nosti podle primky sméru (cos «, cos g, cos ;), jeZ ma od po-
Catku vzdalenost n sméru (cos ', cos ¥, cos ;”), dostaneme tedy

(o]
= 1;

z rovnic (11.) a (IIl') pro cos w = — 1, sin o = 0, sin 2

jsou to rovnmice (IV.):

X' =(2cos* @—1) X+ 2cosacosgY 2cosacos; Z+ 2ncos,
Y- 2cosBcosa X (2cos23—1) Y2 cospgcosyZ+2n cos @,
Z'=2cosycose X+ 2cos;cos, )Y (2cosry—~1)Z+2n cosy.

Toté% vyjadfeni soumérnosti podle pfimky obdriime ostatné
i pfimo, formulujice analyticky tfebas podminky, aby spojnice bodi
sdruZenych byla kolmd k ose soumérnosti a aby stfed usecky
omezené body témi leZel na ose.

Vyrazy pro soufadnice bodu soumérného k danému podie
piimky (ve skupin& IV.) 1i§i se od vyrazii pro Soufadnice bodu
soumérného k danému podle roviny (ve skuping 1) v koeficientech
pro X, Y, Z pouze znaménkem, coZ je pfirozené. Nebof soumér-
nosti podle roviny, podle pfimky k ni kolmé a podle pruseiku
obou tvofi grupu o tiech (zimé&nnych) &lenech, soumérnost pak podle
bodu (a, b, ¢) méd rovnice X' =2a— X, Y'=26-Y, Z' -2c— Z.

Hledejme analytické vyjadfeni produktu dvou soumérnosti podle
ptimek p, a p,, jeZ maji smér (cos cy, cos gk, cos yi), vzddlenost
od potatku soustavy n; a smér této kolmice (cos s, cos ', cos 7'k}
(pro &k =1, 2).

V transformaénich rovnicich takového produktu maji souci-
nitelé u X, Y, Z po tpravé ty¥ tvar jako ve vzorcich (1l.), pfi temzZ
cos @, cos 3, cos y jsou smérové kosiny pfimky kolmé k ob&ma

0sdm soumd&rnosti a g—ﬁhe] t&chto os; opalnd znaménka koeficientil

ve vzorcich (IV.) vi& koeficientim ve vzorcich (I') se pii dvoj-
ndsobné aplikaci jich zajisté zrusi.



Clen prosty jest pak ve vyrazu pro X' tvaru

4n, cos «, (cos a, cos «'| 4- cos g, cos | cos ;' Ccos )
4- 2n, cos ¢’y — 2n, cos o,
a obdobné& prosté &leny ve vyrazech pro YV’ a Z.

Vsimnéme si. nejdfive dvou pfipadfi specidlnich. Jestlize osy
obou soumérnosti uvaZovanych se protinaji, jest produktem sou-
mérnosti té&ch rotace kolem osy kolmé k ob&ma pfimkdm oném
o thel w; nebot v tom piipadé mbZeme zvoliti osy p, a p, jdouci
potatkem, tedy n, = 0, n, = 0, a rovnice resultujici transformace
redukuji se na rovnice (il.).

JestliZe v druhém pfipadé zvldstnim plati cos @', =cos «', =cos,
cos ', = cos 3, = cos g, cos ;, — €oOs ;*, —= cO0S ;, t.|. piimka
protinajici kolmo ob& osy p, a p, soumérnosti-slozek prochazi po-
Catkem soustavy, zkrati se prosté ¢leny ve vzorcich pro X', Y, Z' na
2(n,—n,)cos «, 2(n,—m)cos B, 2 —n,)cos . Resultujici trans-
formace je pohyb 3roubovy s osou jdouci poldtkem 0 sméru (cos «,
cos 8, cos y), sklddaje se z rotace, vyjadfené rovnicemi(ll), a z trans-
lace, vyjadrené &leny pravé uvedenymi.

Abychom v obecném pfipadé zjednodudili prosté &leny ve vy-
razech pro soufadnice bodu transformovaného, zvolme pfimku p,
jdouci polatkem, tedy n, = 0; absolutni &leny ve vzorcich pro
X', Y, Z' redukuji se tim na

2n, cos «,, 2n, cos B, 2n, cos §',,
aniZ by se poruSila obecnost produktu dvou soumérnosti osovych.

Za veliCiny n,, cos «,, cos 3, cos ;*, zavedme sem konstanty
urCujici polohu ptimky p, jeZ kolmo protind osy p, a p, obou sou-~
mérnosti, vedle sméru jejiho (cos a, cos @3, cos ;') — jak je uZ ve
vzorcich (11.) — smér kolmice (cos &', cos @, cos ;), spusténé s po-
¢atku na ni, a délku n této kolmice, jakoZ i thel ‘; a (nejkratsi)
vzddlenost » obou mimobé&znych piimek p, a p,.

O smérovych kosinech kolmice jdouci potétkem k pfimce p,
plati rovnice

cos «’, €OS @, -}- cos 'y cos g, -~ cos ;’, cos ;. = 0,

cos «’y COS « + cos ', cos 3 -~ cos ;s cOsy = :,
cos? «y - cos? fy - cost Y, = 1, )

z nichZ druhd vyjadfuje dvéma zpasoby kosinus tihlu sevieného
uvedenou kolmici a pfimkou jdouci pofidtkem rovnob&iné k ose
mimobé&zek p,, p..

Odtud postupem obdobnym po&tu v odst. 5. nalezneme

cos oy = n (v cos @ - cos a, \/ni‘z: r?)
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a vyrazy analogické pro cos 3, a cos 7,; zde ]est (cos a, cos By,
cos 7;) smér kolmy k smérim pfimek p a p,, je tedy cos e, =
cos f# cos ;, — cos f, cos y atd.

Avgak z trojiihelniku, jehoz vrcholy jsou potdtek soustavy
soufadnic, pata kolmice s po&dtku na p, spusténé a pata kolmice
s polétku spusténé na rovnob&zku vedenou bodem (pp.) k pfimce p,, .

vyplyva relace n,® = »* 4 n* sin® ;; proto jest

, )
ny cos @, = v coS @ - n cos @ sin 2
2 . (O]
n, cos 'y = v cos g + n cos @3, sin o
. )
n, cos 'y, == v cos ;¥ -+ n cos y, sin 2

Abychom konen&€ z t¥chto vyrazll odstranili cos @, cos f,,
cos 75, viimnéme si, Ze pro tyto velitiny plati tytéZ ifi rovnice
jako pro cos e,, cos §,, cos ;. v odst 3. jest tedy
“ 4 cos & ¢
o cos ,
a obdobn& pro cos s, cos ;;, kde (cos a”, cos g”, cos ") je smér
kolmy k sm&rim (cos e, cos 3, cos y) a (cos a', cos §, cos 3').

Shrneme-1i cely vypolet, shleddvame, Ze soufadnice bodu
(X, Y, Z), vanikajiciho z bodu (X, ¥, Z) produktem dvou soumér-
nosti podle piimek obecn& polozenych, jsou soufadnicemi tohoto
bodu vyjddieny ve vzorcich skupiny (I.), k nim% ptistupuji u X’
resp. Y’ resp. Z' Cleny

)

cos @, = cos « sin

D @ .
-~ n (2 cos @ sin? 2 + cos e” sin w) 2 v cos ¢

—+ n (2 cos § sin® @

- cos B sin w) + 2 » cos B,
2 T

-+ n (2 cos y sin® 2—{— cos p” sin w) -+ 2v cos 7.

Spojené vzorce skupmy (I1) a (V.), podavajici soufadnice bodu
transformovanéha (X", Y, Z') jako linedrni funkce soufadnic bodu
ptivodniho (X, Y, Z), jsou analytickym vyrazem obecného pohybu
v prostoru, totiz pohybu Sroubového kolem osy (obecné poloZené)
o sméru (cos @, cos §, cos ¢), jejiZ vzdalenost od potdtku sou-
stavy soufadnic md délku n a smér (cos «/, cos 8, cos '), pfi
ZemZ (cos a”, cos g”, cos 7”) je smér kolmy k ub&ma smérim
uvedenym; pohyb ten sloZen je z rotace kolem osy o ihel o
a z translace podél osy o délku v.
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