Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Bohuslav Hostinsky
O kftivosti ploch druhého stupné

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 40 (1911), No. 3, 296--305

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123225

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1911

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123225
http://project.dml.cz

296

0 krivosti ploch druhého stupné.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Ellipsoid, jenz jest ddn v soustavé pravouhlych sou-
fadnic rovnici

LA (0

jest obsazen v soustavé konfokalnich ploch druhého stupné:
2

x? y* 2%
a+2.+b+).+c+l—1’ )

kde A znati proménny parametr.
O Kkonstantich a, b, ¢ predpokldddm, Zze vyhovuji pod-
mince
a>b=>c>o. 3)

Rovnice (2) jest pro obecny bod (z, y, z) prostoru vzhledem
k A ttetiho stupné. LeZi-li bod (x, y, 2) na ellipsoidu (1),
jak budeme pFedpoklddati, md (2) jeden kofen rovny nulle;
druhé dva kofeny u, v jsou elliptické soufadnice na povrchu
ellipsoidu *).

Vyjéddiime-li, Ze rovnice (2) jest splnéna pro 1 —u a
pro 4 = v, obdrZime dvé rovnice, které spolu s (1) uréuji z,
y a z jako funkce parametri «, ». Tak odvodime znamé vzorce

R a(a+u)(a+ ) |
T @-hH@-o |
v b+ u)(b+v)
I ) } 4
g+ wic+v) |
T (e—a)(c—D) ]

ve kterych jsou pravé strany kladné, omezime-li « a » pod-
minkami .
—a =S U= —b=v=—c )

*) O konfokélnich plochich druhého stupné a o soufadnicich ellip-
tickych jednaji spisy: Zamé: Lecons sur les coordonnées curvilignes;
Salmon-Fiedler : Analyt. Geom, des Raumes I. Darboux: Legons sur les
systemes orthogonaux; Xirchhoff: Mechanik; Staude: Analyt. Geom. des
Punktepaares etc. a j.
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Za téchto podminek poddvaji rovnice (4) parametrické vy-
jddieni jednoho oktantu ellipsoidu, volime-li na pf. v8echny od-
mocniny (z, ¥ a 2) kladné.

Budiz déle R, hlavni polomér kfivosti, patifei ke kiivo-
znalné caie
v == const.

a R, druhy hlavni polomér kiivosti patfici k druhé kfivoznatné
tafe

u == const.
a poloZme

: 1
=% Tr T RE

2. Derivace dle » a dle » budeme oznalovati indexy u
resp. v; zavedeme-li zndmé zkratky *)
E=azityit+z, G=z+y +a,
vypotitime z rovnic (4) snadno, Ze

(w—v)u o (v —w)v

fGFfmbtwetw "~ EatbFoeFor

K vypottu kiivosti plochy jest nutno zavésti jesté t. zv.
veli¢iny druhého ¥4du L a N definované rovnicemi.

E=

Lo Loe Ty Ty T Ty
VEG .L =| Y Yu Yo |, \EG.N=| Yw Yu Y» l,
Zun Bu By By By 2y
Jejich hodnoty jsou
_ abe (u — v)
4a+wO+w+uw\Vw’
abe (v — u)

T 2@+ 00+ 0+ v Vs

*) Uzivim vSude oznageni Scheffersova (Einfohrung in die Theorie
fier Flachen; viz str. 501, kde jest pfehled formuli pro pfipad, Ze » a v
Jsou parametry kfivoznaénych é&ar).
20
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Dle znidmych vzorcd jest (cf. Schefters L. c.)

__EN+ GL_\jabe( 1 1)
H—*ﬁrﬂ—aﬂ—+7 (6)
LN  abe
K= 5= v (D

L __1\jabe 1 N 1 \/'Jc
—E—VV%’&-G—T w O
Odmocniny jest voliti tak, aby H, K,

3. Z rovnic (8) vyplyvé, Ze

2R, aR 3\/
u - abc

Funkce I'(u, v), kterd souvisi s kfivosti K jednoduchym
vztahem
2 =i 2 (uv)?
F(u,v) = 4_.K‘=—§—§/_),
3\abe
mé tedy tu vlastnost, Ze jeji prvni derivace rovnaji se hlavnim
polomérim kiivesti:

AF N
3% =R, — o =R,.
4. Prikrotme nyni k hlavni tloze této price: vySetfiti édry
konstantni kfivosti na ellipsoidu, t. j. kfivky, podél kterych

kf¥ivost m4 stdlou hodnotu K.

PoloZme o
B=\/2 )

rovnice (7), kterd nabyva tvaru
C w=F, 10)

jest jiz rovnici hledanych éar; eliminujeme-li touto rovmici v
z rovnic (4), obdrzime formule vyjadfujici soufadnice z, y, #
jako funkee parametru . JestliZe pak eliminujeme w z né-
kterych dvou téchto formuli, obdrZime projekce hledanych &ar
do hlavnich rovin ellipsoidu. K diskussi ndm staéi priméty do
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rovin ay a zz (Jez se protinaji v nejdelsf ose ellipsoidu); na-
znatenym postupem odvodime snadno rovnice téch priméta:

x? y*
=0T —h e —h =L (11)
bla—c¢) a(b—ec¢)
z? . 22
y=0, a(ac — k) - clac — k) — L. (12)

ca—b) a(c—0b)

Tedy:

édry konstantni krivosti na ellipsoidu jsou prostorové
kfivky CGtvrtého stupné; praméty jejich do hlavnich rovin
ellipsoidu jsou koncentrické homothetické kuseloseCky.

Vzorei (11) a (12) lze snadno piehlédnouti prib&h téch
tar. Vyjdéme od vrcholu C' (o, o, \e ), jenz mé elliptické sou-
fadnice

w=—-—a, v=——20,
a v némz kiivost mé minimum K, dané rovnief

= °
C T ab’

~ UvéZzime-li, e maximdlni kiivost K, jest ve vrcholu 4
(Va, 0, 0), jenz m4 elliptické soufadnice

K

u=——=0 v— —g¢
a Ze tedy
a
K"_b_c’

vidime, Ze parametr % dany rovnici (9) klesé z nejvétsi hod-
noty ab aZ na nejmensi hodnotu be, kdyz k¥ivost roste od K.
do K,.

Necht z potatku jest & médlo mensi nez ab; ktivky (11)
jsou malé ellipsy, které se zvét3uji s klesajicim %, az pro

k= ac (13)

obdrzime ellipsu, kterd se dotyk4 ellipsoidu ve vrcholech
B(o, == Vb, 0) a lezi celd uvniti- ellipsoidu. Zmensuje-li se &
jesté ddle, protinaji ellipsy (11) ellipsoid ve &tyfech redlnjch
bodech; dosdhne-li konetné k svrchu uvedené minimalni hod-
20%
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noty, dotykd se ellipsa (11) ellipsoidu ve vrcholech A4 (+ Va, o, 0)
a probihd mimo tyto dva body dotyku celd vné ellipsoidu.

Kfivky (12) jsou hyperboly o spoleénych asymptotdch;
je-li & = ac, jest Oz jejich redlni osou, je-li & = ae, jest redlni
osou Oz.

V piipadé (13) redukuje se hyperbola na ony asymptoty.

Priibéh éar konstantni kiivosti mozno dle toho naznaditi
asi tak: Kiivky konstantni kiivosti tvoff v blizkosti vrcholi
A a C, kde md kifivost maximum, resp. minimum nekone&né
malé ovaly, které se zvétiuji, vzdalujeme-li se od fetenych dvou
vrcholi; spoletny mezni tvar ovdld jsou dvé ellipsy, které se
k¥izuji ve vrcholech B ellipsoidu. Podél téchto dvou ellips mé
ellipsoid konstantni k¥ivost K, danou vzorcem

K, = 2
ac

5. Jednd-li se o vySetfeni ¢ar konstantni kiivosti na hyper-
boloidu jednodilném n. dvojdilném, staéi pozméniti p¥iméfens
podminky (3) a (5); tak lze vSechny p¥edchozi vypoéty a tvahy
pfizpiisobiti nové dloze. Véta o primétech ¢ar konstantni k¥i-
vosti do hlavnich rovin, vyslovend v pfedeSlém odstavci, plati
patrné i pro hyperboloidy.

Diskusse redlnich tvari by neobsahovala nic podstatné
nového; proto ji zde pomijim.

6. Vysetime jeSté cary konstantni kiivosti na paraboloidu
x'} yQ .
7+T+25—07 (14)
predpoklddati budu paraboloid ellipticky a to

a>h=>o. (15)

Elliptické soufadnice u, v na paraboloidu (14) jsou urteny
rovnici

zQ yﬁ 6
m-i—m-*-?/i—l_o, (1 )

kterd predstavuje konfokélni paraboloidy, jest tfetiho stupné v 4
a md, je-li (z, y, #) bod paraboloidu (14), koteny o, u, v.
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Podobné jako dfive odvodime vzorce

o a(a+ufa+v)

22—

b—a
y = a—0b

|
|
b(b + u) (b4 v) }(17)
|
20 =a-+ b+ u-to, |

které vyjadiuji parametricky jeden kvadrant paraboloidu, jsou-li
parametry » a v jsou omezeny podminkami

—w=Zu=<—-a=v=<—bh (18)

7. PonévadZ » a v jsou opét parametry kiivoznalnych Car,

miZzeme poditati k¥ivost préavé tak, jako v odst. 2. Provedeme-li

vypotet velitin E, F. L a N na zdkladé vzorcd (17), dojdeme
k nédsledujicimu zajimavému vysledku:

Veliéiny E, F, L a N pro paraboloid obdriime, jestlie
ve wveorcich odst. 2., ktéré vyjadiuji obdobné wveliéiny pro
ellipsoid, prosté vynechdme faktory

¢, ¢+ u, ¢+ v

Misto rovnic (/) aZ (8) budeme dle toho miti pro para-
boloid (17)
ab( 1 1 __ab
=Vz (27 + ‘v—)’ K=

v
A= IVE L=tve

a podobng, jako v odst. 3.,

oF AF
Rl —w 2 =’—;)—u7
kde jest poloZeno ,
2 ~3 2 (uv)?
Fu,v)=——.K ‘:?%.
3Vab “

8. Cdry konstantni kiivosti moZno urtiti podobng jako
v odst. 4.
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Priiméty jejich do soufadnicovych rovin jsou

2 2
z2=o, a d +b y =1, (19)
7 (k— ab) " (k — ab)
20 bk — ab)
— 2 —
5=0, yr=- a4 U (20)
_ __ 2a® a(k — ab)
Y=o xg—b__az“" b —a (21)

parametr k jest uréen rovnici
ab
]3 = \/-’KT’
kterd ukazuje, v jakych mezich jest 4 obsazeno: vzdalujeme-li

se od vrcholu
u——a, v=—2~0,

kde nabyvd kfivost maximdlni hodnoty —i—b, ubyva kfivosti; v ne-

koneénu jest kfivost rovna nulle. Z toho ndsleduje, Ze % roste
od ab do nekoneéna.
Rovnice (19) az (21) interpretujeme geometricky takto:
Ciry konstantni krivosti na elliptickém paraboloidu pro-
mitaji se do teéné roviny vrcholové jako koncentrické homo-
thetické ellipsy; do roviny sowmérnosti paraboloidu promitaji
se jako shodné paraboly o spoleéné ose.
Srovnejme je§té paraboly (20) a (21) s fezy paraboloidu
rovinami yz a zz:
z =0, y? = — 2bg,
y=0, 22 = — 2az;
vzhledem k podmince (15) jest patrno, Ze paraboly (20) v ro-
ving yz jsou obrdceny k vrcholu paraboloidu stranou konkavni,
kdezto paraboly (21) v roviné zz jsou k nému obrdceny stranou
konvexnf; priseky parabol (20) a (21) s paraboloidem jsou vzdy
reélnf.
Jest samoziejmo, Ze analogické tvahy vedly by v ptipadé
paraboloidu hyperbolického k podobnym vysledkiim.



303

Pribsh ¢ar konstantni kiivosti jest pro dvé specielni
plochy druhého stupné znézornén pfipojenymi obrazei.

Obr. 1. ptedstavuje priméty car konstantni kiivosti na

(2=

ellipsoidu

do rovin xy (v dolni tasti obrazce), xzz (v hofejsi tdsti) a pii-
sludné obrysy ellipsoidu. Zobrazeno jest celkem 7 &ar; hodnoty
kiivosti K na téchto &ardch byly voleny tak, e mezi maximélni
a minimdlni hodnotu kFivosti bylo interpolovédno pét ¢lend
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tvoficich s nimi fadu geometrickou:

0140 ..., 0081 ..., 0047 ... 0027..., 0016..., 0:009...,
0005 . . .

Obr. 2.

Prvni a posledni ¢ara jsou utvofeny pary bodovymi A4, A’
resp. C, C'; &tvrtd &dra jsou dvé ellipsy, kiizujici se ve vrcholech
Ba B'. '

Obr. 2. predstavuje priméty &ar konstantni kfivosti na
paraboloidu

2 2
—%—+%—+2z=0
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do rovin zz (v dolej3f tasti obrazce), yz (v hofejsi &dsti) a pii-
slusné obrysy paraboloidu. Mimo vrchol 4, kde jest maximélni

kiivost — > Jsou zobrazeny t¥i &ary, na nichz md ki¥ivost

hodnoty
1 1 1

60’ 600 * 6000" .

0 geometrickych a fysikalnich methodach

k urceni parallaxy sluneéni.

Dr. Karel Vodigka.
(Pokracovini.)

Splosténi zemé 2z pokusi kyvadlovych. Pii theoretickém
vypottu tize vyjdeme z okolnosti, Ze gravitaini pole zemské m4
centrum svoje v tézisti, které tedy pfi vypocétu potencidlu I

z

Obr. 3.

zvolime za poldtek soufadnicového systému. Pak méjz element
zemsky dm ve vzddlenosti ' od tézidté soufadnice z, y, 2, bod
potencidlovy pak ve vzddlenosti R v blizkosti povrchu zemé
soufadnice £ 7, & (obr. 3.). Vzddlenost bodu potencidlového od

A
elementu dm budiZ » a dhel Ry’ budiz p.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T11:18:41+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




