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II. Quel est le lieu des plans qui font avec ¢ un couple aux.
angles donnés ¢,, @,? Les droites b’ forment une partie d’un
complexe quadratique et de I'un de deux complexes linéaires. Le
premier a I'équation 15) en coordonnées pliickeriennes. C’est un
cas métrique spécial d’'un complexe de Hirst. Ce complexe et les
deux complexes linéaires ont en commun deux congruences qu’on: .
reconnait encore comme des congruences de Hirst. Leurs droites
-sont les tangentes communes de deux hyperboloides de révolution
20). Les b’ des plans qui font avec @ un couple d’angles égaux,
remplissent deux congruences linéaires. Si cet angle a une grandeur
donnée, les b’ sont situées sur Phyperboloide 23).

Il Etant données deux droites a, b dans I'espace a quatre
dimensions, le lieu du point P pour lequel les deux plans (aP),
(b P) font un couple d’angles ég- ux se compose de deux variétés
cubiques 3 deux dimensions. La premiére est donné comme linter-
section des trois su faces 29) et contient ool de drmtes qui joignent

les points du cercle & ceux de la droite X, Xz. de la maniére
indiquée par 30). L’analogue a lieu pour la Seconde équation 31).

Prispévek k pouziti diferencidlnich rovnic
v pojisiné matemalice,
Napsal Dr. E. Schoenbaum.

L.

Cilem této prdce jeét ukdzati, jak lze s vyhodou poufZiti teorie
diferencidlnich rovnic k odvozeni d&leiltych vét v oboru pojistné
matematiky 1)

1. Abychom odvodili diferencidlai rovnici pro hodnotu ne-
pfetrZitého Zivotniho dichodu, vyjdeme z této tivahy:

BudiZ [ (x, f)®) polet osob, které zbyvaji po uplynuti doby ¢
od polatku pozorovdni z pottu I (x, 0) x-letych osob v uzavieném
a homogennim souboru individui, z néhoZ déje se vystupovdai
pouze umirdnim, tedy phsobenim jediné pti¢iny vyluky; budiz ddle

i trokovd mira, vzatd za zdklad vypodth a » = ——, diskontni

1+

1) K literatuFe o pfedmétu poznamendvam, Ze diferenciélni rovnici pre- -
miové reservy odvodil poprvé v r. 1875 dansky astronom Thiele; rovnici
pro obecné hodnoty se zabyvd pojednani Jorgensenovo: Exmge emerkungen
tiber die Thiel:sche D fferentialgleichung der Primienreserve® Jahrb. f. Vers.
‘mat 1914-a A. Loewyho pojednani: ,Zur Theorie und Anwendung der Inten-
- sitdten in der Verslcnerungsmalematlk Sltzgsber d. Hudelberger Akademie
der Wissenschaften 1917,

9 O funkci dvou proménnych [ (x, £) pfedpokladejme, ie ma derivace.
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faktor; koneln& oznalme a® (x, ¢) hodnotu takového ndroku pro
€lena onoho souboru, Ze vyplaci se v Casovych intervalech vzdale-
nych o 7 a sice na pol4tku intervalu obnos z on&m osobdm, jeZ
jsou v dob& vyplaty jesté€ &leny souboru.

Z definice plyne ihned vztah
() I(xa?@xt)=1(xt+2)-a0(x, t+12). v— I(x,0)-7,

uvéZime-li, Ze na potatku intervalu (¢, ¢ -+ 7) bylo vyplaceno I (x, f)
osobdm po &dstce v a Ze na konci ¢asového intervalu jest tu jesté
A (x, t 4 7) osob, z nich kaidd md novy ndrok a®(x, t -+ 7).
Odetteme-li tento vztah od identity

[, t+71)-a0(x, t +2)=1(x, t+7) a®(x, t + 1),
délime-li v a nechdme = konvergovati k 8§, obdrZime ihned diferen-
cidlni rovnici pro a (x, #) spojity (Zivotni) diichod vypldceny ne-
pretriité¢ ve vysi 1 rolné.

d _ _ - S Rl A
dt.[z (x, )7 (x, t)]—l(x, f) a (x, t)zlino T L (x,1).

Zavedme pojem intensity urokové J vztahem
1 .

e = —;

v .
obdrzime pak diferencidlni rovnici v jeji nejjednodussi formé&,

d _ _
€2) ;,—t(l[xut- a[x]+t) = 0l+t-ap+t—Ip+s

pfi ¢emZ uZivdm jiz oznaleni obvyklého v odborné literatufe. Inte-
gratnim faktorem této rovnice jest, jak lze snadno dokizati, e—%,
tak Ze jest

d - — ot - — ot
dt Ipgte-ap+e-e ]=_—e g4t

oznaCime-li — st _
' e . lx+t=Dg+i
Y
e - drt. Am+e=Np+1

-mime vztah :t[N [x]+f] = — D+,

tak Ze obdrZeli jsme nejpfirozen&jSim zplisobem tak zv. &isla ko-
-mutadni a vztah mezi nimi.

- Zavedme ddle pojem intensity vylukové (v daném pﬁ’padf.
Aimrtnosti) vztahem '

1

L d,
Iq+e dt x1+¢ [x]+1-



150

Po krdtké redukci rovnice (2), provedeme-li dfive derivaci na
levé stran® jeji naznalenou, obdriime

d a g+
3 —idt[—]—t’: (et 9) . apgee—1,

jakoZto definici dfichodu @ [y, diferencidlni rovnici prvého Fddu.

Z odvozent jest patrno, Ze pfedpoklad konstantni tirokové miry-
neni nutny, Ze lze tedy 6 povaZovati za funkci £ Ddle jest patrno,
%e diferencidlni rovnice pro obecny dfichod, pfi ném% vyplata za-
visi na dob& f zplisobem vyjddfenym funkci ¢ (f) (intensita vy-

platy), zni
da (x, _
@  REED b)) — e,
kde% a jest nyni funkci &ar ve smyslu Volterrové (fonction des lignes).

Z rovnice (3) nebo (4) lze odvoditi snadno fadu zajimavych-
vé&t o vztahu dmrtnosti a drokové miry, aniz bychom ¢&inili pred-
poklady o analytickém charakteru funkce g To v3ak neni tikolem
této prace.

2. Predpoklddejme nyni, Ze imrtnost pozorovaného souboru jest
vystizena uspokojivym zplisobem tak zv. Gompertz-Makehamovou
formuli

(5) - ’ lxzk.s‘.gcx.
‘Vskutku jsou vyrovndny podle tohoto vzorce tém&f viechny

tabulky Zivotniho pojidténi a to v urlitych mezich argumentu x-
velmi uspokojivé. Z relace (5) plyne ihned

v, 1 ]

(6) Ux _—[;-E—Iogs-}—clogc.logg

zavedeme-li 1 1
p— —_— == l == 1

log — ,a,logg g, log c =7

miZeme téZ psati

(7) ' . .ux=a+ﬂ-)’-e7’x»

tak Ze umrtnost souboru jest ddna konstantami e, 8, y; diferencidin
rovnice pro ax+¢ zni potom?)

(8) dax“—‘( a6 Byer ™ty go — 1.

i~ % K vili jednoduchosti vynechdvam v dalsim oznaceni argumentu [X],.
ale uvahy plati beze zmény pro tabulky o dvou argumentech vyrovnané
- podle vyrazu f[xj+: = C[x + Bix Yixg € 1 + 9, kde tedy velitiny e, 8, ¥
jsou funkcemi X.
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V této rovnici provedme nyni transformaci proménné takto:

poloZme axit=Y
Berx=1L a
e’t=u;
odtud plyne yudt =du
day:t dy dy du dy
a tedy a6 T dt ~dedt T dd

Méni se tedy pfedloZend rovnice takto:

yu @t otiyw yer=0

a poloZime-li jesté
i—tfé = o, jest
4
dy (o 4 ¢ L
()] du (‘l’l’“{‘bcl)}"f"?,u—o

a koneéné zavedeme-li y = % zmé&ni se rovnice takto:

@) u%~(a+§u)é+l=0.

Touto diferencidlni rovnici definovand hodnota diichodu jest
zdvisld na veliCindch y, { a o a prostfednictvim t&chto velitin na
stdfi x a na trokové intensit€¢ J a na piivodnich konstantich z&-
kona dmrtnosti.

Pro aplikaci je dileZita a vyhodna pozndmka, Ze jediny sin-
guldrni bod rovnice (9) v kone¢nu u =0, vede vzhledem ke vztahu
ert—qu
k hodnot&€ f= —oco, tedy k hodnot€ nemozZné, jeito y=log ¢ je
vidy positivni &islo, nebof ¢ musi byti > 1, je-li 0 <s << 14

Integrace rovnice (9) ne€ini obtiZi, pfi CemZ pocdteCni pod-
minkou jest, Ze pro x = w (nejvy33i stati) jest y=0; lze v3ak obdrZeti
pifimo z rovnice celou fadu vlastnosti transcendenty, kterd jest
ji definovdna.

Uvazujme za tim ‘GEelem hodnoty dfichodu pro jinou tabulku
imrtnosti, vystizenou rovnéZ Gompertz-Makehamovou funkci, oviem
s jinymi konstantami e,, 8,, 7, a pfi jiné drokové intensité dJ .

Hodnoty diichodu ax, jsou tu ddny co feSeni rovnice
dy, _ (% 19
10) = (pra)nt =0

9 Pro rakouskou tabulku umrtnosti Ms je na pfiklad
¢ = 1'08074, g = 0995894, s = 0-998070.
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pfi podmince y, =0 pro u=w, nebo ji ekvivalentni
’ dz
(10) u—(ﬁll—-—(a,—}—élu)zl-}—l——-o,
pii Cemi y1=§’—-
/i1
Stanovme nyni veli¢iny {, a o, tak, aby

G=0,  L=§

pak stivd se rovnice (10) identickou s rovnici (9') a jest tedy
v daném pfipadé

z2,=2,
tedy , Wh=y7
. Cili Vi=yl=y.o
/1
zavedeme-li oznaleni 0= ;’ .
1
Podminka o, =0, v3ak znamend, pfejdeme-li k pfivodnim ve-
- li¢indm,
| &0 _ et
g v
nebo-li ' v ay, —a y 0
0. —o L4 T—™% e __ %,
1 y T ; 0 +
a podobné . . §,=C znamend

Byenx = . evx Eili
71x1=7‘x+1ﬁ—‘1181

X, =0x "'{*“ flj—};l‘alzyx_{__ b,

,kdeZ a, b jsou konstanty. '
Z téchto vztahi dochdzime k velmi dile¥ité v&ts:

Hodnota doZivotniho diichodu a,, pro stdfi x,, pti
tirokové intensité d,, tabulce imrtni skonstantami
@, B, 7, rovnd se ¢ ndsobné hodnot& ditchodu a, pro
stdfi x, pfi intensité trokové J a pfi intensité amrtni
s konstantami «, 8, y. Pfi tom jest x a ¢ stanoviti ze vztahi

: 0
g=l, 0,=—-+a, x,=e¢x-+b.
oo e
Miéme-li tedy tiplny system hodnot a, pro v3echna x a pro
v8echny trokové intensity J pfi urité tabulce tmrtni, vypolte se -
hodnota ay pro libovolnou jinou tabulku Gmrtni linearni transfor-
maci proménnych x a J a n4sobenim konstantou o.
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Tato vé&ta velmi dilefitd také pro praktn.ké aphkace plati
obdobné& pro jiné hodnoty pojistné neZ ay.

Jedn4-li se o hodnotu dfichodu s vyplatni funkci ¢, tedy o di-
chod stejnomérn& stoupajici, jest relace mezi pfislusnymi hodno-
tami a, jak plyne z pfisludné rovnice diferencialni

(54—

27\2
Vi = ()y—gzy

Y1
a obecn& pro vyplatni funkci ¢ (f)
w(t):ao"‘*'alt_j‘agtg“}‘ ------ ant"
jest vztah mezi odpovidajicimi si dachody:
h=(@et+a e+ ae+...... an@"*") y.

Tento vztah ndsleduje co pfimy diisledek z jednoduché véty o in-
tegralech linearnich rovnic diferentidlnich nehomogennich.%)

3. Uvahy, v prede$lém oddilu provedené lIze roz§ifiti ihned
na zobecnéni Makehamovy formule Quiquetem,) ktery z obec-
nych tvah dostdvd pro intensitu ux vyraz

uy = a + X y;e”i* @i (x),
kde y; jsou konstanty a ¢; (x) polynomy.

V tomto pfipad& jest vSak praktickd aplikace obdobné véty
velmi nesnadna, kdeZto ,universalni“ tabulku, sestrojenou podle
theorie v pfede$lém oddilu vyloZené, navrhli a sestojili témé&F sou-
tasn€ Blaschke (1903,") a Gram.s)

4. Z rovnice (9) nelze seznati primo souvislost funkce ji defi-
nované s jinymi zndmymi transcendentami. AvSak derivujeme-li
rovnici tu, obdriime linearni diferencialni rovnici druhého fadu,

(1 N (R NS LR N P )

tedy rovnici Fuchsova typu, jejiZ FeSeni lze povaZovati za dege-
nerace fady hypergeometrické nebo Besselovy.?)
w*:)vvinz na pf. Goursat: Cours d’Analyse mathématique 1I. Ed. IL sv. 401.

) Quiguet: Comptes Rendus 106 (1888) a 109 (1889) a Atti del IV. Con-
gresso internationale dei Matematici. Roma.

7) SeSit IX. der Mitteilungen des Verbandes der 6. u. Versicherungs-
techniker 1903 a Vers. wiss. Mitteilungen 1914, 9. sv. 1. ses.

8) Gram: Aktuaren 1. seS. p. 57. 1904; zédklady theorie najdou se jiZ
u Makehama.

© 9 Po funk&né teoretické strance studoval rovnici Pochhammer a Graf
Mathem. Annalen Bd. 38, Bd. 41 a Bd. 45.
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V druhé &4sti této prace budou ze studia této rovnice odvo-
zeny né&které zajimavé véty a vztahy ke zndmym transcendentam.

Na tomto mist&¢ budiZ odvozen je3t& z rovnice (9') rozvoj fetéz-
covy. Za tim uCelem piSme ji ve tvaru

(12) z(a—{—.u(ﬁ—lizz—’):l, nebo téZ
1
otut .
Derivujeme-li (9') n-krdte podle u, obdrZime
uz®+W 4 nz® — (o +ul)z®W—_.n-z0 V=0

2 =

a odtud PACN —n.i
DT T T T S mr D)
o+ul—n—u—"—z
a odtud tedy, +ul z®
, 1
TP YIS Jaxst = e e R
. ul
ol —- o 2ul
otub— V=T
specielné jest pro t =46, tedy u =1,
- 1
'y ax= Z: ——
o + [ R — B —
g + C—1 — — ~2§
: 7 o4+ 8—2....

Retézec tento vyskytujici se té% v theorii t.zv. netipiné funkce
gamma konverguje sice, jeZto { je positivni a ¢ realné,1?) ale kon-
vergence jeho je pomald.

*

Contribution a I'application des équations différentielles
‘ a la science actuaire.

(Extrait de Particle précédent.)

Dans cette premiére partie de son travail Pauteur établit
I'équation différentielle pour la rente viagére continue, connue
d’ailleurs, par les travaux de Jorgensen et Loewy. La forme la
plus simple de cette équation est celle-ci:

@) A @ y=61 a —1
dt x4+t x+¢ Kt x4 x4t

19) Nielsen: Handbuch der Gammafunktion str. 218,
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Le facteur d’intégrabilité de cette équation lui donne la forme

nouvelle
d « , _65 —0 tl
— a e )= —e
dt “ixit 3]+t [x]+t

qui fournit la définition la plus naturelle des nombres de com--
mutation. En supposant que le taux instantané de mortalité est
donné par P'expression de Makeham

) Ux=a-fB.y.e'*

on obtient I'équation pour la rente viagére dans la forme
¥ (a+1) .
®) da*“_.( atdd-Bre  Ya —1, oued=1-i
x+t

Par la substituttion g8e'x={¢, e”!=u cette_équation se change en
cette autre

e @iy a4 1=0

@9
v .

finalement & une équation du type fuchsien

) u(‘;—;—(a—i—é‘u)z—{—l—:o.

11 est important, pour les applications, de constater que le seul
point singulier existant, soit =0, est exclu dans les cas qui se
présentent dans la pratique.

et par une seconde substitution =0, y= ’ Z elle est ramende:

Pour une autre table de mortalité, ajustée suivant la loi de-
Gompertz-Makeham: u,, = @, -+ @, 7, e7%, une équation analogue
a lieu:

(0) — (o FLwz+1=0.

Quand on a 6, =90, {,=¢, c. 4 d, 61=%—|—a, X, =e0x-+b,

oit a, b sont des constantes et ¢ =yl, on a ax, = @ ay. De la suit

1
immédiatement la théorie des systémes de tables due & Blaschke?) et
Gram?®). Pour lafonction de payement ¢ () =a, +a, t }+...-}a.t*
on a a(x, ) =(a4% ¢+ e +...4+a.¢") a (x, 9).
1) Heft I1X. der Mitteilungen des Verbandes der 6. u. Versicherungs-
techniker, 1903, Versicherungswiss. Mitteilungen, 1914, t. 9., Fasc. 1.
®) Gram, Ak.uaren 1904, fasc. I, p. 57.

dz,
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Les considérations faites dans ce travail sont valables encore
pour Pexpression de lintensité 2énéralisée par Quiquet dans la
" -forme puy = a + X yi e @; (x). En dérivant I’équation (9), on
obtient I'équation

(1) uggf+(1~o+gu)g—§+gz=o,

.dont la solution peut &tre considérée comme une série hyper-
.géométrique ou une série de Bessel dégénérées. Ces solutions
.ont été étudies, au point de vue de la théorie des fonctions, par
~Pochhammer et Graf. De I’equation (9) suit la fraction continue

.convergente
1
=Y A= 1= I .
6+ ui———— 2ug
Tt 2

+ul—...

Grafické methody v kartogratii.

B. Salamon.

I

Konstrukce mapy jest zvlaStnim pfipadem problému o zobra-
zovani plochy na plochu; pfi ni specidln& kulové, nebo ellipsoidické
plochy na rovinu. Ze svych tvah vyluCujeme konstrukci plan,
ponévad? se pfi té applikuje toliko podobnost mezi rovinnymi

. zjevy. Omezujeme se tedy takto jen na mapy geografické. Podle
zobrazovaci methody, jejiZ volba zdvisi na mnoha faktorech a ktera
_jest rovn&Z zajimavym problémem mathematickym, nesestrojuje se
-v8ak v praxi celd mapa. Ponévadz se totiz ddvé zobrazovaci method&
forma poltarskd, ve které se vyskytuji jako neodvisle promé&nné
ve vzorcich zemé&pisné souradnice, anebo veliCiny, které se z mnich
musi dfive odvoditi, 1ze podle ni konstruovati toliko obraz sit&
+(z polednikli a rovnob&Zek) a obrazy té€ch mist tizemi, jejichZ
geograf. soufadnice jsou 'zndmy. Pramenem pro ostatni materidl
‘byvaji kartografovi jiné mapy téhoZ lzemi. Z téch se daji sice na-
_jiti geograf. soufadnice jednotlivych zobrazenych bodi, ale grafick4
.interpolace k tomu potfebnd jest jen hrub& pfibliznd. Data z ni
odvozend — dosazena do vzorch — dala by vysledky, jejichz
spolehlivost nebyla by pfim&fend pracovni ndmaze spojené s vy-
- pottem, Graficky postup byl by tu mnohem pfipadngj$i. Kromé&
-toho byva takovych bodii veliké mnoZstvi a nad to jsou vypocltové
-vzorce ponejvice dosti sloZité. Kartograf-praktik obchdazi z té&chto

’
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