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Par suite, ces points sont les points n-uples d’une involution du degré
n et de lordre (n-1) I*_, déterminée d’'une maniére univoque par
un quelconque point d’inflexion pris pour point n-uple. On a, de
plus, n=2%¥ — (—1)* Tous ces points sont ,remarquables* et ils
sont au nombre de n®=22% -1 (—2)k*"

O ploSe naplnéné osami kiivosti odpovidajicimi
spole¢nému bodu 3roubovic stejného spédu na
svazku rota¢nich valcu.

Napsal Dr. Viad. Masek.

V roviné podorysné m-ddn jest svazek kruZnic o zdkladnich
bodech A a B. Jednotlivymi kruZnicemi tohoto svazku proloZme
rotaoi vdlce a uvazu;me na nich Sroubovice (levé i pravé) vychd-
zejici z bodu A a majici dany spdd fge. BudiZ bod M stfedem
libovolné kruZnice k svazku. Je-li R jejim polomé&rem, lezi stfed
kfivosti S bodu A obou Sroubovic na vdlci kruZnici k jdoucim na

paprsku AM ve vzdélenosti MS = R .fg?e od stfedu M.

PonévadZ tento vztah ziistdvd v platnosti pro stfedy kfivosti
pfislu$né spole¢nému bodu A v3ech vvaZovanych Sroubovic, plati:
Stredy kfivosti bodu A vSech Sroubovic napliuji v priimétné »
pfimku d kolmou ku A B a majici od boku A vzdélenost r. (fg2a—1),
je-li r polomérem nejmensi kruZnice daného svazku kruZnic.

PonévadZ déle v kazdém bodu pfimky d protinaji se vidy dvé&
osy "kiivosti, jest primka -d dvojnou pitimkou sborcené plochy,
kterou v3echny uvaZované osy kfivosti napliiuji. VSechny tyto osy
kfivosti sviraji s primé&tnou 7z tihel 8 = 90° — a. Jest tudiZ ridicim
kuZelem hledané plochy sborcené kuZel rotacni. '

Osy kfivosti odpovidajici bodu A obou Srouvbovic na libovolném
z uvaZovanych vdlcli, prochdzeji sttedem kfivosti na pfimce d a leZi
v roviné padorysn& -promitajici. Plati tudiZ: Pddorysné priméty
povrchovych pfimek uvaZované sborcené plochy obaluji parabolu
p 0 ohnisku A a vrcholové teéné d.

Z dosud uvedenych vlastnosti hledané plochy plyne nésledujici
jednoduché jeji projektivni vytvofeni: Protneme-li te&né roviny
parabolického vilce jdouciho parabolou p kolmo k 7 kolmymi k nim
* te¢nymi rovinami fidiciho kuZele o vrcholu v ehnisku A této paraboly,
obdrZime povrchové pFimky plochy. Vytknuté tedné roviny kuZele
tvof involuci, s kterou jest svazek teZnych rovin parabolického
vélce prolektlvni

Zvolime-li prisedik pfimky d se spojnici AB za polatek O
pravodhlych os soufadnych x,y,2, z nichZ osa y se ztotozfiuje se
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spolnici AB a oznalime-li a Vzddlenost bodu A od osy x = d,
“abdrZime, pokralujice dle uvedeného vytvofeni plochy, rovnici jeji
ve tvaru ‘ ‘
OF ©xt (2%gle—yt) = (2%ge — > —ay)®

Z.rov. (1) vidime, Ze hledana plocha jest sborcenou plochou
4. Fddu. jak té plynez vy§e uvedeného jejiho projektivniho vytvofeni.
Oznalme ji P

Pro z=20 plyne z rov. (1):

-y lo—a)+ =0,
Praimé&tna (xy) protind plochu P* v ose x co pfimce dvojné a v nulové
kruZnici A.

Pro y = 0 plyne z rov. (1):

22 (2%tg%a — x?) =

Rovina (zx) protind plochu P* v ose x co pfimce dvojné a v phmkéch
a a b danych rovnici 2 = + x colg a. ,

Pro x =0 plyne z rov, (1):
&) (z*tg*e —y* 4-ay)*=0.

a ' .
PoSineme-li politek sm&rem osy y do bodu Q(y:g)‘ prejde

rovnice kuzelosetky dané rov. (2) do tvaru "

-
®) , ( a acotga) I
Z rov. (3) plyne, Ze rovina (yz) protind plochu P* v dvojndsobné

hyperbole h, jejiz jeden vrchol jest totoZny s ohniskem A paraboly
obrysové p a druhy leZi v polatku O os soufadnych.

Dvojnd kfivka plochy P* sestdvd tudi z dvojndsobné pFimky
d = x a z dvojndsobné hyperboly h.

- Roviny asymptotické, dotykajici se plochy v nekonené vzdi-
lenych bodech jednotlivich povrchovych pFimek jsou, jak patrno,
totoZné s te¥nymi rovinami fidiciho kuZele plochy o vrcholu A. Plati
tudiz:

Asymptotické roviny vSech povrchovych pfimek plochy P* obaluji
rotaéni kuZel, majici vrchol v ohnisku A obrysové paraboly p.

.. Pon&vadZ stopy rovin asymptotickych v priimé&tng = tvofi
svazek paprskovy o vrcholu A a priméty pfidorysné jednotlivych
povrchovych pifimek plochy P¢ stojf ku odpovidajicim paprskim
tohoto svazku kolmo, plati: Centrdiné roviny jednotlivych po-
vrchovych pfimek plochy P* jsou roviny pidorysné promitajici.
Striként kfivka plochy P jest tedy totoZnd se skuteénym o(yrysem
plochy P+ prt promz’ta'nz’ do pramétny (xy)-.
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Eliminaci x z rovnice obrysové paraboly p a 2 rovnice pl()chy
P+, obdrzime po vhodné tipravé co stranorys strik&ni kfivky rovnic

' 2y (22 )
@ (a a cotg a =1
) Srovndme-li tuto rovnici s rovnici (3) dvojné hyperboly ,h'
sezndvame, Ze strikéni kfivka plochy p* promitd se do roviny (yz)
.co hyperbola totoZnd s dvojrou hyperbolou h.
Strik¢ni kfivka sama jest prostorovou kfivkou 4. Fddu, nebof

jest pronikem vdlce parabolického kolmého k n s vdlcem hyperbo-
lickym jdoucim hyperbolou » kolmo k (yz).

Libovolnd rovina ¢ rovnobé&znd s prtimétnou (xy) ve vySiz==b
protne plochu P+ v kfivce, j2jiz plidorysny praimét obdrZime, na-
nadime-li, jak patrno, na tefny paraboly p od proseCiku jejich
s te€nou vrcholovou na obé strany délku d =b.fge, t.j. délku
poloméru kruZnice, v niZ protind rovina g fidici kuZel plochy majici
vrchol v ohnisku A paraboly p. Protind tudiZ rovina ¢ plochu
P* v kiivce 4. Fddu zndmé pod jménem orthokonchoida pfimky *)

Urlujeme-li zndmym zplsobem phidorys skuteéného obrysu
plochy pfi promitdni do roviny ndrysné, obdrZime jeho rovnici,
po poSinuti poCdtku os soufadnych smérem zdporné osy y do bodu

a
O’ vzdéleného od O o g Ve tvaru

45) : x2(y—g>=4ay.2.

Rov. (5) jest rovnici tangentové kfivky paraboly.**) Plati tudiz:
Pdadorysem skutecného obrysu plochy P* pfi promitdni do roviny.
ndrysné jest tangentovd krivka paraboly. Poloparametr zdkladni
paraboly této tangentové kfivky jest 4a a pol jest totoZny s bodem O.

Zddnlivym obrysem plochy P* v ndryse jest kfivka 6. fdu ***)
jejiz rovnici lze snadno uréiti.

Z dalsich vlastnosti plochy P* uvedeme pouze konstrukci
vrzeného stinu plochy na rovinu (xy) v pfipadé, Ze svételné paprsky
jsou rovnobé&Zné s libovolnou povrchovou pfimkou plochy a zminime
se o dvou vyznaénych pfipadech tohoto osvétleni.

ProloZme rota¢ni fidici kuZel plochy kruZnici & opsanou hbo—
volnym polom&rem kol poldtku O (obr. 1.). Pfimka povrchovi,
s kterou jest smér paprsku rovnob&iny, nechf promité se smérem
tohoto paprsku do bodu V' na kruZnici k. Budtez p; =¢, pﬁdorysné
priméty pfimek p a ¢ plochy, jeZ se protinaji v bodu D dvojné

*) Dr. H. Wieleitner: Spezietle Ebene Kurven. 1908, p. 69.
**) Dr. H. Wieleitner: Spezielle Ebene Kurven 1908, p: 48.
#%) (2L @2)s L (16 2%0%g’e -+ 8 a¢ — 20 a*x? — x4) 2P & =0

Ny
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pfimky d = x. Vedme vrcholem V pfimky p’ a ¢' rovnob&iné
s p aqavyzatme jejich prisetiky P’ a Q' s kruZnici k. Pak
rovinobézky vedené s ptimkami P’ PV aQV bodem D 1sou vrienymi
stiny ptimek p a ¢ na rovinu (xy).

_ P#imo plyne, ze X V'Q'O =} ¥ V'OP', nebof prvy jest thlem
obvodovym a druhy sti‘edovym nad tétlvou P’'V'. PonévadZ jest
déale vrZeny stin pl_l_ ¢, plati: Vrzené stiny plochy P4 v ptipadé,

Obr. 1.

Ze sv&telné paprsky jsou rovnobé&Zné s libovolnou pfimkou plochy,
jest ktivka, kterou obdriime, protneme-li teCny obrysové paraboly
p plochy P4 teCnou vrcholovou a vedeme-li v t&chto priisedicich
symetrdly uhlli, jeZ sviraji teny paraboly se smérem s, ptidorysu
svételného paprsku. Ktivka obalovd téchto symetrdl jest vrZenym
stinem plochy na rovinu (xy). .

Zajimavé pfipady tohoto osvétleni obdrZime, je-li svételny
paprsek rovnobé&Zny s pHimkami Fidiciho kuZele leZicimi vrovindch
(xz) a (y2)-

V prvém piipad& jest mez vrZeného stinu krtvkou obalenou
symetrdlami uhli, jeZ sviraji teény obrysové paraboly p s teCnou
vrcholovou. Je-li A ohniskem obrysové paraboly p o vrcholové
teCn& d=x (obr. 2), a je-li bod D priisetikem libovolné jeji tetny -
¢, s te€nou vrcholovou, jsou symetrdly m a n Ghlu, jejZ svird te€na
g, s teCnou vrcholovou, teénaml vrieného stinu. Op1§me pravotihiému

trojihelniku AOD kruZnici o stfedu S. Pak t&tivé OD odpovidad
obvodovy tihel O/\ql a tedy polovi¢nimu dhlu an1 odpovid4

polovi¢ni oblouk ND = % OD. Proch4zi tudiz pi‘imka n koncovym
bodem N svislého priméru kruZnice. Podobné& pfimka m prochdzf -
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druhym jeho koncovym bodem M. Pfi mé&nici se telné ¢, paraboly

p naplni body M a N rovnoramennou hyperbolu o vrcholech A a O.
Ponévadz spojnice AM a AN jsou stale kolmé ku pfisluSnym
polohdm ptimek m a n, jest hledand kfivka obalovou ramena
pravého thlu, jehoZ jedno rameno jde vrcholem rovnoramenné
hyperboly a jehoZ vrchol probihd tuto hyperbolu. Plati -tudiz:
Jsou-li svéteiné paprsky rovnobéiné s piimkami plochy leZicimi
v roviné (xz) jest vrZenym stinem plochy na rovinu (xy) negativnt
dpatnice rovnoramenné hyperboly pro jeji vrchol co pdl.

Dotytné body na jednotlivych polohdch ramen pohybujiciho
se pravého tihlu plynou bud pfimo pomoci geometrie kinematické
neb moZno je pouzitim plochy P* sestrojiti jednoduSe néasledovné:

UvaZujme doty&ny hyperbolicky paraboloid plochy P* podét
pfimky ¢. (Obr. 2.). Asymptotickd rovina pfimky ¢ jest jeho jednou
rovinou fidici. Za pfimky druhé soustavy tohoto paraboloidu volme
dvojnou pfimku d= x a pfimku a kolmou k = jdouci dotyCnym

Obr. 2.

bodem Q, primétu g, pfimky g s obrysovou parabolou p. Je-li
p¢= n stopou svételné roviny jdouci ptimkou g, musime vyhledati
v této rovin€ leZicl pfimku druhé soustavy rovnobé&Znou s rovinouw
fidici urenou pfimkami a a x, t. j. s rovinou ndrysnou. Prlimé&tna
n protind uvaZovany hyp. paraboloid v pfimce x a v pfimce r,, jeZ
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prochdzi bodem Q, rovnob&in€ se stopou asymptotické roviny
piimky g, tedy jestr, 1 ¢,. Vedeme-li priiseCikem X stopy p¢=n
s pfimkou r, pfimku A, rovnob&Znou s x, jest tato plidorysnym
pramé&tem hledané pfimky h hyp. paraboloidu leZici v roviné e.
Bod R, v némZ pfimka # protind pfimku g, jest dotyénym bodem
foviny ¢ s plochou Pt Priimé bodu R smérem uvaZovanych
paprskii svételnych ztotoZni se vSak s bodem X, jenZ jest jiZ
“hledanym dotylnym bodem te€ny n= p¢ s uvaZovanou negativni
dpatnici hyperboly. Podobné v priisetiku . pftimky r, s pfimkou m
lezi doty¥ny bod Y.

Dospéli jsme k ndsledujicimu zajimavému a jednoduchému
stanoveni bodi dotyku negativni Gpatnice hyperboly pro jeji vrchol -
"co pél, uvaZujeme-li tuto co obalovou kfivku pfimek pialicich
odchylku te€en dané paraboly p s teneu vrcholovou: Vedeme-li
normdlu v dotyéném bodu Q, libovolné tecny q, paraboly p, pro-
tind tato symetrdly m a n uhli pfimky q, a tecny vrcholové v bo-
dech X a 'Y, jeZ jsou dotyénymi body negativni dpatnice rovno-
ramenné hyperboly obalené pfimkami m a n.

. Z rovnice kfivky*) plyne ihned, Ze bod leZici na ose y ve
vzdélenosti y = 2a jest jejim bodem vratu.

Je-li smér svétla rovnob&Zny s pfimkami fidiciho kuZele plochy
{ezicimi v rovin&€ (y2), t. j. s asymptotami dvojné hyperboly A, jest
dfive uvedend konstrukce vrZeného stinu.plochy na rovinu (xy)
ndsledujici: OtdCi-li se paprsek kol ohniska A obrysové paraboly
p, obaluji vrZzeny stin symetrdly uhlfi, ktery svird tento otdlejici
se paprsek s osou x.

Jest ziejmé, Ze paty kolmic spust&€nych z ohniska A ku t€mto
symetrdldm leZi na pfimce. Ozname ji v. Vrienym stinem jest
tudiz kfivka obalend ramenem pravého thlu, jehoZ vrchol probihd
pfimku v a jehoZ jedno rameno prochdzi stile bodem A. TudiZ
v tomto pfipadé vrZenym stinem plochy P* na rovinu (xy) jest
parabola y konfokdini s obrysovou parabolou p. Parametr jeji
jest polovi¢ni parametru paraboly obrysové p.

*

Sur la surface, lieu des axes de courbure qui correspondent
aupoint commun des hélices de pente égale sur un faisceau
de cylindres. \
(Extrait de Particle précédent.)
... Choisissons, dans le plan de projection 7z, un faisceau de
«cercles passant par les points A et B, et menons par ces cercles

des cylindres de révolution; considérons les hélices (dextrorsum
<t sinistrorsum) qui passent par le point A et qui ont la pente

% x> — 8y (2a— )] [3x*+ (2a — )] — x* (a+ 4y)* = O.
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{ga. La surface en question est remplie par les axes de courbure
-qui correspondent au point A de ces hélices. Soignt rle rayon du

cercle décrit sur AB comme diamétre et d la droite. perpendi-

culaire a4 AB, ayant la distance d=r.¢g?e du point A. Posons
Xx=d, y=AB, et soit 2 1 &; I'équation de la surface cherchée
est — en coordonnées rectangulaires — de la forme '
x2 (2% tgta — y?) = (22 ig*e —y* — ay)? (n
Donc, la surface considérée est une surface gauche du4®
ordre, dontla courbe double se compose d’une droite
double d=x et d’une hyperbole double /# située dans,
le plan (yz). Le contour apparent de la surface P+ sur le plan
horizontal est une parabole p dont A est le foyer. La tangente
au sommet de cette parabole coincide avec I'axe x=4d. Le cdne
directeur de la surface P* est un cone de révolution. Les
plans asymptotiques enveloppent un céne de révo-
Jution dont le sommet coincide avec le foyer A de la parabole
p et dont P'axe est perpenaiculaire & (xy). La ligne de strietion
de la surface P+ est une courbe gauche du 4¢ ordre, qui coincide
avec le contour apparent horizontal de la surface P+ La projection
de la ligne de striction sur le plan (yz) coincide avec I'hyperbole
double A. La section de la surface par un plan horizontal ¢ est
une conchoide de la droite. La projection horizontale du
contour apparent sur le plan vertical de projection est une cubique
mixte. Le contour apparent de la surface sur le plan vertical est
une sextique.

Mentionnons encore la ligne d’ombre portée sur le plan (xy)
quand les rayons lumineux sont parallées aux génératrices du cone
directeur, situées dans les plans (xz) et (yz), le foyer A étant le
sommet du cone directeur. Dans le premier cas I'ombre portée
sur le plan (xy) est une courbe enveloppée par les symétrales
des angles que font les tangentes de la parabole p avec la tan-
gente au sommet. Cette courbe est la podaire négative d’une hy-
perbole equilatére, son sommet étant le pdle. Dans le 2¢ cas 'ombre
portée sur le plan (xy) est une parabole confocale a la parabole p.

O sloZeném helikoidu vytvofeném
hypocykloidalnim (elliptickym) pohybem.
Napsal Miloslav Pelisek, Brno.

BudiZz (obr. 1) K kruZnice o stfedu S a polom&ru R = 2 r,
po jejimZ vnitfnim obvodu nechf se kotdli kruZnice ko stfedus a

poloméru r, jejiz po¥dte€ni poloha md okamzity pol otdleni a; timto
bodem a nechf prochazi pfimka P, jeZ je s kruZnici k pevn& spolené



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T18:32:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




