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Dikaz a ndkolik poznamek ku jisté vété
Bertrandovs.

Napsal
Ant. Sucharda,

professor v Tabo¥e.

V druhé Zprivé jednoty Ceskych mathematiki (pag. 82.)
uvddf{ prof. Dr. Em. Weyr, uZivaje poctu differencidlného,
jednoduchy dikaz véty, jiz Bertrand ve svém ,Traité de calcul
différentiel“ uvetejnil bez dfikazu. v

Véta tato zni: Dvé kiivky C a I' jsou v téZe roviné,
Spojime-li takové jejich body, jichZ teény jsou stejnosmérny
(rovnobéZny), a proloZime-li pevnym bodém roviny délky s onémi
piimkami spojivymi stejné a stejnosmérné, vyplni koneény bod
téchto délek novou kfivku V, jeji oblouk rovnd se bud soudtu
nebo rozdflu p¥fsluSnych oblouk@ kfivek pivodnich.

Utelem F4dkd téchto jest podati jiny jednoduchy dikaz
této véty s obejitim poctu differencialného a priciniti nékteré
poznémky, jeZ ku plochém réiznosmérek (plochdm rozvinutelnym)
prohlédaji.

Predevifm jest népadno, pro¢ nékdy oblouk vysledny ,
soutu, jindy rozdflu obloukd kfivek danych se rovnd, a kdy
ten , kdy onen piipad nastivé. )

Pétrajice po této priciné, zdhy poznime, Ze tu rozhoduje
smysl, jakym po sob& jdou k sobé piisluSné body jedné a druhé
z kiivek danych. Myslime-li si totiZ seénu obon .téchto ktivek,
uréenou dvéma k sobé prisluSnymi body a sledujeme-li pofad
bodd k sobé néleZejicich v jedné i druhé kiivce, od této seény
pocinajice, shleddme, Ze budto body pokracuji v obou kfivkdch
od setny po téZe jeji strané, nebo ale po strandch riznych. -

- Nenf nesnadno poznati Ze v pifpadech prvnfho drubu
oblouk nové kfivky se rovnd rozdflu, ve piipadech druhu
druhého souétu ptislusnych obloukd kfivek pivodnich.
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Abychom toho dokézali, méjme na mysli nekoneéné maly
oblouk a'a kfivky C a jemu p¥fslusny e'e kiivky I'.

Oblouky ty lze miti za pfimky a o téch zjevno z podminky,
v tloze obsaZené, Ze jsou spolu stejnosmérny.

PHmymi tseky ae a'a . doplnuJi se tyto dva nekonecne
kr4tké oblouky na lichob&Znfk." :
Myslime-li si hbovolnym bodem s v roviné obou kivek

k ramenim ae ‘o'« tohoto lichobéinika stejnosmérky s nimi

stejné dlouhé sv, s'v, vznikne trojihelnik, jehoZ strana vlv
patrné je prvkem hledané kiivky V.

Jestlize smysl od @ ku *a byl souhlasny se-smyslem od
e ku e, vznikne lichob&nfk ¥4du prvniho t. j. takovy, jehoz

ramena se neprotfnajl. Tu pak nutné v'v = a'a—a'e, t. j.
nekoneéné maly oblouk kiivky nové rovné se rozdilu pi'Islusnych
nekone¢né malych oblouki kfivek ptivodnich.

Jestlize vSak smysl od @ ku e byl protivnym smyslu od
« ku e, vznikne lichobéZnfk ¥4du druhého, t. j. takovy, jehoZz
ramena spolu se promkaji Tuf pak délka

vlv = ala } a'a,

t. j. nekoneéné maly oblouk krlvky nové rovnd se souctu
pisluinych nekonecné malych obloukd kiivek pivodnich.

Co tu dokézéno o obloucich nekoneéné malych, plati
patrné i o jakychkoli jejich souctech, déje-li se jen séitént
'v mezich, v nich# smysl, jakjm body po sobé ndsledujf,
zlistdvd ve své kfivce nezménén. Tfm pak véta jest dok4z4na.

.~ BudiZ dovoleno uéiniti nynf jesté nékteré ivahy, pfedevsim
tuto :

Pri danych.ki¥ivkich C, I bude hledan4d kfivka V obecné
se sklddati z nékohka casti pro. sebe oddélenych, jeZ oznaceny
budtez V, V, . e

, Vytkneme-h totxz v kiivce C libovony bod a, jehoZ teCnou
je Ta, jako polatetny, lze 'k mému pFidruZiti ne pouze bod «
. k¥ivky I', nybrZ kterykoli z v boddt « 8 y . .. ktivky této, jez
" majf tefny s 7o stejnosmérné. ‘Podobné t6% ku bodu « nejen bod a,
nybr¥ kterykoli z p bod& a b ¢ . . . kiivky C, jeZ s nfm  maj
stejnosmérné. teény. Pfi tom oviem » znamend tfidu khvky ,
@ pak té{du - kiivky C. :
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. Poénouce nyni v kfivce C bodem a, v k¥ivee I' bodem e,
pokracujme v obou tak, aby podminkim v tloze vyslovenym
bylo vyhovéno. I nabudeme vysledné kivky V,, kterd viak
nen{ plnym YeSenfm na$i ulohy. Shleddmef, Ze mezi dvojicemi
bod& k sobé prisluinych, jak jsme je postupem v obou kfivkéch
obdrieli, mimo dvojici a o obecné jen nékteré z dvojic af

.y Ba, Bb . . . téZ se vyskytnou, kdeZto ostatnf neuZity
zbudou

Jsme tudi nuceni préci opakovati, poCnouce tentokréte
nékterou jinou z dvojic, jeZ z fad pravé vypsanych zbyly.. Tak
obdrifme kiivku V,, dal8f to ¢dst hledaného YeSenf. Teprve
vycerpdnim vSech dvojic nabjvéme k¥ivky vysledné, kters patrné
tedy z pravé tolika oddélenych kiivek se skldda.

Jsou-li ktivky C, I' takové formy, Ze polomér kfivosti
v kaZdé z nich m4 jediné znaménko, zistane pro jednu zvolenou
dvojici bodovou smysl pohybu jednou zaujaty od zacdtku aZ do

. konce v té které kfivce tyZ.

Proto budou nékteré z kfivek V. veskrze miti oblouky
rovné souétim, nékteré pak rovné rozdflim ptislusnfch obloukd
kiivek danych. Tato vlastnost oviem bude i pro celé obvody,
tak¥e obvody jedny budou rovny souétim, druhé rozdilim
obvodd kiivek C a I,

Ménf-li se viak v jedné neb v obou danych kfivkdch zna-
ménko ktivosti, tuf, prochdzejice prvou z nich v jednom smyslu,
budeme nuceni v kfivce druhé smysl zaujaty casem méniti
v opalny, tedy se vraceti. V takovych pffpadech Zidnd
z vytvofenych kfivek V., nebude miti oblouky veskrze stejného
druhu, nybrZ kaZdd bude se sklddati na dile z takovych oblouki
jeZz rovnajf se souctu, na dile z takovych, jeZ rovnajf se rozdilu
ptislu§nych obloukdl kiivek pilvodnich.

S okolnostf tou souviseti budou zvlaitnosti tvaru vysled-
né kfivky.

Na zévérek stdj zde Je§té tvaha nésledujief :

Mysleme si, Ze by dané kiivky C, I' na misté v rovmé
jedné byly ve dvou rovindch stejnosmérnych.

Tuf pHmky ew, '@'e a. t. d., prochdzejict dotyénymi body
teCen stejnosmérnych, jsou povrékaml\plochy riznosmérek, témi
kfivkami urdené. Déle mysleme si bod s v roviné jedné z téchto

4*



52

kiivek, tfeba I'. Myslime-li si jim stejnosmérky ku vSem
povrikdm, vznikne ¥{dici plocha kuZelové té plochy riznosmérek.
Body, v nichZ povr8ky jeji pronikajf rovinu ktivky C, urcuje se
stopa té plochy kuZelové v roviné této. Délky povrSek mezi
sttedem a touto stopou rovnajf se vsekiim pifslu$nych povrSek
plochy riznosmérek, obsaZenym mezi rovinami obou kfivek —
jsout stejnosmérky mezi stejnosmérnymi rovinami si rovny.
PonévadZ pak i orthogondlné priiméty stejnosmérnych a stejnych
tseklt jsou stejnosmérné i stejné dlouhé, priméty teden pak
jsou teénami priimétu a priméty ptimek s primétnou stejnosmér-
nych jsou s promftanymi pfimkami stejnosmérny: sezndme, Ze
stopa ffdfci plochy kuZelové v rovin€ kiivky C nic jiného nenf
neZ kiivka V véty z pocdtku uvedené; na misto kfivky I”
nastupuje tu jejf s ni shodny a homotheticky primét orthogo-
ndlny do roviny kfivky C.

Z véty prve pro dvé kfivky v jedné roviné vyslovené
vyplyvé tedy véta, tykajicf se ploch riznosmérek (ploch rozvinu-
telnych), uréenych dvéma kiivkami v stejnosmérnych rovindch:

»M4-1i Fdfcf plocha kuZelovd plochy riiznosmérek stred
sviij v roviné jedné kiivky ffdfcf, proniké ji rovina ¥idfef kiivky
druhé v kfivee, jejiZ oblouk se rovnd souctu nebo rozdflu pi{-
sluSnych oblouk® kfivek ridfcich.“

Nenf-li stied kuZelové plochy v roviné Zddné z téchto
kiivek, tykd se véta dokdzand oné kfivky, v nfZ tuto plochu
proniks rovina, jejiZ vzdélenost od stfedu rovnd se vzdjemné
vzddlenosti rovin ktivek fidicich, a jeZ s témi rovinami jest
stejnosmérna.

Prohlédajice ku kiivkdm V;, V, . . ., z nichZ, jak jsme
ukédzali, k¥ivka V se. skldd4, shledivdme, 7e ¥dfci kuZelovs
plocha uvaZované plochy riiznosmérek obecné zdlezf z néko- -
lika plastiv oddélenych. KaZdy z nich korresponduje s jednou

.z ‘kfivek V a spolu s jednim pld§tém plochy riznosmérek,
z nichZ tato plocha obecnd se skldds.

Tyto plsts, v ktivkich ¥dfcich se pronikajice, ¢&ini je

ndsobnymi.
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