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Pozndmky k centralnému promitani koule.

Napsal

dan Sobotka,

v. . professor Ceské vysoké $koly technické v Brné.

1. Konstrukce této nadmfru jednoduché dlohy provédf se ¢asto
zplisobem neptiméiend slozitym. Velmi jednoduchd FeSenf nale-
zdme na pt. v zndmych dilech, kterd napsali Chr. Wiener a Rohn-
Papperitz. Redeni ta provedena jsou v3ak prechodem k ortho-
gonalnym primétim sdruZzenym a pfedpoklddaji mimo to, Ze lze
celou distanci vyjdadfiti v mezich ndkresny. Z jiného hlediska
tedf tlohu tu M. d’Ocagne v Nouvelles annales de mathématiques
1898 uvaZuje p¥ipad, kdyz primétem koule jest ellipsa. Pojed-
nénf to mi dalo podnét k ndsledujfcim pozndmkdm.

Sestrojime nejprve zndmym zpisobem primét &’ oné kruz-
nice nejvétsf £ na kouli dané, kterd lezf v roviné rovnobézné
s primétnou. Nechf znaéf S stied koule. Primét jeji jest to-
tozny s primétem koule K majici sviij stfed v primétu S bodu
S a protinajicf primétnu v %’ ; miiZeme proto v daldim postupu

- zabyvati se pouze koulf K. Oznatme » polomér kruZnice %’
a tedy i koule K.

Na to sestrojime primét £’ /" priiméru EF koule K kol-
mého k pridmétné, Ten lezi na pi{mee spojujfci bod S se stie-
dem C, primétny, orthogonalnym to priimétem stiedu promitinf
C. Rovn4-li se usetka CyD v primétné distanci d, vedeme v &’
primér A’ B’ rovnobézny s C,D. Jelikoz D jest bodem délicim
pro pifmku » = EF, proto protnou piimky DA’, DB’ piimku
§C, v bodech E’, F. '

Nelze-li d vyjadtiti v mezich ndkresny zvolime misto D

bod D, tak, aby C, D, = d a nstanovime na A’B’ body 4;, B*
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tak, aby Az S = S'B;‘ -

opét v bodech E, F.

Jak zndmo, jsou dle véty Quetelet-Daudelinovy primeéty
E’, F’ ohnisky pro hledany obrys «' plochy K a tedy i koule
dané, a stted O tsetky E’ I jest stfedem obrysu w'.

;; piimky D; A;, D, B; protinajf & C,
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Pro d > r jest w ellipsou, pro d <Cr hyperbolou a pro
d =r, v kterémizto piipadé jeden z bodd E', F’, fekneme prvni
padne do nekoneéna, jest w’ parabolou.

2. K¥ivku » na kouli K, kterd se promitd do w’, lze s kiiv-
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kou ¥ spojiti dvéma kuzeli 2. stupné, jejichz stfedy lezi na
pifmce CC,. Z toho plyne, Ze %’, ' jsou v centrické kollineaci
pro C, jakoito stted a pro prisek roviny, v niZ leZ{ kruZnice
u, 8 primétnou, to jest pro poléru ¢ bodu C, vzhledem ku %’
jakoZto osu kollineace; kuZelosecky %’, o' se tudiZ na ose kolli-
neacnf dvakrdte dotykajf.

Rozeznivejme nyni t¥i pfipady podle toho, jakou polohu
mé C, vzhledem ku A

Lezi-lv G, vné kruznice &’ (viz obr.), lze z bodu toho vésti
realné telny ku %’ a ty jsou zéroveir tetnami ku «’; nebof ony
jsou obrysem vélce, ktery se plochy K dotykd podél k. Je-li
tudiz ¢ jedna z teCen téch a H pata kolmice z jednoho z bodi
E, F k nf spudténé, jest OH délka hlavn{ poloosy pro kuzelo-
setku «/, ¢fmz tato jest stanovena.

Konstrukce ta plat{ stejnou mérou at jest u’ ellipsou neb
hyperbolou; je-li w parabolou, nalezi bod H jeji te¢né vrcholové.

Kdyz jest w’ ellipsou a T bod dotyku ptimky ¢ s &’ a tedy
i s o, pak dle zndmé konstrukce prochdzi kruznice A, bodem
tim vedend a majici sviij stied ve stiedu Gsetky O8, jejimi vr-
choly vedlejsimi.

Lezi-li bod C, na kruénici k', tu jest ziroven jiZ jednfm
vrcholem hlavnim pro kuZelosetku ' a & jest jeji kruzmiei kii-
vosti vrcholu tomu pFisluSnou.

LeZi-li bod C, uvnity krunice L’ a oznatime-li C, prisek
piimky ¢ s 8C,, jsou body G, C, vzhledem k ' sdruZeny
a proto Jest pro poloosu hlavni a kuZelosetky ' platnd relace

a®>=0C,.0C,, z nlZ a sestrojime.
To ptedpoklddd, Ze ' jest bud ellipsou nebo hyperbolou;

je-li ale w parabolou, pak vime, Ze teina vrcholovd jest sym-
metrdlou bodi C,, C,.

Je-li w’ hyperbolou, protind kruZnice nad primérem OS
opsand pffmku ¢ v bodech M, N nileZejicich jejim asymptotim
OM, ON, &imi% tyto lze direktné sestrojiti. Spravnost konstrukce
této vysvitd z toho, Ze polary libovolného bodu vzhledem ke
kuzelosetkdm ', &’ protinaji se na c. Asymptota jest vzhledem
k #' polarou svého nekoneéné vzddleného bodu, jehoZ polirou
vzhledem ku %’ jest primér kruZnice této kolmy k asymptoté.

[l
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Mimo to budiz podotknuto, Ze délka teten z M nebo N ku &’
vedenych, jak zndmo, rovni se délce poloosy vedlejsf pro hy-
perbolu w’.

3. MiZeme ale téZ bezprostiedn& sestrojiti délku & polo-
osy vedlej§f pro kuZelosecku «’, je-li ellipsou neb hyperbolou.

Mysleme si za tim tlelem primér » kolmy k primétné
protnuty v bodé B rovinou centrdlnou; pak protfnaji roviny
te¢né koule K poloZené pi¥imkou CR primétnu v tecndch ku-
Zelosetky w’ rovnobéinych s osou hlavni. Vzddlenost teen téch
od E' P, tedy b, rovnd se téZ poloméru kruznice stopni v pro
kuZel R o vrcholi R opsany kouli K.

Je-li ' ellipsou, jest kruZnice v realnd. OpiSeme-li tu
(viz obr.) na pk. kolem C;, kruznici », poloméru » a vedeme z D
tenu ku v, protfnajicf kolmici j v C, ku C, D vztycenou v bodé
V, jest patrné b = C,V, timz ellipsa «’ je stanovena. Nahra-
dime-li bod D bodem D, tedy v, kruZnic{ soustfednou polo-

mérv %, obdrzfme na j misto bodu V bod V, a b=4.C Vs

Kdyz jest w’ hyperbolou, tu konstrukce pFislu$nd nenf
vzhledem k dosavadnim konstrukefm dosti jednoduchd. Kon-
strukce ta jest totiz ndsledujicf. Involuce sdruZenych paprskid
vzhledem ku v, prochdzejfcich -bodem D protind j v involuci
bodové, v niz prvky symmetrického pdru maji od C, vzdélenost b.
Znamend-li tedy d, peliru bodu D vzhledem ku »,, D, bod
jeji priseény s pfimkou C,D a spojime-li jeden z bodi, v némz
d, protind kruZnici stfedu D, & ku v, orthogonalnoun sbodem D,
protne spojnice piimku j v bodd V tak, ze b = C,V.

4. KuZel R miZeme téZ sestrojiti tim, Ze vedeme z R
tetny ku kfivkdm kruhovym na kouli K, které obsaZeny jsou
v rovindch poloZenych ptimkou .

Budiz (viz obr.) s libovolnd takovd kfivka, s’ jejf primét;
s obsahuje EF jakoito primeér, jenz se promfiti v primér E’'F”’
kiivky s’. Teény ¢,, ¢, z R ku s promftaji se ve dvé ku E'F’
stejnosmérné tedny ¢, #, kiivky s’. Proto promitajf se body
dotyku T, T, tetent,, ¢, do koncovych bodd 7, T, priiméru
kiivky s’ ku E’F’ sdruZeného. Js tudfZ kfivka s’ s obrysem
w' soustfednd. '
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Body T,, 7, le#i na kruZnici e, podél nfZ se kuzel R
koule K dotykd. Primét e’ kruZnice této obsahuje tedy body
T, T, a jest to kruZnice s v stejnd a 8 s’ tedy i w’ soustfednd,
z tehoz plyne, 2e OT) = OT, =b. Ktivka & je téz pri-
métem kfivky kruhové na kouli pivodné dané a v roviné kiivky
s lezicf. Tim dospivime k nésledujfci vété:

Obrys w koule jest plné stanoven primétem s’ kierékoliv
Jeji krivky kruhové nejuét$i, lefici v roviné normalné k primétné,
Jkoncové body priméru krivky s’ smérwjiciho ke stiedu primétny,
Jsou ohnisky a délka priméru k némw sdruieného jest délkou osy
vedlej$i pro obrys w'; hlavni kruZnice vrcholovd kuzelosecky w
est geometrickym mistem bodw, z nichi teny ku s’ vedené jsou
k sobé kolmy.

Krivky «/, s’ jsou tedy vidy téhoz druhu.

Tim je téz zplsobem co nejjednodusdsim déno zobrazeni
polokoule, kterd omezena jest kruZnic{ poloZenou v roviné nor-
malné k primétné.

Krivky «’, s* se dotjkaji ve dvou bodech, v nichZz spo-
le¢tné piimky teiné jsou kolmé ku stopé roviny kfivku s obsahu-
jief; tyto te¢ény jsou obrysem plochy véilcové, dotykajici se koule
K podél kfivky s.

Piimka bodem O rovnob&Zné ku A’B’ vedend (viz obr.),
budiz protnuta pifmkou E’A4’ v bodé P, ptimkou FB’ v bodé
Q; myslime-li si bod P, tak, Ze co do délky i co do sméru
a smyslu P,O = OP, tu jsou body P,, Q sdruZeny vzhledem

ku s’; proto jest bez zretele na znaménko OP.O0Q = b’
Na zdkladé relace té lze opétné délku b sestrojiti.

5. Je-li zvlast pak «’ ellipsou a lze-li bod D pro G, D =d
vystihnouti v mezich nékresny, tu se provede konstrukce ndsle-
dovné.

Spojime D s O a spojnici protneme pifmkou A’B’ v bodé
0,. (viz obr.) Body O, O, "vedeme kolmice ku A’B’; druhou
z nich protneme kruZnici & v bodé L,, kdeZto prvou protneme
pifmkou DL, v bodé L. Jest pak b = OL.

Je-li w a tedy i s’ parabolou, majf ob& rovnobé&iné osy.
Teény C,B’, F'1 paraboly &', z nichZ prvnf se ji dotykd v B,
drubd v F7, jsouc rovnobéind ku A’B’, nechf se protinajf v bodé 1
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Abychom odvodili w z s’ jakoZ i souvislost obou parabol, se-
strojme jejich spoletnou tetnu g kolmou ku A4’B’.

Teénu tu sestrojime jakoZto tecnu ku s’ na zédkladé véty
Brianchonovy na pk. tim, Ze protneme kolmici v 1 ku A’B’
vztyéenou pifmkou S'C, v bodé 2, jimz vedeme rovnobézku ku
C,B’ az protne F’1 v bodé G ; bod tento lezf jiz na teéné g.
Ponévadz jest g | -F’ G, proto ndleZf bod G pFfmce Fidici kiivky
s’ a tecné vrcholové kfivky u’.

Jest tedy tecna vrcholovd obrysu «’ zdroven ptimkou ¥i-
dfcf ktivky s’. Vrchol paraboly « a ohnisko paraboly s leii
soumérné vzhledem ku piimce F’1.

Poznamka k theorii délitelnosti.

Podavd

Gustav Gruss,
professor ¢eské university v Praze.

Jsou-li f(¢) a f,(2) dvé celistvé funkce velitiny 2 a to
f(2) stupn& n-tého, f,(¢) stupné m-tého (n > m), jest

f(3)=1112)9,(2) + 12 (2)
L@ =129, 1)
(a) :
Sr-1(2) = f+(2) 9+(2).

Z této soustavy rovnic plyne, Ze f(2) i f;(2) jest délitelno
f+(2), Ze tedy f.(¢) jest nejvétsf spoleény délitel dvou funkef
1) a fi(2).

Jsou-li f(2) a f,(2) mesoudélné, t. j. nemaji-li Zddného
spoletného délitele f.(#), jehoZ stupen jest vyS38f nez nullty,

plyne \
(1) @O =/®g,@+ 10, (=1
aneb

F@) —1=rF,(s)g, (-
Dosadime-li sem za
z2—=0.
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