Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

J. Bezdék
O dislech sptiznénych a dokonalych. [I.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 25 (1896), No. 2, 129--142

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123315

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1896

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123315
http://project.dml.cz

Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky

0 cislech spiiznénych a dokonalych.
Pro studujici stfednich Skol dle Eulera napsal
josef Bezdidek,

posluchaé filosofie v Praze.

Nérodové starovéku, zejména pak Rekové, prikladali jed-
notlivym ¢fsldim zvldstnf vyznam mysticky. Od nich pak roz-
§fiil se, abych tak fekl, kultus nékterjch ¢éfsel mezi ndrody
ostatnf, takie pak snadno lze pochopiti, jak na pf. u Zidd
v Palaestiné éfslo 7 a ¢éislo 3 doslo tak veliké obliby. Byla to
v Recku S§kola Pythagorejskd, ktera svij filosoficky systém za-
lozila pravé na éislech. Kazdd véc, kazdy predmét mél svoje
urc¢ité ¢fslo; pvod svéta vyklddali é&fsly, vibec éfslo bylo z4-
kladem jejich nauky filosofické. Cisla tato pak dle riznych
vlastnostf také rozliSovali. Tak na pf. dle toho, byl-li soucet
jednotlivych dfli néjakého c¢fsla vétsf, rovny aneb mensi ne
¢fslo samo, délili &fsla na 3 druhy, jez nazjvaly se: dguduol
Omeprédeton, apiduol téletor a dgiduol Emeis. Cesky vyznam
jejich jest asi: éfsla nadbytkovd, dokonald a nedostatkovd.

Cisla dokonald, o nichz minfm pojednati, jsou tedy ta,
kterd rovnaji se souctu svych vlastnich dfli. Na p¥. ¢islo 6 md
tyto dily: :

1 Sestina . . . . . 1
1 tietina . . . . . 2
1 polovina . . . . 3

souet . . 6.

Jinym druhem, o némz také chceme pojednati, byla éfsla
spiiznénd, jez utvofena jsou tak, Ze soucet jednotlivych dfli
isla jednoho roven jest c¢fslu druhému a naopak soudet dfli
tfsla druhcého rovnd se éfslu prvému.
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Velmi zajimavo jest zvédsti, jaky vyznam mysticky byl
prikliddn takovymto éislim. Pythagoras sém, kdyZz se ho td-
zali, co jest piftel, pry odpovédél: ,Ten, jehoz pomér ke mné
jest takovy jako 220 ku 284.¢ Cisla tato jsou nejmenifm pirem
¢isla spifznénych.

Aviak nejen v pidtelstvi, nybrz i v ldsce tato ¢isla méla
svlij vyznam, zvld§té u Arabd. V mystickém spise o tcelu
mudrcové arabsky utenec Abd’l Kéasim Maslama ibn Ahmed
Almadschriti z Madridu (7 1007) uvdd{ pfedpis, aby ten, kdo
ldsku druhé osoby chce zfskati, napsal ¢fslo 220 a 284, mensf
dal té osobé pojisti, véts{ pak aby snédl sim. Spisovatel pry
sdm zkusil eroticky ucéinek na sobé samém. Jiny arabsky uéenec,
Ibn Chaldiin (1332—1406), vypravuje o podivuhodnych sildch
téchto ¢fsel, uzfvanych jako talismaniv.

Cisla dokonalé byla pak vidy symbolem dokonalosti té-
lesnf i dufevni. V Egypté na pf. zndmo bylo ¢fslo 6 jakoito
dokonalé asi v prvé polovici V. stoleti po Kristu. Ponévadz pry
étvrty prst ohnut predstavoval éfslo 6, nazyvan byl dokonalym
a mé] prednost tu pfed jinymi prsty, Ze mohl nositi prsten.
Zvlast zajimavé liten jest vyznam ¢isla dokonalého v spise
Bungeové ,Numerorum mysteria® (1618), na néjZ tuto pouka-
Zujeme.

I. Cisla spiiznéna.
Znamename-li znatkou /' N soucet déliteld ¢isla N, bude
J'N—N soucet dild jednotlivych disla N. Na pf. N =8;

SN=1+2+4+4+8=15
SN—N=15—8=7=1+2-+44

Pondvadz u &fsel spiiznénych soudet dflit é&fsla jednoho
rovng se druhému a naopak, bude podminkou pro éfsla spifz-
nénd

JN—N=M
a ' /M—M=N
aneb “SM=/N=M+N

Tim hleddnf éisel spifznénych reduknje se tak, Ze nynf



131

hledajf se dvé ¢fsla, kterd maji stejny soucet svych dflav, kte-
ryzto soucet rovnd se souctu éfsel obou.
Samo sebou se rozumi, Ze &fsla kmennd nemohou byti
spifznénymi ani naopak. .
Cisla spriznénd sklddajf se obytejné zne3akého spoletného
faktoru a pak z jedootlivych ¢isel kmennych. Nejvice zndmy
jsou tyto formy cisel sptfznénych:

M=a.p.glM=a.p.q|M=a.p.q.r|M=a.p.q.r
N=a.r N=a.r.s|N=a.s.t N=a.s.t.u
a t. d.,

znamend-li .«a, jak jiZz Feceno, spoleény faktor; p, q, 7, s, ¢, u
jsou éisla kmennd.

Nelze ov§em tvrditi, Ze by témito formami byly vsSechny
formy {fsel sptiznénych vycerpdny, nebof pocet Cisel téchto jest
nekonecny.

A. Prva forma.
M=a.p.qy N=ua.r
Prvou podwmfnkou spifznénosti jest, aby
JM— /N aneb fa.p.q=fa.r.
7Z nauky o ¢fslech jest zndmo, Ze
Ja.p.g=Ja.[p.[q
Mozno tedy onu podminku napsati

fa.j'p.fq::ja./'f
Jp. Ja=Jr

Ponévadz p, g, » jsou Cisla kmennd, plati, Ze

fp=pt+1, Je=q+1, fr=r+1,
tedy P+D@+D=r+1

Utilme

a krdtfwme-li, bude

/p=p+1l==x aneb p=z—1,
fe=¢q+1=y aneb ¢g=y—1,
A
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tu bude
2y =r+1 aneb r=uxzy—1.
Budou tedy ¢fsla spifznénd
M=a(xz—1H—1) a N:a(xy—l)._

Druhou podminkou sp¥fznénosti ¢fsel jest, aby

M+N=/M,
aneb a@ey—z—y)=Ja[p[q
¢ili a(xy —x—y) =uxy fa.

Z této rovnice vypoéteme

_ ax

y_(Qa——j'a)x—a'

Utitime
a _
20— fa ¢’
bude pak
‘ , bx
Y=z —b

Znésobime ¢fslem c,

2
cy:c—%f——b:b—{—éx—l_)_——g aneb (cy — b) (cx — b) = b*.

Rovnice tato jest zdkladnf rovnicf ¢isel spifznénych. Jsou-li
tudiz (cy —b) a (cx — b) faktory Cisla b* musime toto éislo
v takové Cinitele rozloziti, aby x a y bylo celistvé a =z —1,
y—1, zy — 1 byla &fsla kmennd. Kde podobny process jest
moZny, tam nalezneme &fsla spi{znénd.

I. BudiZ spole¢ny faktor a — 2~
Z toho SJa=2"t1—_1, 2a— fa=1

a
20— fa

- Zsakladnf rovnici bude:
(@ —27)(y — 2%) = 2%

a odtud 2n, prodez b =27, ¢ =1.
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Uéihme x — 2" = 2%, z CehoZ & = 2"—* 4 2»
a y—2» = 2t% gz Cehoz y — 2nth -2,
Nynf dluzno nalézti hodnotu pro % takovou, aby

p:x_;1:2n—k+2,.___1,
q:?/'—'1:2”+k+2n__1’
r=axy—1 :22'”+1+22n+k+22n__k__1

byla ¢éfsla kmennd,

Budiz n—k=m, z éehoz n=m k.

Dle toho bude p=27(1-4-2¢)—1,

. q=2m2% 4 2)—1,
r= QMm%+ | 9% | o) __ |
a ¢fsla spfiznénd M = 2m+e[2m(1 - 2F) — 1][27(2% - 2F) —1],
N = 2mtk[22m2%+1 L 2% 4 9k) —1].
Za k budeme kldsti nynf hodnoty postupné 1, 2, 3, 4.
1. Je-li k=1, jest

p=38.2»n—1,9q=6.2"—1, r = 18.2" — 1,
tedy M=2""p.q,
N=gntty,

Budiz «) m =1, bude
p=3.2—1=5bH, q =6.2—1=11, » =18.4—1=1T1.

Jeito b, 11, 71 jsou cisla kmennd, obdrzime zde dvojici
¢fsel sptiznénych a to : : ’

M=2%.5.11 = 220,
N =2%.71 =284

Tato ¢fsla jsou nejmensf ze vSech cfsel spifznénych.
B) m =2, jest

p=3.4—1=11,¢=6.4—1=23, r=18.16—1 = 287.

Ponévadz » — 287 nenf ¢islo kmenné, neobdrifme spkf-
znénych Cisel.

») m = 3, bude
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p=38.8—1=23 ¢q=06.8—1=47, »r=18.64—1=1151

Cisla tato jsou kmennd, a obdrifme tedy zde Cisla spi-
znénd a to
M=2*23.47 = 17290,
N =2*'.1151 = 18416.

Z men§fch hodnot pro m divd m —= 6 také dvojici spri-

znénych éfsel
M=27.191. 383 = 9363584,
N =27. 73727 = 9437056.

Do vétsfch hodnot pro m nenf radno se poustéti, ponévadz
pak velmi nesnadno jest rozhodnouti, zda né&jaké ¢éfslo s vétSim
poctem C¢islic jest kmenné ¢ili nic.

2. Je-li k=22 jest

p=5.2»—1, ¢q=20.2»—1, r = 100.2* — 1.

Pro & = 2 nenalezneme ¢isel spfiznénych, nebof volime-li
za m kteroukoliv hodnotu, bude vzdy » = 100.2%*» — 1 délitelno
ttemi a tedy ne ¢éfslo kmenné.

3. Jeli k=3, 4, b,
neobdrzime pro tyto hodnoty Cisel sptfznénych, ponévadz p, q,
z nich povstalé nejsou prvotisla.

II. Predesly spoletny faktor mél velmi vhodnou formn
a=2"  nebof pak pii poméru % rovnalo se ¢ jednicce, coZ
jest velmi vyhodno. Takovyto vhodny faktor jest jeste

a =272+t - 2k — 1) = 2%f
s tou podminkou; Ze f = 2"*+' 4+ 2¥—1 jest kmenné Ccislo.
Tu pak .
b__ o _wenir—1
¢ 2a—fa 2%

= onk@2ri1 9k 1),

aneb

oo

pi‘ii ¢temZ n>Fk; z toho

b= n-kgnii L 9k 1) ¢=1.
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Kdybychom rozvadéli tento tvar ddle, seznali bychom, Ze
v tomto pripadé neobdrZfme opét ¢isel spiiznénych, a to bud Ze
», q, r, vyCislime-li je, nejsou prvocisla, aneb Ze jsou tak velikd,
7e nesnadno rozsouditi, jsou-li ¢fsly kmennymi éili nic.

ITI. Uzijme téhoz tvaru a = 27(2*+' 4 2* —1), ale s jinou
podminkou, Ze n<k,
_ @421

¢ ok
Dle toho b =271 421, ¢=2kn,

tu

Polozme %k —n = m, takie &k =m -+ n,
bude t'edy

a = 211(2»}1 _+__ omtn __ 1)’
b=2mt - 2min —1 = f,
c = 2",

Dosazen{m obdrzime zdkladn{ rovnici
(2mx — by(2"y— b) = b2.

Ponévadz b = f je ¢islo kmenné, jest celistvé FeSeni mozné
jen toto

b
2y —b =1, z ¢ehoz x = 1‘37—,7
a 2"'y'—b:b2a » J_b(l_*—b)
aneb r=2" 2"

Y= (2n+1 ~+ Qmin 1)(2% 4+ on ;-1—na‘) .

7 této formy obdrzime cisla spriznénd jen pod tou pod-
wminkou, jsou-li éfsla kmenna

f=omh fgmin 1

p=x—1,
q:y_“l, .
r=uxy—1

ajeli m<<n41.
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1. Budiz m =1, »
tu S=2nt2— 1, x=2"F a p =2t 1.

Aby f a p byla Cisla kmennd, musf jeding » = 1. Plati-li
viak n =1, tu y = 28 a ¢ = 27, coz vSak nen{ éislo kmenné.

Pro tuto hodnotu tedy neexistuji viibec ¢isla spifznénd.
2. Je-li m =2, pak jest

f=3.2"1—1,

p=38.21—1,

g=3.2"(3. 2" — 1) — 1,

Fm 9,903 o ) — 1,

Kladouce nynf za = postupné za sebou hodnoty 1, 2, 3,

4 ..., shleddme, %e jen pro » = 2 obdrzime dvojici tisel spii-
znénych
M=22.23.5.137 = 63020,
N=22.23.827 =—="176084.
3. Kdyz m = 3, 5, 7, ... neobdrzime v tomto piipadu pro

S neb p hodnoty ¢isel kmennych a tedy ani cisel spifznénych.
- 4. Jeli m =4, bude
f=9.2"1—1,
p=9.2""3 -1,
gq=9.2""%9. 211 —1) —1,
r=81.2%-69 211 —1)—1
a dosadime-li za n kteroukoliv hodnotu, neobdrzime opét éfsel
spiiznénych.

IV. Pro spoleény faktor a jest moZno nalézti jesté jiné

vyhodné formy, kde ¢ bud se rovnd jedniéce aneb jest mocnostf
¢éisla 2.

Budiz tedy ¢ = 2"(¢g — 1)(h —1), aby vSak g —1 a h—1
byla prvoifsla.

Dle toho bude fa = (2"t —1)gh
a ¢ = niigh — 2nHlg — o) 4 2nh,
7 toho 2a — fa = gh—2"Hlg— 2" £ 2 =d



aneb (g — 2nt)(h — 2011) = d — 271 - Q242
pii cemz ﬁ = ¢
¢c T d’

Cislo d — 2041 4 22042 yozlozt se ve dva faktory, tak aby,
jak drive podminka byla ddna, g—1 a h—1 hyla prvoiisla.

1. Je-li n=1,

g—4HMh—4) =d-+12.
«) Budiz d =4, jest (¢ —H(h—4) =16=2.8

2.5.11 _ 5.11

4 2

aztoho g =0, k=12, a =2.5.11, %:

b=5.11=05b, ¢ = 2.
Zdkladnf rovnice ¢isel spriznénych bude nyni
(22 — Hb)(2y — HH) = HdZ

At rozlozime D5* v kterékoliv faktory, neobdrifme Cisel
spiiznénych z pritin, které jsou totozné s predeslymi.

Taktéz stane se pro d = 8, 16 atd.

2. Je-lli n=2,

(9 — 8)(h —8) = d + bH6.

«) Budiz d =4, jest (9 —8)(h—8) =060=26.10.

Odtud y = 14, h =18, a =4.13.17, b=13.17, ¢ = 1.

Zdkladnf rovnice bude (z— 221)(y — 221) = 2212

V tomto pifpadé obdriime dvojici ¢isel spifznénych, roz-
lozfce 2212 ve faktory 169 .289. Jest totiz

p=x—1=2389,
g =y — 1 =509,
r = xy — 1 = 198899,

jsou-li p, g, r prvoiisla; budou tedy ¢isla spiiznénd

M =2%.13.17.389.509 = 175032884,
N =2%.13.17.198899 = 175826716.

Pro dalsf hodnoty d vychdzejf Cisla velmi velikd, Ze nelze
0 nich rozhodovati, jsou-li kmennd ¢ili nic.
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V. Spoletny faktor « mbZe miti jeité rozmanitou formu
Na pr.

1. a=23%.5H.18,

Ja=13.6.14, 2a— fa=6.13, b=15, c=2.

Zékladnf{ rovnice bude

(2¢ — 15)(2y — 15) = 225

a Ctfsla spiiznénd

M=3%2.5.13.11.19 = 1222065,
N =3%.5.13.239 = 139815.

2. Kdyz a =32.7.13,
Ja=13.3.19.14, 2a—fa=4.3.7.13, b=9, ¢=2
tu zdkladni rovnice jest (2z — 9)(2y —9) = 8L

Cisla spifznénd jsou

M=3%.7.13.5.17 = 69615,
N =3%*7.13.107 = 87633.

3. Jelli a=23%.7%.13,
Ja=2.3.7.13, 2a—fa=4.3.7.13, b=21, ¢=4
tu zdkladn{ rovnice jest (4x — 21)(4y — 21) = 441.
. Cisla Spi’iznén{t pak

M=232.77.13.5.41 = 1175265,
N =23%*.7%2.13.251 = 1438983.

‘4, Jeli a=3%2.5.13.19,. fa=16.3.5.7.13,
20— fa=112.3.5.13, b=5H7, ¢=2,

pak zdkladnf rovnice bude
(22 — 57) (2y — 5T) = 3249.
Cisla spriznéna jsou

M =3%.5.13.39.29.569 = 183408615,
N =32.5.13. 19. 17099 = 190055385.
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B, Kdyz « =3%.7%.13.19, fa=3.5.7.8.13.19,
20— fa=2.3.7.18.19, b=21, ¢=2,

jest zdkladnf rovnice (2z — 21) (2y — 21) = 441.
Zde neobdrzime éfsel spifznénych, pondvads

p=x—1=13,

jest jiz obsaZeno v a.
6. Pro a bylo by lze mnoho jinych hodnot zkouSeti, z nichZ

alesponn nékteré by vedly k cfli jako na pf. je§té v téchto pif-

padech :
M =3%.5.7.53. 1889 = 31536855,

., N =23%.5.7.102059 = 32148585,
M=3%.5.19.37.7.887 = 196421715,
N =3%.5.19.37. 7103 = 224703405 ;

M =3*.5.11.29.89 = 11498355,
N = 3*.5.11.2699 = 12024045.

B. Druhd forma.

M=a.p.q, N=a.r.s
Podminkou ¢isel sptiznénych jest, aby
Jafpja=Jafr[s
a kritime-li a dosadime-li za soucet pifslusné hodnoty, bude
p+Dig+)=0+1DE+D.
Utiiime ticelng |
(r+1(@q+1=>+1D(+1) = afry.
Polozme nyn{ :
pHl=ar, q+1=py, r+l=fr, c+1l=uay,
obdyzfme
p=aex—1, q=fy—1, r=pr--1, s—=ay—1.
Ziejmo jest, ze Cisla @, B, 2, y musf byti tiak konstruo-
vina, aby p, g, 7, s byla prvoéisla. :
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Sptiznénd ¢fsla budou pak

M = a (ex — 1) (By — 1),
N =a(fz—1) (ay — 1).

7 povahy Cisel sptiznénych vychdzi, Ze
efryfa = a(ex — 1) (By — 1) +a (fr — 1) (ay — 1).

b a
Ponévadz o T %—Ta
¢ili Jara=(2b—c):b,
bude téz
2bafry — cafry = 2bafry — bax — by + 2b — bfxr — buy
aneb cefry = b (a + B) (x + y) — 20.

Zndsobme celou rovnici ¢islem cuf,
c*a®B*ry = beaf (« + B) (x + y) — 2bcap.

Upravime a na obou stranich ptipoiteme d*(e 4 B)*%; tim
obdrzfme zdkladni rovnici éfsel sp¥iznénych této formy:

[cafr — b (a + B)] [cafy — b (« + B)] = b* (¢ + ) — 2bea.

Lze-li pravou stranu rozloZiti ve dva celistvé faktory I
" a Q tak, aby x a y byla &fsla celd a aby p, g, , s byla ésla
kmennd a kromé toho, aby 24dné z mich v sob&é neobsahovalo
spoleény faktor @, tu mozno ocekdvati, ze obdrzfme &isla sp¥i-
znénd. Bude pak

_Pbat(d—0)p

_ Q4+ @®-—-c)a
q = e )
r:P—{—b[)’-Jf—(b—c)a

cp ?
s__Q+ba+(b——c)ﬁ

= o .

Uvedeme jen nékteré piipady:

1. Budtez e=1, =3, a=2%
dle toho b=4,¢c=1, PQ =232,
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= }:g—l—"—q, ¢=Q+16—1, r=Df16—1,
s=0+16_
- 3
Nejvyhodnéjsf feSeni bude, kdyz P =2 a Q = 116.
Tu pak

p=>5H, q=131, r=17, s=43.
Cisla spiiznénd jsou

M=2%.5.131 = 2620,
- N =2% 17.43 = 2924.

Utinime-li P = 8, bude Q ¢fslo liché a tim ¢ sudé a zi-
roveii ne prvolislo. V tomto piipadé neobdrzime é&fsel spiiz-
nénych.

2. BudiZ opét

e=1, (=23, ale a = 28.

Dle toho
b=2% ¢=1, PQ= 1047340,
0]
p:l_i;_og‘%- , ¢=Q+1024—1, r=P41024—1,
s:Q"L;O?i*—L

Pro hodnoty P = 128 a Q — 8180 obhdrifme c¢isla spif-
znéng
M =28, 383.9203 = 902335744 ,
N = 2%.1151. 3067 = 903709952 .

3. Budiz i
«e=2 pf=38, a=23%5.13,
takze
b=15, c¢=2, PQ=>5265,
_P T _QEB P45
p—-_”‘G——— ) q=- 4 1’ - 4

B
6
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Volme
P=45 Q=1I1T7.
Tim obdrzime novou dvojici Cisel spifznénych

M =3%.5.13.19.47 = 522405,
N =3%.5.13.29.31 — 525915

4. Budiz
e=1, =4, a=233.5,
takze
b=9, ¢=2, PQ=1881,
_P445 _Q—f—éj_zé__ P4 45
-_ 8_ ) qQ = - 2 ) r= 2—-—1)
b:.gj—ﬁé 1
8
Volme '
P=19, Q=99

Cisla sptiznénd budou

M=3%5. 7.71 =6709,
N=3%.5.31.17="171145.

Methoda tato jest hlavné pro vyhleddvini vhodného e, g,
P, Q piili§ rozvlicna, avsak lze j{ dosti velky pocet ¢isel

sptiznénych obdrZeti. Tak mimo uvedend je$té na pi.

M=23.17.79= 10744

. N=2%23.59 = 10856;
M =2*.23.1367 = 503056
N=2*.53. 607 =514736.

(Dokoncent.)
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