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O nékterych vytvarnyeh zakonech a tecnach
zavitnice Pascalovy.
Zsktom st¥ednich §kol napsal
Ant. Sucharda,

professor ¢. k. ¢eské vysii realky v Praze.

V nésledujicich ¥adeich uvedu pfedeviim novy zpisob od-
vozen{ zdvitnice Pascalovy™) (Limacon de Pascal), pak nékteré
jiné, skoro veskrze na pohybu zaloZené, zndmé vytvarné zdkony
této krivky. Potom riizné konstrukce teény z riznych téch vy-
tvarnych zdkon@t plynoucf ukdZi a srovndm; souhlasem jejich
bude dokézéno, Ze i v mathematice ,cesty mohou byti rozlicné.*

Ku novému zpiisobu odvozenf Pascalovy zavitnice privedly
mne vyklady prof. F. TilSera, jimiz ve své kinetice ukazuje,
kterak se zobrazujf sferické kiivky opsané casticemi, na nézZ
v prostoru dvé rizné sily pisobi.

VyloZenfm toho zpisobu dén téZ bude novy, byt skrovny
doklad znimé pravdy, Ze védomé, zdkonité zobrazovanf{ uréitych
pomysli prostoru Casto k vysledk@im rovinné geometrie ptivadi.

Méjme na zieteli kruhovou hranu X poloméru 2r, jeZ otdci
se kol svého priméru O, normalného ku primétné prvnf, jejf
stred s obsahujfci, s rychlost{ stdlou, a castici p v této hrané,
pohybujfcf se s rychlosti tolikéz stdlou, rovnou ttetiné hlové
rychlosti hrany K ‘

VySetfme orthogonalny priimét dréhy castice p v prvni
pramétnu.

Primét priméru O, jediny to bod, oznaéme Of (viz obr. 1.%¥),

*) Blaise Pascal (1623—1662), po némz kiivka ta ma jméno, byl slavny
mathematik afilosof francouzsky. Jsa jinoch jedva 16lety napsal pozoru-
hodné pojednéni o kuZeloseCkdch. Synthetickou methodou zkoumal
zékony kiivek i objevil zejména réizné vlastnosti cykloid, k nimz
i kfivka, o nfZ tuto jedndme, ndle#i. PoloZil zdklady poétu pravdeé-
podobnosti. Od ného pochdz{ téZ z nauky o mocnindch dvojélenit
znémy ,trojihelnik Pascaliv¥, v nové geometrii prosluld ,véta Pa-
scalova“, dimyslny stroj poéitaci, dale fada vyzkumi fysikélnfch,
tak ku pf. uwifvéni tlakoméru ku méfeni vySek, mimo to pak rtzné
hlubokomyslné préce filosofické.

**) Oznadenf obrazi rozlifeno po spdsobu Tilserové od oznalenf pri-

* méth tim, Ze na misté Fmskych &islic naho¥e pfipojeny dole arabské.
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primét hybné hrany (2r dlouhy) v poédteéné poloze K’, a ¢d-
stici jeji p, lezicf v konei priméru P ku O normalného, p’.
Pfedpoklddejme, Ze hrana otoéi se o thel « do polohy “K,
tut primét jeji *A”7 bodem O ovSem prochdzeje, bude s K7
svirati thel e.
Castice p zatfm probéhne v hrand K oblouk ptisludny

thlu —g—, i prejde v polohu ®p, primét jeji “p’ obsaZen bude

v primétu hrany.

Obr: 1

Polohy *p mohla by édstice dospéti i tak, Ze by v hrané
kruhové po celé otoceni z K do “K zhstala v klidu (klid rela-
tivnf), a teprve v “K Ze by z polohy pocatecné, jiZ tu zveme
o
5

Tato poznidmka vede k ndsledujicimu stanovenf prémétu
%pT: Hranu “K promitneme klinogonalné v prvou primétnu tak,
aby priimeét KM shodny byl s hranou “K.

Céstice p, kterd dle vyloZeného ziistala v p,, promitne se
tu v pll=p,.

K sobé ndlexité priméty klinogonalné a orthogonalné jedno-

Py 0 Uhel v pifsla$ném smyslu po hrané se poSinula.
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tlivjch ¢dstic hybné hrany *K budou pak veskrze v normaldch
ku *K7, jedny v *K7, druhé v “K’ obsaZeny.

Klinogonalny prémét “p'’ &astice p v zavéretné poloze sto-
toznf se s koncem oblouku, jenz v “X* ptisludf sttedovému tihlu

—g—, maje pocitek v pf, orthogonalny primét *p? dle dfivéjstho

stotozni se s patou normaly z *p™ ku *K7? spusténé.

Tim fddem, uhel e vidy veétsf a vétSi si myslice, uZitim
zminéného promitinf klinogonalného dojdeme orthogonalnych
priméth castice hybné v polohdch dalsich.

Pro « —=180° bude ku pf. nanésti v primétu klinogo-

nalném 1hel ?1}-180": 60°, ¢imZ obdrzfme primét ®p? ¢dstice
v poloze ®p; tento bude, pondvadZ tu ®K7 stotoini se s K7, ob-
saZen v usecce K’ a to na konci jeji tfetf ¢tvrtiny, jestlize od
pT pocitime.

Pokladajice “p? za pol a K’ za osu poldrnou, uréeme rov-
nici geom. mista orthogonalnych priméti castice p.

Jesti tu, prohlédneme-li ku obr. 1.,

pl ap12 —of ap12 +of ‘th‘ + 2. o7 %I o "p! cos @ (1)
PonévadZ pak

'rpI apI pod 9,

o
of *p’=2r cos 3

of tp’ =T,
Ize rovnici (1) pséti takto:

9’:—_7"(1+4cos’—g—+4cos—§—cosa),

¢ili, ponévadz

o [/4
coS a:4cos’§———3cos——

3’
92:"2(1-"80052%"1(‘ 16 cos* —g—),

z ¢ehoZ plyne
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:a-(4cos2%+1 ) @)

Na misté thlu a zavedme thel g.
Z trojtihelnika o7%pI *p” vychdzi podle véty sinusové
sin @ = 2 cos % sin (¢ — @),

zéroven viak jest, jak z trigonometrie zndmo,

N P @
sin ¢ = 2 co8 5 Sl 5
Je-li rozvrzeni v ¢initele na pravych strandch poslednich
dvou rovnic souhlasné, musf byti

P — s X
€08 —5~ = €08 3,
sin —g« = sin (¢ — @),
a tudf jednak -gi = % 3)
. Qo __
jednak 5 =e—9. 4)

Z rovnice (4) feSenfm podle ¢ vychédzi pro —;itaz hod-

nota jako z rovnice (3). Z toho patrno, Ze hodnota z rovnice
(3) plynouci jest sprévna.

Dosadime-li odtud za-g— do rovnice (2), na misté cos’%

1+-cosg
2 b

piSice zndmou z trigonometric hodnotu equivalentnf

obdrifme konecné
e=r2cosp-+1),
hledanou to polarnou rovnici orthogonalného primétu kfivky
sferické, cdstici p opsané. ’
Rovnici takovou m4 vSak zdvitnice Pascalova*), a jest tedy
tato kiivka rovinnd primétem oné sferické.

*) Polirnd rovnice zdvitnice Pascalovy v tvaru nejjednodusSim znf:
o=bcos g -} a.

v
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Z dal$fch zakond vytvarnych, které jesté zminiti hodldm,
napted uveden bud tento:

Otacf-li se kruhovd hrana L o poloméru » ve své rovind
kol vlastnf cédstice o s Ghlovou rychlost! rovnou oné, s kterou
se po ni pohybuje ¢istice p, vytvoif zdvitnic: Pascalovu.

Prejde-li stied s hybné kruhové hrany (obr. 2.) z pocd-
teéné polohy s do ®s, probéhnuv oblouk e, pfejde hybnd castice
z polohy % do %p.

Je-li 3T« =120°, zaujme C4stice polohu *p na konei prii-
méru Zpo o polovici prodlouzeného.

Poklddajice "p polem a pfimku "p %p osou poldrnou, vy-
Setfme poldrnou rovnici geom. mfsta &dstice p.

Jesti tu"p %p = ¢ privodicem, I *pTp*p = ¢ uhlem po-
larnym.
Z rovnoramenného /\ “s*po vychdazf

o
“po = 2r €08 -

2 9
z A\ "p®po pak dle véty sinusové:

3a
__2rsin 2 cos

sin @

[/4
2 1)
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PonévadZ, jak na pohled zfejmo,

I "po®s = I 0 %s “p,

a ;;:z “s%p,
jest
°p |l 0%
a tudfZ
P =a,
coZ dosazeno do (1) ¢inf
. 39
o= sin —2_-'
T a2
sin 5

nebo, rozvedeme-li sinus v ¢ftateli a zkrdtime-li jmenovatelem,

po malé redukei
o=r [4003’%——1 ]

KterémuZ vyrazu po zpiisobu prvé uvedeném snadno jest

déti tvar
o=rRcosp-+1),
tudfz tvar rovnice zdvitnice Pascalovy, coZ bylo dokdzati.

Druhy vytvarny zdkon znf: Posouvé-li se po kruhové hrané
K poloméru r stfedem svym s hrana kruhovd L s nf shodn4 a
v jeji roviné obsaZend, se stdlou rychlost{ thlovou a po této
hrané L Castice p s tGhlovou rychlosti dvakrate vétsf, opfse p
zdvitnici Pascalovu.

Prejde-li (viz obr. 3.) stied s hybné kruhové hrany L z po-
lohy s do “s, probéhnuv oblouk «, pfemistf se primér P, v ném
4stice p lezf, z poloy ?P do rovnobézné polohy “P, céastice
pak na misté do ’p, do %p, tak Ze

N
arc p,"p=2a.

Délka ¢ = “p®p vyjadii se jako v piipadu predeslém,
i vznikne zas rovnice zdvitnice Pascalovy.
Treti zdkon vytvarny pravi:
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Vali-li se hrana kruhovd L vné po shodné kruhové hrané
K, jez s nf jest v téZe roviné, opisuje édstice p od stredu hrany

L o jeji primér vzddlend a s nf pevné spojend, zdvitnici Pas-
calovu. Jest tudfZ kiivka tato epicykloidou prodlouzenou.*)

Hrany K a L, obé o priméru », v poloze pocéitecné do-
tykejte se v cdsticich ux, wr (viz obr. 4.).

Mysleme si, e odvali se hrany L oblouk wmy — a; stied

s hrany té pfejde z polohy %s do %, i setkd se jeji Cdstice my
s C4sticf mg, pro niZz platf

*) Sr. s tim: Jarolfmek, Geometrie pro IV. tf. §kol realnjch, 3. vyd.,
pag. 60. ‘
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—_—
arc ugmg = o.

Pti tom cdstice p ptejde z polohy Zp do polohy “p, kterou
snadno vySetffme. Zistanef Castice v této poloze s mg a %s
v téZe souvislosti, v jaké bylo % s my a %s.

Tteba tedy sestrojiti s trojihelnfkem mzZ?s'p shodny
4 mg%%p; jeho roh p poddvéa Cdstici v nové poloze.

Snadno tu, provedSe to graficky, pozndme, Ze privodic¢

I« - vy s « 1
@ = s %p jest rovnobéiny s polomérem pmz.
Sestrojime-li pak
“se 1 @
'of Le,
bude
0 = pe+ fls+%p,

“pe = flg = —r CO8 «,

a dosadime-li

Ots IP —_ 7.,
obdrzime
=2 (—rcose)+r,
¢ili, ponévadz
«=180"— g9,
o=rQcosp-1),

tudiZ rovnici Pascalovy zdvitnice, coZ bylo dokdzati.




268

Koneéné jesté platf: Zdvitnice Pascalova jest tpatnicf
kiivky kruhové K vzhledem k bodu %p, jenZ od obvodu kruho-
vého o polomér jest vzddlen.*)

Z Adsbe (viz obr. b.) vychdzf

r

8= ,
cos @

z 4 abp pak
ap=o9=abcosp,
a ponévadz

»
ab=2r | wsg
jest koneéné
1
9_1‘(2—'}"608"‘;))00347,

tudfz
o=rRcosp-+41),
jako svrchu.

Strojeni tecen.

Zékon vytvarny, z pocdtku pojedndni tohoto vyloZeny, vy-
kazuje téZ zvlastnf spilisob strojenf teny, jejZ v ndsledujicim
vyloZime.

Predevsfm je na jevé (viz obr. 1.), Ze tecna v-bodu -%p’
jest orthogonalnym préimétem teény ku sférické kfivee v bodé
“p, ddle pak, Ze jest tecna prostorové kiivky, pokud se polohy
tyce, totoZna s vyslednici dvou sil, jeZ na Cdstici p v poloze %
plisobi, nutfce ji jedna s hranou otdcecf, druhd v této hrand,
pokazdé tedy v urcité drdze kruhové, se pohybovati.

Prvni z téch sil dcinkuje v teéné T bodu *p kruhové
ktivky U, v niZ by se ¢dstice pohybovala, kdyby ztistala v hrané
v klidu, druhd jest 27, teCna to v bodé “p ku hrané K, kdyZ
tato jest v poloze “K. PonévadZ dhlové rychlost pohybu v hrané
“K jest ttikrat men3f, budou se drshy, jeZ by se za touZ dobu

*) Upatnicf kiivky vzhledem k n&jakému bodu rozumi se geom. misto
pat kolmic z onoho bodu ku jejim tedndm.
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v jednom a druhém sméru probéhly, k sobé miti jako polomér
r, kruhové hrany U ku ttetiné poloméru 2» hrany K. Budou
tedy slozky prislu$ného rovnobéZnfka sil imérny témto délkdm,
tihlopticka jeho primétu bude Z&danou tecnou zivitnice.

Vztyéime-li tedy v obraze 1. v tefce ®p, ku “K; kolmici
délky »,, kterouz vmesme tak, aby jeji konec m, sméfoval od
poéatku “p; v onu stranu, v kterou é&astice p¥i pohybu svém
z “p se Sine, mdme jiZ obraz jedné strany rovnobéZnfka; jeho
druhé strany obraz orthogonalny padd do *K;, klinogonalny do
teny *T, Vv ®p, ku *K,, ikonéi teckou n,, jeZ od © 2jesl:o%
vzdélena.

Orthog. obraz », bodu = jest v paté kolmice z n, kn “K,,
tfm pak i druh4 strana obrazu rovnobéZnika je stanovena.

Doplnfme-li protilehlymi dvéma, bude dhlopticka 7
teckou “p; prochézejici, Zddanou tecnou.

Neméné snadno sestrojime tecny ve tfech ndsledujicich
piipadech, tolikéz na pohybu zaloZenych.

V ptipadé, jenZ obrazem 2. vyjidfen, bude postup tento:

Castice p z polohy %p predevifm jest puzena ve sméru
tecné v *p ke kruhové hrané U, tudiZ v normdle ku o%p, jeito
pak se po svém kruhu L Sine, zdroven ve sméru tecné k nému,
tedy v norméle ku “p%s.

Preneseme-li v prvou teénu délku poloméru prvého, v dru-

hou pak druhého kruhu, od *p poéinajice, obdrZime sloZky rovno-
béznfka sil, jehoZ pifslulnou uhlopfi¢kou jest Zddand tecna.

Rovnobéznik ten, doplnénim obdrZeny, budiz *“pmrl, a na jiném
misté se k nému vrdtime.

V piipadé ndsledném (viz obr. 3.) Castice z polohy “p
predeviim puzena jest posouvajfcf se hramou kruhovou L ve
sméru tecny '7T" v, bodé “p, kterd jest rovnobéZna s tecnou °T

v bodé %s ku kfivece kruhové K, zdroven pak, pohybujic se ve
své hrané, smérem teéné 27 ku hrané této.



270

Tireba tedy jen na teénu prvou prenésti délku = kruhu
K, na druhou pak dvojndsobnou délku 2» poloméru kruhu L,

pokaZdé od “p jako pocédtku; pifslugna dhlopticka kosodélnika

“pgwk, délkami témi na teéndch téch jako stranami urdeného,
jest Zddanou te€nou.

Rozptlime-li delsf strany tohoto kosodélnika v ¢ a j a
spojfme-li s rohy w, ®*p, obdrZzime v ném kosodélnik novy
“ptwj, o kterém snadno dokdZeme, Ze jest shodny s piedesle

uvazovanym kosodélntkem “plrm. Strana “pi rovnd se », tedy

strané¢ “pl onoho, a jsouc jako ona teénou ku “L, jest s nf
i stejnolehld.

Pak jest tu strana druh4 #w, zékladna to rovnoramenného
trojihelnfka igw, jehoZ ramena majf délku ». Z konstrukce vychdzi,
Ze ramena ta kolmo jsou ku rameniim s nimi stejné dlouhym

trojuhelnika “p%so, i jest tedy pilidice rovna pidici trojihelnika
toho, ¢ili pticka 7w kosodélnika *pgwk stejnd i stejnolehld se
stranou ¢r kosodélntka prede§lého. Ze obdobné plati té% pro

thloprféky Ep—r, “pw, jest na biledni, tim pak shoda obou kon-
strukef dokdzéna..
V piffpadé ndsledném (viz obr. 4.) jest, jak v nauce o tro-
choiddch se vykldd4 *), tena normélou ku prfmce "71—27;,:,
RovnéZ snadno sestroji se tetna ku kfivce uvaZované, po-

jimédme-li ji za tupatnici, kterou Ze jest, prvé jsme ukdzali
(srovn. obr. 5.). Jak z nauky o tpatnicich zndmo, jest normalou

bodu p thlopticka pu obdélnfka p®puc. Snadno i v téchto dvou
ptipadech poslednich shodu konstrukei teény dokédZeme :

Jediny pohled na obr. 4. a 2. ukazuje, Ze 4%“p'p (v obr.
4.) shodny jest s 4%%po (v obr. 2.), ponévadZ pak, jakoZ srov-
ndnfm obr. 2. a 5, na jevo vychdzi,

A%s%po = Afpd,

#) 8r. Jarolimek, spis jiZ citovany, pag. 61.
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bude i
A%p'p = dfpd.

7 toho plyne vSak, Ze i kosodélnfky znimého nim tvaru,
piisluSnym zdvojndsobnénim téchto trojihelnfk@ vzniklé, budou

shodny, z CehoZ pifmo ndsleduje shoda uhloptiéek bodu *p a
p, normdl to kiivky uvaZované.

Rovnéz snadno zjist{ se souhlas konstrukce poslednf (obr. 5.)
a konstrukece v obraze 2. provedené. Je to témé opakovin{
Givahy piedeslé. Jak prve zminéno bylo, jest dhlopficka pu
obdélnfka p“puc (obr. 5.) normdlou ktivky vbodu p. Tato thlo-
piicka obdrZela by se tolikéz z kosodélnfka pduf, jehoi rizno-
béZné strany maji délky =, ». Snadno se pozni, Ze kosodélnfk
“pmrl (obr. 2.) je shodny s posléze jmenovanym, strany jejich
pak, a proto i dhlop¥icky, sobé odpovidajfcf, na vzijem kolmé;
jedna-li tedy tecnou, jest druhd normdlou. A t{im dikaz poddn.
Zbyva na zavérek jediny jeSté tdkol: zjistiti, Ze konstrukce
z uvedeného na poldtku zdikona vytvarného plynouci souhlast
s nckterou z ostatnich, tfeba s onou, jiZ obsahuje obr. 2.; tim
souhlas vSechnéch konstrukef v tomto ¢lanku uvedenych bude
zajistén. Ukol ten roziedfme, dokaZeme-li, Ze tihlopiicka obdél-
nfka “p m,e,n, (obr. 1.) shoduje se s uhlopiickou kosodélntka
“pmrl (obr. 2.).

Ptredeviim patrno, Ze jednu stranu maji oba stejnou i stej-
nolehlou, nebof

“pm, T "_‘;w—z v obr. 2,
dale jest, jak snadno poznime, v obr. 1.
I 0,%py%py = I %s%pa v obr 2.
Uhel ten nazvéme A a sestrojme v kosodélnfku obr. 2.
mu||vs L “pm.

DokdZzeme-li, ¢ mu v obr. 2. rovnd se mye, v obr. 1.,
bude dikaz proveden.
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Patrné jest

nebo, ponévadz

Obr. 6.

0

Z podobnosti trojuhelnfkd rz%, mu“p v obr. 2. vychédzi

— 12 .m%
mu = 2t P R
2%
¢ili, ponévadZ
— 4% —p?
rz=1¢ CoS A =v *
2
- 3
2% = 5 71,

konecné
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Vysledek to shodny s vysledkem v (1) odvozenym, ¢fmz
vée dokézdna.

Pozndmka. Za usnadnénim piehledu sneseny uvedené tu
konstrukce tecny v jediny obrazec (obr. 6.).

Nové pokusy o volném padu ve vzduchu.

Studujicimi referuje

Boh. Masek,
assistent fys. Gstava Ceské university.

Ddlezity problém kinematiky — p¥fmocary pohyb bodu p¥i
stalém urychlenf — jest za jistych okolnosti uskutecnén ve pii-
rodé ve zndmém vkazu voln¢ padajictho télesa, kdyZ pad totiz
déje se v ustiedi velmi mdlo odporujicim a kdyz vSechny cdstice
hmoty padajicf maji postupny pohyb pffmocary. Pad nad to diti
se musf z mirné vySe, ahy zména v urychlenf, které se vzda-
lenosti od zemé se menSi, neméla patrného vlivu. Idedlny p¥i-
pad, kdy nenf vibec tsttedf odporujictho, tedy pad v prostoru
vzduchoprdzdném, lze jen v malych rozmérech experimentdlaé
studovati. Pokusy velmi cetné v tomto sméru konané ukdzaly,
%e pohyb v tomto pfipadé jediné zavisi na wrychlens, které cha-
rakterisuje ,gravitaénf pole“ zemské, kdezto ani tvar ani qua-
lita neb quantita télesa tu nerozhoduji, takZe padd stejné rychle
jemné pirko jako olovénd koule.

Déje-1i se vSak pdd v usttedi odporujfcim, na p¥. ve vzduchu,
zménf se, jak jiZ povrchnf dennf zkuSenost uéf, pohyb tak znacéné,
Ze 0 rovnomérném zrychleni nelze vibec mluviti. Zndmy jsou
piipady, Ze méfenf — ovSem jen piiblizZné — hloubky studnf
aneb Sachet, pomoci doby, které téleso — kdmen na pi. —
volné nahofe pustény ku probéhnut{ potiebuje, nesouhlasf ani
tehdy s méfenfm p¥imym, i kdyz v dvahu vezme se rychlost
zvuku. Otdzka o vlivu tstfedf odpornjictho byla zdhy diskuto-
véna a hlavni vlivy ruSivé sprdvné uddny; jest to na prvém
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