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Pozndmka k vété Cauchyho.

Pige
prof. dr. Fr. Kolaéek.

Béiny dikaz véty uvedené jest po mém soudu st{Zen ne-
jasnostf, jeZ se nesrovndvd s fundamentilnym vyznamem jejim.
Abych ukdzal, v Cem nejasnost spatfuji, musfm v kréitkosti
rekapitulovati methodu dikazu, jenZ se opfrd o pomocnou, nfZe
uvedenou vétu. Cinfm to podle zndmého spisu ,Cours® de M.
Hermite 1891. Hermite pravi (p. 65.): ,Soient U et V deux fonc-
tions de « et y, réelles, continues et uniformes a I'intérieur d’'une
aire S; je dis, que l'intégrale curviligne relative au contour de
cette aire f'(Udzx + Vdy) s’exprime par l'integrale double

v du) «©
/fdmdy(%—@).
Na to se zndmou cestou, integraci po cCdstech uvedend these
dokazuje, a ku konci se jeS§té jednou opakuje: ,Les fonctions
U et V doivent étre finies, continues et uniformes“ (p. 66.).
Ale v pocetnim mechanismu, v integraci po ¢4stech, nenf
nikdeZ nutno ptedpoklddati, Ze U a V musf byti dkony jedno-
znaénymi (f. uniformes, eindeutig), ba nevystupuje ani jasné
podminka kontinuity, takZe Ctendf nabyvd dojmu, Ze tyto pod-
minky s opétovanym dirazem vytéené jsou vlastné zbytecny.
Nezd4 se mi tedy véei zbyteénou, poddm-li novy dikaz,
ktery nepfipoust{ ndmitek takovych. Povedeme jej bez pomocné
véty nahofe uvedené.
1. Budiz Z =X <Y funkef soujemného argumentu

z=w-|iy,

a sice m-znaénou, t. j. uréité ¢fselné hodnoté x 4~ <y odpovidej
vidy ,n“ numerickych hodnot Z. Mezi nimi jest v piipadu
obecném rozdil koneény, vyjma pifpady, kdy pro urcité z nékolik
hodnot Z koinciduje. Takovy bod z v roviné ay jest mnoZnym,
resp. i bodem rozvétveni.

Z uvedenych nahoie n-Ciselnych hodnot n-gnac¢né funkce,
jeZz bodu A v roviné xy piislusf, zvolme jednu Z, a stopujme
nepietrzitou fadu hodnot, v né% ptrechdz{ tato hodnota Z,, opi-
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suje-li ,2¢“ kfivku AB, na jejimZ konci Z4 preslo v Zs. Konetnd
hodnota Zz zavisi na cesté AB, neni tedy funkei polohy B, at
musf{ s jednou z onéch » hodnot koincidovati, které piindlezeji
bodu B. Nebyti toho, musila by funkce proti podmince byti
vice neZ n-znafnou. Tuto souvislou ¥adu hodnot, Z, poéinajici
a Zp koncfelf, zovme zkritka Z. Jsou-li mezi A a B vloZeny
body 1, 2, ..., n sobé nekonecné blizké, budeme integrdlem

B
S za
A
vyrozumfvati limitu vyrazu
(5 —2) - Za+(—2) 2y 4. . .+ (25 —2a) Zn]
znadl-li Z,, Z,, ..., Zn, Zp serii numerickych hodnot, v néz
prechdz{ Z,.

2. Dejme tomu, Ze body B, 1, 2, ..., n, B tvoii kfivku
uzavienou jako na pf. kruh, tak Ze bod B s bodem A v jeden
splyvé : pak jest integral kol uzaviené kiivky, jehoZ dolnf a horni
mez jest A, ddn predeSlym vzorcem.

Dejme tomu, Ze nyni po jednom ob&hu Z, piejde v Z,,
a Ze pii dalSfm obfhdni ndsleduji po sobé numerické hodnoty
Z,,2%,,%, ...,7,, ... Utiime nynf vychodistém integrace

bod p-t§. Pak platf
4
[7.a

=lim [(zp 11 — 2) Zp 4 (ZPHp_ zpt1) Zpr o o (24— 2) Za]
+lm[(z —2) 2+ @ —2) 2, 4. ..+ E@—21)Z,_].

Z uvedeného vidime, Ze kol téZe kfivky vzaty integral
A
7.4,
A

D
jehoZ meze jsou AA, se naprosto lisi od integrdlu f Zdz

»
jehoZz meze tvoff bod p. Integrdl kol wzaviené kiivky funkee
n-znaéné jest tedy mimo jiné také funkcé meze, tak Ze miZe na-
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byti rozmanitych v sebe neptetrzité prechdzejicich hodnot, méni-li
se meze nepretrZité.
Rozdfl obou integréli jest

lim [(2,—24) (Za — Z}) + (2, — 2) (4, — 7)) +. 2
+ (& — 2p—1) Ly — 72, )] .

Z toho plyne:

Jen tehdy, je-li funkce jednoznaénd, aneb podminetné jedno-
znadnd, t. j. meobsahuje-li integraéni kitvka ve svém nitru bod
rozvétvent pro pouZitow vétev Za, ..., Za:y ..., jest integrdl
dokola kiivky, uzaviené v jednoduché roviné, nezdvislym na vy-
chodisti integrace.

Po uréitém poétu obéhit m (<<n) musf Z4 dospéti k své
hodnoté pocdtecnf; nebof jinak by byla funkce proti podmnince
vice neZ n-znaénou. Integral ptese vsechny obéhy vzaty jest nynf.
na poloze mezf nezdvislym, protoZe jej lze psdti ve tvaru

lim % (2 — 2p1) [Zps + Z,_, +Z0 4 .+ 2077,

kdeZ souéet Z,—1 ... —}—Z}(,’:"” jest nutné jednoznacénou funkef
polohy bodu (p—1). P¥i tom oznalujt Zp—s, Z,_,, ..., 27"
hodnoty numerické, jichz dosdhne funkce Z, z bodu A s hod-
notou Z, vychdzejicf po jednom, dvou, ..., m obézich, kdeZ
m-tym obéhem cyklus obéhit se ukoncuje.

Nelze si mysliti elegantnéj3f illustrace vét pravé uvedenych
neZ ji poskytuje Riemannova predstava, dle niZ se kaZdé vétvi
n-znatné funkce ptisuzuje samostatnd rovina zy. Oblouky AA,
pp na jednoduché uzaviené roviné «y jsou na Riemannové

4 P
ploSe otevieny ; integrdlim f Zdz, f Z dz odpovidajf dvé rizné
4 P

oteviené kifivky na ploSe Riemannové; konecné jest posledné
uvedeny, kol kfivky mkrit vzaty integral na Riemannové ploSe
uzavien.

3. ZnaiZz Z¢ hodnotu, jiZ Z doséhne v bodé C, jestliZe
jsme vySli v bodd A od hodnoty Z., cestou I se ubirajice;
Z', znaliz hodnotu, k nfZ dospéjeme cestou AICIIA, Z), ko-



236

neéné onu, v niZ prejde Zs cestou III koncfef v A (obr. 1.).
Z teceného jde: Integrdl AICIIA, v némZz Z v bodé A od
hodnoty Z. vychdzf, jest roven integrdlu AICIIIA, kdeZ se
v A od hodnoty Z4 vychdzf, rozmnoZenému o integral AIIICIIA,

4

A
Obr. 1.

kdez se v A vychdz{ od hodnoty Z). Co zde fecCeno, jest
jasno dle definice urcitého integrdlu, nebof v tomto p¥ipadé
se v uvedeném souctu integrali AICIIIA - AIIICIIA, p¥ispévky
cesty AC zrusf, a ostatek se doplni v integral, stojicf na levé
strané rovnice.-

Z toho plyne véta:

Integrdl hlavnf kifivky AICIIA s hodnotou vychodisté
Z, nerovna se souttu integrdld parcidlnych kfivek AICIIIA
a AIIICII A, vyjdeme-li vZdy z téhoZ mfsta A od téfe hod-
noty Z,.

AvSak rovnost fedenych vyrazi nabyvd platnosti tenkrate,
je-li Z funkef jednoznaénou nebo — pro nedostatek bodd rozvét-
venf uvnitt ¢dry uzavfené — funkef podminecné jednoznaénou.

V tomto pfipadé, a jen v tomto pifpadé, jejZ predpokld-
dati chceme, jest mimo to kaZdy integrdl na poloze mez{ ne-
z4vislym. Z toho jde vzhledem k obrazei 2. relace

AICEA = ICEAI = ICEI + IEAL
4. Takto soudfce shledivdme, je-li Z funkef jednoznac-
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nou nebo podmineéné jednoznalnou, Ze integrdl AICIIA jest
roven souétu v stejném sméru vzatych integrali

AECIIA +ICEI - IEAL

c

E

A
Obr. 2.

Kazdy z téchto parcidlnych integrdldi jest vzat kol uzaviené
kiivky, kaZdy jest na poloze dolni meze nezdvisly, a v kaZdém
jest hodnotou vychodi§té (dolni meze) ona hodnota Z, k nfZ do-
spéjeme, jestlize v A vyjdeme od hodnoty Z4 a cestou zcela libo-
volnou se ubirdme k dolnf mezi Feleného integralu. Ze v tom
ohledu, drzfme-li se nitra kiivky AICIIA cesta jest lhostejnou,
plyne z podminky, Ze uvnitt téZe kfivky jest Z funkef jedno-
znaénou nebo podmineéné jednoznaénou. Takto soudice, miZeme
si vnittek uzaviené krivky vyplniti siti, jejiZ nekonecné mala

Obr. 3.

oka tvofi integraéni kontury nekoneéné velikého poctu integraliv,
jich% soucet dohromady jest dle pfedeSlého roven integrdlu kol
kfivky hlavni. Volme za oka pravothelniky o rozmérech ne-
koneén¢ malych (obr. 3.). Pak lze integrace kol ok, jeZ podél
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obvodu poloZena jsou, a tvaru pravodhelnitka nemaji, prosts
vynechati; jsouté v infinitesimélni minorité proti okim pra-
vouhelnfkovym. Podobnym obratem Ilze podle Ampera dokd-
zati, Ze UCinek proudu uzavieného moZno nahraditi uéinkem
proudd, jeZ probihaji obvody jednotlivych ok sité. Integrdl kol
kontury jednoho oka, jehoZ stted mé koordinaty «, y a jehoz
strany maji délky «, B8, 1ze snadno napsati (obr. 4.).

ZI

>

V/
z™ oy

=S5
V4

Obr. 4.

7 obrazce 4. patrno, 7e f Zdz kol kontury obdélnika

fz dy)ds

Z" — 2 a-Bi (2 —Z7).

¢ili
pfejde v soucet

. dZ .
Je-li Z funkef spojitou, t.j. neni-li A nekone¢nym, lze

7
%

. 7
a misto 7 — 27 psati @35

misto Z7 — Z'V psiti 8.

tak %e nahradime-li « i @ znatkami dw resp. dy, plati
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Dle podminky jest Z v obvodu kfivky funkef jednoznacnou,
nebo takika jednoznalnou, tedy zajisté funkei polohy

Z=f@)=f(+iy)
LT

z ¢ehoz — =
dx y

a koneéné véta Cauchyho:

dez =0.

Prehlédneme-li viechny vyvody, shleddme, Ze podminky
jednoznalnosti a spojitosti zfejmé vystupuji. Prvd podmihuje
moznost nahraditi integraci kol hlavn{ kontury integracemi kol
kontur jednotlivych ok sfté; druhd jevi se nezbytnou, ms-li se
difference dvou hodnot Z vyjddtiti pomérem differencidlnim.

Uzaviend kiivka, o nfZ dosud byla fe€, jest uzavienou
na jednoduché roviné zy. Vztahuje-li se integraénf cesta na m ob&hi
shora uvedenych, které cyklus definujf, jest integrél f° Zdz =0,
kdykoliv soucet tam se naskytujicich m hodnot

Z, 7, ,+2077
nenf uvnitt kiivky tim rozpojity, Ze jeden z differenc. pomérd
se stane nekoneénym. To dostacf, nebof soucet onen jest hez
toho jednoznacnym. Tim jest rozsifena platnost Cauchyho véty
na kiivku, jeZz jest na Riemannové ploSe uzavienou.

Jadro uvahy, jiz tfmto ukonCuji, spatiuji v dirazném vy-
téenf{ okolnosti, Ze integrdl Jf'Zdz, vzaty kol uzaviené kiivky
v prosté roviné, jest mimo jiné i funkef meze, neni-li pravé Z
funkef jednoznanou nebo podmfneéné jednoznacnou. Jen tehdy
lze mluviti o integrdlu kol kiivky viibec, bez dodatku dal§tho.
Co povédéno, plati vSeobecnéji pro integral

J'(Pda + Qdy + Rdz),

znamenajf-li P, Q, R libovolné funkce veliin «, y,2; jen tehdy,
je-li P, Q, R jednoznatnym, m4 integrdl vzaty kol uzaviené
k¥ivky prostorové bez dal3iho dodatku urcity smysl, a jen tehdy
plati zndm4 relace Stokesova, pomoci které feceny integral na-
hraditi 1ze integralem ploSnym.
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