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Prispévek ku plochdm Sroubovym.
’ Napsal prof. Bedrich Prochazka.

Ve ¢lénku: ,Ein Beitrag zur Schattenlehre® *) odvodil
jsem, Ze orthogondlny primét kiivky vlastnfho stinu uzaviené
S§ikmé plochy 3roubové pii ose kolmé k primétné a pii geo-
metrdlném osvétleni lze sestrojiti jakozto primét prisecnice
plochy kuZzelové s jednoplochym hyperboloidem. Tamtéz zabyval
jsem se na zdkladé téhoz ndzoru také sestrojenim telny téze
kiivky. V tomto ¢linku ukézi, Ze touZ cestou s pomoci zdsad
geometrie kinematické lze dospéti k jejimu stiedu kiivosti.

Ulohou touto zabyval se jiz prof. Dr. Ch. Wiener **),
aviak jenom pro jeji bod dvojny jednoduchy a dvojny bod do-
tyény, nesestrojoval v8ak polomér kiivosti v libovolném bodé
této kiivky.

1. Za tim Gtelem dejme zndmé konstrukei orthogon4lného
primétu kiivky vlastniho stinu uzaviené Sikmé plochy Sroubové

*) Hoppe, Archiv fur Mathematik und Physik, 2. dil. 1885. Str. 101.
**) Dr. Christian Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. II. dil,
str, 504 a 506.
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novy vyznam a piedpoklidejme, Ze v bodé A4, (obr. 1.) jest
din orthogonédlny primét osy A této plochy a ve piimce P,
primét jedné z jejich ptimek povrchovych. Tato pfimka P pro-
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tind osu plochy A v bodé a, jehoz vzddlenost od primétny
nechf rovna redukované vySce ndvitkové ¢°*), a vzddlenost

*) TamtéZ str. 367. — Jarolimek- Prochdyka, Deskriptivni geometrie
pro vysoké skaly technické, Ceskd Matice technickd, Praha, 1909; str. 306.
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jeji stopy m od osy A uddvd parametr »° Archimedovy spirdly
M ,S jakozto stopy plochy S§roubové *). Piimka S, prochdzejici
bodem @ a majici svou stopu v bodé ', urtuje smér geome-
trilného osvétleni.

Za ptitinou zjednoduseni daldi konstrukce predpoklidd se
obylejnd, Ze primétna se s tvofici pfimkou povrchovou pohy-
buje. Tentokrite v8ak budeme si mysliti, Ze se tato piimka
i s piisluinou plochou normél z kazdé své polohy posouvne ve .
sméru kolmém ku pramétné tak dalece, az prochdzi bodem a.
Po tomto pofinuti tvoii vSechny piimky plo§né plochu kuze-
lovou K (kuzel fidici plochy Sroubové) a jeji stopy nalézaji se
mérem a, m.

S kazdou piimkou P plochy Sroubové, — jak bylo jiz
feteno, — poSineme zdroveli p¥isludny hyperbolicky paraboloid
normdl **),

Takovd plocha normdl m4 za ¥idicf rovinu prvou — t. j.
rovinu, s niz jsou normdly rovnob&iny, — rovinu kolmou k P,
a za rovinu ¥Fidici druhou rovinu kolmou k piisluiné roving
asymptotické ***), a tudiZ i kolmou k roviné tetné dotykajici se
fidiciho kuzele K dle povrchové piimky rovnobézné s P. Po-
névadz tato rovina md byti kolma k roviné asymptotické a
soutasng rovnobézna s piimkou P, musi byti kolma k primétné.

Mezi piimkami soustavy druhé nalézd se také piimka *P’
kolmd k primétns, jejiz primét jest urfen priseéikem praméti
dvou normdl. Normdla plochy v bod& a, jejiz tetnd rovina jest
totozna s promitajici rovinou piimky P promitdi se do piimky
a,f kolmé ku P, v bodé a,.

Primé&t normdly plochy v bodé = sestroji se jakozto
norméla stopy plochy roubové MS, kterdz jest — jak jiz piedem
podotknuto — Archimedovou spirdlou o parametru »°+). Z kon-
strukce patrno, ze tato mormdla prochdzi priisetikem f pifmky
a,f s kruznici K. Bodem timto jakoZto primétem povrchové

*) Dr. Christ, Wiener, Lehrb. d. darst. Geom. II. dil. str. 493.
**) Jarolimek-Prochédzka: Deskript. geom., str. 239.

**¥)  Dr. Ch. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom., IL dil, str. 415,
1) Tamtéz, str. 362.
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piimky *P' druhé soustavy plochy normél prochdzeji priméty
viech normdl plochy Sroubové v bodech pfimky P sestrojenych.

Majice sestrojiti dotyény bod & (v obraze nesestrojen)
néjaké roviny tené r prochdzejici piimkou P, jejiz stopa P7
jest ddna, sestrojime jen primét p¥islud3né normdly, kteryz,
prochézeje bodem *P’, a stoje ku stops PP kolmo, primét P,
v bodé b, protind.

Pifmky P a S urtujirovinu 3, kterd jest s paprsky svételnymi
rovnoh&zna. Abychom uréili dotytny bod této roviny s poSinutou
plochou &roubovou, sestrojime bodem f= *P’, kolmici ke stops
M? = mm, jakoito primét oné norméily N% protinajici pfimku
P v bodé d, v némz se dotykd rovina A plochy &roubové.
Primét piimky N¢ miazeme viak také poklddati za orthogondlny
primét piimky nejvétiiho spddu F roviny tetné B, prochizejici
bodem dotyénym d. Jeji stopa nalézd se v prasetiku % pi{mky
F, = N4 se stopou MY,

- Priméty vSech takovych piimek nejvétsiho spddu F'. ..
protinaji se v jediném bodé ¢, *), ktery se nalézd na piimce
kolmo v hodé a, ku S, postavené, tak Ze f,a, — m’a,. Proto
tvofi pfimky I°... jednoplochy hyperboloid H, jehoz Fidicimi
utvary jsou: piimka S, promitajici piimka Z bodu ¢ a kruiz-
nice H obsahujici stopy A viech piimek F ... jakozto jeho
stopu **), oo

Primét kiivky vlastniho stinu § plochy Sroubové mézeme
tedy poklidati za primét présetnice tohoto hyperboloidu H
s plochou kuZelovou K a na tom zdkladé mizeme sestrojiti jeji
tetnu v bodé d jakozto primét prisetnice rovin tecnych pif-
slunych v tomto bodé ob&ma plochdm.

Tetna v bod& m ke kruznici K sestrojend jest stopou mp
roviny tetné plochy kuzelové. Rovina tetnd hyperboloidu v bodu d
se dotykajici jest urena piimkou I jedné a piimkou G druhé
soustavy ¥**), Stlopami L a I’ obou téchto ptimek prochdzi stopa

*) Plyne to ze shodnosti trojuhelnikii ma,m’ a fa,t (f= AP’),
jichz strany zistavaji k sobé kolmy.

*%) nﬁ jest primérem této kruznice, kterd zdroven prochédzi bodem
a,=4A,, a primka 4 jest také jednou pfimkou plochy H.

***) Primét G, se stotoZnuje s P,.
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této roviny tetné a jejim prisetikem p se stopou mp a
bodem d, urlena jest tetna kiivky §, *). _

Jelikoz viak nahote uvedeni konstrukece kiivky S, tplng
souhlasi s mechanickym vytvofenim tak zvané Arivky Poncele-
tovy, muZeme také pouZziti geometrie kinematické k sestrojeni
jejich teten nebo normél **)

2. K sestrojeni kolmé rychlosti d,»***) bodu d, v tetns
kiivky S, predpoklidejme, Ze piimka P, se otd¥f rychlosti
tihlovou rovnou 1, tak Ze délka ma, predstavuje kolmou rychlost
otdteni bodu m pii otdfeni kol bodu a,. Délka d,a, predstavuje
potom kolmou rychlost bodu d, jakozto bodu téze se otdlejici
piimky P,. Piimka fa,, kterd stdle k otdtejici se piimece P,
kolma ziistivd, otd¢i se touZe thlovou rychlosti a délka fa,
jest kolmou rychlosti bodu f. Z kolmé rychlosti tohoto bodu f
odvodime kolmou rychlost /i téhoz bodu, aviak vzhledem k otd-
¢eni piimky ¢,/ = F,, timto bodem stdle pii otdteni kol bodu ¢,
prochdzejici tim, Ze s bodu @, spustime kolmici a,i ku piimee F,.
Vedeme-li bodem d, ku piimce fa, rovnobézku dye,, protinajici
piimku a-lt—lvbodé e,, a timto bodem sestrojime pfimku ¢, g, | F},
obdrzime ve piimce této délku d,g,, uddvajici nim kolmou
rychlost bodu d, pii otd¢eni piimky- F; kol bodu ¢,. Primky
fa, a g.e, protinaji se v bods » urlujicim s bodem d, kolmou
rychlost bodu tohoto jakozto normilu Ponceletovy kiivky S, ).

3. Tento dvoji zplsob sestrojeni tetny poskytuje ndm vSak
pomiicku, abychom sestrojili i polomér kfivosti kiivky této,
odvodime-li si jeitd kolmou rychlost pi stopy p tetny d,pT+).

Abychom stanovili tuto kolmou rychlost.ﬁbodu p, uvazme,
ze se bod tento jevi jakozto prisetik tetny mp kruznice K a
setny hh' kruznice H. Bod p jakozto ndlezejici tetnd mp po-
hybuje se pii difve uvaZovaném otdteni piimky P kol bodu a,
kolmou rychlosti a,p.

*) Jinou konstrukeci této teény uvidi prof. Dr. Chr., Wiener, Lehr-
buch. der darstellenden Geometrie II. dil, str. 502.

**) Dr. L. Burmester, Lehrbuch der Kinemaltik, str. 81.

**#*) Tamtéz str. 23.

1) Tamtéz, str. 59, odst. 32.

t1) Rozpravy Ceské Akademie, rocnik 1L, tida 1L e&is. 19,
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Tyz bod p jakozto ndlezejici pifmece kA’ pohybuje se
rychlosti, kterou stanovime ndsledovné: Bodu 7’ jakoZto bodu
pimky @, = P, kol bodu a, se otdtejici ndlezf rychlost kolmd 7’a,.
Rychlost kolmou %z bodu % stanovime se zfetelem k tomu, Ze
jest to nejenom priselik ptimky F, s kruhovou stopou H plochy
hyperboloidu H, ale zdroveil se stopou M# roviny g, kterd se
kolem bodu m’ otdif.

Za tim Gtelem vedme hy || a,m a;m aZ protne a, aym’ v bodd y
a timto bodem spustme kolmici yz ku piimce mm’, kterdz pro-
tind polomér ho kruznice H v bodé z. S tohoto bodu spustime
kolmici z_[c ku pifmee AL" protinajici piimku %y v bodé wu.
Spojnice a,u protind pfimku pH]IP v bodé #, jimz spusténd
kolmice x»z ku piimee 744’ omezuje v nf useLku pm_jakoito
kolmou rychlost bodu p pfi pohybu piimky K. Piimka wx | WA
a piimka a,.1 a,p protinaji se v bodé 2 urtujicim s bodem p
délku pa jakozto kolmou rychlost bodu p pii otdceni pifmky P, *).

Znajice nyni, jak v pfedchdzejicim ¢lanku ukdzdno, kolmou
rychlost d» bodu d, v tetnd d,p a kolmou rychlost pﬂ. bodu p,
sestrojime nyni v bode v a 4 kolmice ku pimkim d,» a pdy,
kteréz se protinaji v bodé £, urlujicim s bodem P primku pro-
tnajici piimku d,», totoznou s normdlou kiivky S,, v hledaném
sttedu kiivosti s kiivky S, *¥).

4, Pan vlddni rada Vdcl. JeFfdbek vsak ukdzal ve svém
zajimavém ¢ldnku, uvefejnéném v tomto Casopisu ***), Ze miZzeme
orthogondlny primét kiivky stinu vlastnitho uzaviené Sikmé
plochy Sroubové poklddati za primét orthogondlny kvivky pro-
niku dvow ploch kuzelovijcl ndsledovné urtenych:

Sestrojme kteroukoli kruznici N, kterd pfimku a,f, vbodech
a, a g pravothelné protind, treba tu, u, jejiz stfed jest v bodé ¢,.
Bodem g vedend piimka gn qn || 8 a,f prochdzi _prisetikem n
piimky a,m_s kruznici N a protne piimku ft, v bodé #’.

f1

t
Jezto pomer rovnav se stalému poméru _q 2 jestgeometrickym
1

*) Dr. L, Burmester, Lehrb, d. Kin., str. 59, odst. 32. -

*¥) Rozpravy Ceské Akademie, rotnik IIL, tFida IL, &is. 19.

***) »Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky<, O jistych cirku-
lirnych kfivkéch stupné étvrtélio s dvojnym bodem dotyénym, roen. XXXVIL
(1906—7), na sir. 235, '
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mistem bodu #’ kruznice N’, sestrojend ze stiedu g polo-
mérem gn'.

Mysleme si déle, Ze bod a na ose A plochy Sroubové
lezicf jest vrcholem kuzele, jehoZz zdkladni kiivkou jest kruZnice &V,
Na piimce ag leZici bod £, jehoz primétem jest bod #,, pokli-
dejme za vrchol druhého kuZele, jehoZ zdkladni kiivkou jest
kruznice N’.

Z nahofe uvedeného urteni kruznice N’ patrno, Ze druby
kuzel ¢N’ protind rovina jdouci vrcholem @ prvého a rovno-
béZnd s primétnou v kruznici L, jejiz primét L, se s krui-
nici K stotoZiiuje.

Rovina agnn’ protind plochu kuZele aN v pkimce an a
kuzele tN’ v piimce #n". DPiimky tyto protinaji se v bodé d
kiivky, v niz se ob& plochy kuZelové protinaji a jejiz orthogo-
nilny primét se tGplnd s diive urtenym primétem S, sto-
toziuje.

Prasetnice rovin teénych v bodu d k oh&ma kuzelim dle
pifmek an a 7@’ sestrojenych jest tetnou dp’ kiivky prisetné
obou kuzell, a jeji primét teénou primétu S’l. Z toho patrno,
%e tetny mp’ a n'p’ respektive v bodech n a n’ ke kfivkim
N a N’ sestrojené jsou stopami zminénych rovin tetnych a
jejich prisetik stopou p’ tetny dp’.

5. Tohoto jednodu$siho zpiisobu urleni tefny jakozto pri-
setnice rovin teénych dvou ploch kuZzelovych miZeme uziti také
k snadnéjifmu sestrojeni stiedu kiivosti ktivky S, nez k ja-
kému jsme dospéli ve ¢ldnku 3.

Bude také zde nutno sestrojiti tetnu dp’ pomoci geometrie
kinematické, tentokrdte vSak pouZzijeme rychlosti obydejngch
(ne kolmych), odvodivie rychlost, kterou se pohybuje bod d,
jakozto prisetik pkimek P, ='a,n a t,n otdtejicich se kolem
bodt @, a ¢,.

Za tim utelem predpoklidejme, Ze se piimka P, otdif
kol bodu a, rychlosti ng. Potom by pohyb bodu d, téze ptimky
byl vyjédten délkou d,'d, | P, a omezenou spojnici a,q
(d, =e,).

Primka 1d,%d, || s P, vyjadfuje ndém potom nekonetné
maly pohyb piimky P,. S pohybem bodu x jakozto bodu
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piimky P, souvisi pohyb téhoZz bodu jakozto jejiho prisetiku
s kruznici N v kiivce této. Rychlost n 1q tohoto pohybu od-
vodime z rychlosti ng, jest-li -li ptimkou g 19| P, vymezime
v teénd np’ kruZnice N délku n'q. Vedeme-li piimku g %q || nn/,
obdrzime v délce n %g na piimce P, | nn’ rychlost téhoz bodu n,
aviak jakozto bodn ptimky n»’, kterdz se dle nahofe uvedené
konstrukce kolem bodu ¢ otd¢i. Rychlost n” '’, kterdZ pii tomto
pohybu bodu »’ nilezi, obdrzime v piimce #’ '’ ] nn’ omezené
pifmkou ¢ %g. Rychlost ta ndm ud4vd jiz rychlost bodu »’ jako
prisetiku piimky mn’ s kruznicf N’ a piimka T %4’ ||s ¢’
stanovi ndm v pHmee o’ %’ || &0’ délku #”%n’, udévajici ndm
rychlost bodu #»" jakozto bodu piimky t,n" (kol bodu ¢, se
otdtejici), z niz odvodime rychlost d, dl, kterou se bod d, této
piimky pohybuje (d,%d, | #'t,). Piimka °d, 3d, || 8,0 udava ndm
nekonetng maly pohyb piimky #n".

Spojniced, °d; bodu d, s prisetikem piimek id,3d, a %d,3d,
uddvd ndm rychlost pohybu bodu d, jakozto tetnu kiivky S,
a stotoziiuje se s prve sestrojenou te¢nou ?i;ﬂ téze kiivky.

Zbyvd jeité sestrOJltl rychlost bodu »’ tetny d,p’ jakozto
prisetiku tefen np’ a »’p’ kruZnice N respektlve N', jichz
pobyb s diive stanovenym pohybem bodi » a »’ souvisi. Po-
sine-li se, — jak bylo privé odvozeno, — bod # v tetné mp’
kruznice N rychlosti n g, ototi se bod p’ tetny této rychlosti
p' ', kterou kolmice spuiténd s bodu » ku piimee gf, ve
piimee p’Ip’ | np’ vymezuje *).

Ptimka p’ p’ || mp” vyjadiuje potom nekonetné maly po-
hyb teiny np’.

Stejné si vyjddiime nekonetné maly pohyb tetny n'p’.
S bodu #’ spustime kolmici ku primee ¢'’, vymezujici ndm
ve primce p’ 2’ _Ln 'p" délku, vy]adrujlci rychlost, kterou se
pohybuje bod p’ pH pohybu tetny »’p’. Piimka 2p"3p’ || n'p’

vyjadiuje nekonetné maly pohyb teiny n’p
Spojnice p’ 3p’ udavd rychlost bodu p’ jakoZto prisetiku

teten np’ a w'p’. 7 rychlosti této odvodime rychlost p’ %,
kterou se bod p’ jakozto bod telny d,p’ pohybuje pii jejim

otdéent kol bodu d,, omezime-li p’ %’ | d,p’ piimkou "%’ || d,p".

*) Rogpravy Ceské Akademie, rotnik IIL, tfida IL, &is. 19.
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Konetné kolmice spusténd s bodu diive stanoveného *d,,
omezujiciho rychlost bodu d, ke spojnici d,*p’, protind normdlu
sestrojenou v bodu tomto kfivky S, v hledaném stredu kri-
vosti s.

Uréeni ploch Sroubovych, jichz totdlni a stredni
krivost vazany jsou linedrni relaci.
Fr. Velisek v Praze.
Plocha &roubov4 budiz déna rovnicemi
A) =9 cosv, y—=osinv, 2= mv -+ ¢(o),

z tehoZ plynou pro hlavni poloméry kfivosti &, R, tyto relace:

1,1 _ gl 9 2] + 00 (o + m?)
R "R, T [m® o (1 4 ¢’
1 o’¢'p” — m?

BR, ™ [m*+ o (1 + )]
Oba poloméry jsou funkce jeden druhého. Abychom to vyjddiili,
mizZeme fici, Ze existuje relace jistd mezi jich sout¢tem a sou-
¢inem, ¢i mezi stfedni a totdlni kiivosti. Uréime v&echny plochy
Sroubové, kdy posledni relace jest linedrni. Plochy parallelni
k plose &roubové jsou opcét plochy Sroubové, mozno tedy od-
voditi plochy §roubové, jichz totdlni a stiedni kiivost jsou vé-
zdny linedrni relacf, z ploch Sroubovych o konstantni kiivosti
totdlni. (Ossian Bonnet, Nouvelles Annales de Mathématiques
1853, p. 433).
BudiZz ddna relace

M 1, 1 _
V(g tw) =0 o)

kde M, N, P jsou dané konstanty. Bude tudiz ¢ (o), uréujict
tvofici profil plochy Sroubové, urteno differencidlni rovnici:

. @ ¢y’ — m?
e+ (1 F 79 T
¥ [ (L + ¢/ + 20 4 o (@ + ) | p_
A e+ " (L + 91T =0
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