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Konetné kolmice spusténd s bodu diive stanoveného °d,,
omezujfciho rychlost bodu d, ke spojnici d,*p’, protind normdlu
sestrojenou v bodu tomto kfivky S, v hledaném stredu kri-
vosti s.

Uréeni ploch Sroubovych, jichz totdlni a stredni
krivost vazany jsou linedrni relaci.
Fr. Velisek v Praze.
Plocha &roubovA budiz déna rovnicemi
A) x=y9cosv, y—=osinv, 2= mv -+ ¢(o),

z tehoZ plynou pro hlavni poloméry kfivosti &, R, tyto relace:

1,1 _ gl 9™ 2] + 00" (o + m?)
R "R, T [m® o (1 4 ¢’
1 o’¢'p” — m?

BR, ™ [m*+ o (1 + )]’
Oba poloméry jsou funkce jeden druhého. Abychom to vyjddfili,
mizeme ffci, Ze existuje relace jistd mezi jich sout¢tem a sou-
¢inem, ¢i mezi stfedni a totdlni kiivosti. Urtime v&echny plochy
Sroubové, kdy posledni relace jest linedrni. Plochy parallelni
k ploge &roubové jsou opcét plochy Sroubové, mozno tedy od-
voditi plochy §roubové, jichz totdlni a stiedni kiivost jsou vé-
zdny linedrni relacf, z ploch Sroubovych o konstantni kiivosti
totdlni. (Ossian Bonnet, Nouvelles Annales de Mathématiques
1853, p. 433).
Budiz déna relace

M 1, 1 _
V(g tw) =0 o)

kde M, N, P jsou dané konstanty. Bude tudiz ¢ (o), uréujici

tvofici profil plochy Sroubové, urteno differencidlni rovnici:

3 1t

. Oy —m
i+ (1 & 979 o
& [0® (1 + @) + 2m%] + eg” (@ +m%) | -
TN " "0 + 9O + P=0.
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Prvni integraci lze snadno provésti (I. Raffy, Bull. de la Soc.
Math. de Frang. t. XIX.), jezto vyrazy u M, N majf resp. tvar:
_td_ & 14 o'y’
20 dom® 4 0*(1+9'%)’ "y do \'m?* + o> (1 + ¢'2)’
a tudiZ, oznatime-li integratni konstantu @, obdrzime
_ Mo? + 2N o%’
m? + 0 (L4 ¢"%) " Vm® + 02 (1 + ¢
Rovnice ukazuje, Ze pfipady pro totdlni neb stiedni kfivost
konstantni vedou k elliptickym integraldm. Theorem Bonnetiv
ukazuje, 7e tomu tak jest i v pfipadé obecném.

+ Po* + @ =0.

Nechf pro obecnou plochu &roubovou

@, = ¢ cos v+ If, cos (fy + ), y, = ¢ sinv + If, sin (f, +0),
z=mv + ¢ 4 Ufy,

kde f,, f,, f2, ® jsou funkce ¢, Ilibovolnd konstanta, vede inte-
grace rovnice 1. na quadraturu. Pro soutinitele prvni a druhé
zékladni formy theorie ploch

Zdat = Edg? + 2Fdodv + G dv?,
—2dzdX = D do® + 2D’ dp dv 4 D" dv?,
obdrzime: )

E =15+ i+ + 2 cosfy —fufy sinfi+ )
+ 1497

= U5 + 2lof, sin f; + o* + m?

F =iy + (o fyf'y cos fy — fo sin fy + ofy sin f, + mf’)

: -+ mo’

D = VB(fif'osf"y — Sfof "ot e + FoS S 0) + 12 (0.f o/, cos f
— ofof'if"y sin fy + fof s cos fi 4 o fof's — o f"of"; €08 f;
+ 2o/ f's sin fy - o fof“sf'e sin fy - o fof i, cos [
— @' fof"s + @' ST — mfofof s — 2m ofy 4 mfof o f
— m fofD) =+ 109" f'o cos f; — 09" fuof'y sin f, + ¢ fy cos f
+ of"s— o @' cos fi =+ 209" f'of'y sin fy - 09’ fof " sin f,
+ 09’ fof'] cos fy — m f", sin f; — 2m f'.f; cos f,
— mfof "y cos fi + mff] sin fy) + 09”,
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D' =Bfof f's + (e f'of's sin fi o fof'sf'y cos 1,
— hfssinfy 4 fof 1 @' —mfo—mABf) + L (eg'f, sin f
+ 09’ fof"y cos fy — @' fy sin fy — 2m f'; cos f,
+ 2m f,f', sin f,) —m
D= fof'y + 12 (9 f5 + 20 fof'y cos fy — mi5f) +1(e* fy
+ 209’ f, cos fy — mo f'y sin fi + m f, sin f;
— mg fof'y cos f,) + %',
kde posledni velitiny jsou bez faktora (EG — F2)~1
Utvofime-li vyrazy pro sou¢in a soucet hlavnich poloméri
kiivosti, objevi se R‘ R‘, ve tvaru zlomku, jehoZz Ctitatel jest
vzhledem k ! stupné 8-ho, jmenovatel 6-ho. Uréime-li pak libo-
volné funkee f,, f,, f, tak, aby soutinitelé [® v (itateli a I°
ve jmenovateli tohoto zlomku byli rovnymi, obdrZime relaci,

L fo (Fs + P =f2 (fof s — of"s)s
a z podminky, by soutinitelé pti f*, a f“, — pii platnosti re-

lace I. — v koéfficientu 7° ve jmenovateli pfesli v 0, plynou
vztahy resp.

II. mfly— ofy sin fy =0,
111 (of‘ Fo A+ fof s + 20 Fof's + .3-"f2f';)cosf
. ST 00 2 o/ 2 v/ o/ 2 fo 1
- (‘fo_fllf‘a sin fy + @' fof's — mfof'of's + 29 131,
— m f,f,f!, = 0.
Rovnice I. ddvé4, klademe-li

fo=v(fs)

a oznacime

ay (f,)
df,

YA+ )= —y"
z tehoz jako nejjednodussi partikuldrni integrdl plyne

= (f,) kritce 9’

fo=1—f3
Relace II. pak dévd
sinf, = — mYL—1s — Vot —m

co0S =
ofo ’ S efo
2
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Dosadime-li vypoitené velitiny do relace III, obdrzime snadns

Von™ % 73 — )
“ o' — = =0.
fof% (‘P 0 Vl — 7
Neklademe-li f, konstantou, obdrZime:
o mQ + ()')¢’2
A=wmrea+v

a z toho: \

2 — e ="

A= et oy V=
Dosadime-li p¥isludné vyrazy do R, R’,, R’, + R',, plyne snadno,
- e koéfficienty v predloZené rovnici

PR\R;, 4+ N (B, + R,) + M =0
jsou resp. pii I%: P, pii 1: 2N + P (R, 4+ R,), a prosty ¢tlen
PR,R, + M + N (R, + R,),

kde R,, R, znalf hlavni poloméry kiivosti plochy 4. Funkce
fos fis 2 jsou pak totozny s kosiny normély této plochy, a to
bud ve smyslu kladném neb zdporném, dle volby znameni téchto
funkei. Substituci touto tedy piechdzime k theoremu Bonnetovu
pti plose &roubové, a volime-li libovolnou dosud konstantu !

tak, Ze
N4+ 1P=0,
redukuje se reSeni rovnice 1, na Fedeni
2
PR,R, + M—-N?:O.

Stati tudiz vyhledati plochy Sroubové o kounstantni kiivosti to-
tilni, vyjimaje pfipad, kdy P = O, t. j. pro konstantni kfivost
sttedni.

Kladme
. ~N* — PM .
— =%
ak jest
p J __— os‘Prq)” — mg _i
RE,” [m*+o*(1 4 9H]* ™~ a®
_14d 0? 1
20 dom* + o* (1 + 9™~ a®’
a’h — 92_ 0%

al - 7_”2 + 02 (1 + (puz)r
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kde b znali integraini stdlou. Pro funkei ¢, nehledime-li na
additni konstantu, obdrzime

= o* + 0% (a® + m* — a*b) — a%bm? i
P V@ — b (0 + & @+ mP — o) — aom)
Zavedeme novou proménnou substituci ¢ — w, a klademe
a’h =c
1 u? 4+ u(a% 4+ m? - ¢) — m%
4 _?/ u — 2 2 2 _ ) — m? du.
Ve — u) (u® + u (a® 4+ m* — ¢) — m%)
Kofeny trinomu k Citateli mohou byti imagindrnimi jen pro
¢ <0, tedy pii b > O pro plochy konstantni k¥ivosti negativni.
Za tlelem redukce dluzno tedy rozeznivati p¥ipady ¢ =0,
¢ <O0.
I. ¢ > 0: koteny, které kritce oznatime «, B, jsou oba
reelnf.
II. ¢ <<0: @, 8 jsou bud reelni neb imagindrni, dle tohoto
schematu :

1. ¢>0, a2>0, pak >0 <O

2. ¢>0, a®<<0, ” >0, <O

o 2

.00 >0 zfg’ 2:8} neb «, g jsou
2 — Y . . ,

4. ¢c<0, a*<0, , {a <0, B<0 imagindrni.

Pohybuje se tedy vzdy positivni « pro realitu odmocniny v pii-
padé 1. a 2. v mezich

a<<u<<c,heb a>u=>ec..

Pifpad 3. neddvd pfi reelnich kofenech reelnf plochy,
v piipadu 4. jest v v mezich (¢ << 0, # << 0 nemoZzno)

a>u>f.
Imaginérni «, B nejsou piipustny, md-li plocha byti reelni.
Obdrzime tudiz vSechny piipady z

a>u>c
kdyZ vyménime « s ¢, resp. ¢ s fi.
(u —@) (u—p) du_
""—‘ny(c— w) (u—a) (w—p)

2*
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Za piitinou transformace na Riemannovu irracionalitu
necht odpovidaji hodnoty nové proménné o :

», 0, 1, -klg-;

resp. hodnotdm

coz odpovid4 substituci

__¢c— Bk
w= 1 — %% ’
kde
e —C
B=tTC<
Obdrzime
_ 0 —1 c— 9B
v—e=E— 0 g e YT T T g
_(c— B ko
YT OCETT T ke 2

_ke—pVe—c¢
= 5 .
- (0 — 1) do
(1 — ko) (c — k%) V o(1 — o)1 — k%) °

RozloZime-h ¢dst raciondlni ve dva Ctdstené zlomky, ob-
drzime

1—k*  c—kB
Va — f 1—Fo - gk
Vo d—o){ — %)
Ponévadz @ se pohybuje v mezich 0...1, miZeme pro
redukei na tvar Legendredv kldsti '

0 = sin? 9.

2

Oznatime-li jests — ——=n, VI — %% sin? 6= 49, ob-
drzfme
— —— do
p=(@1--12% Va—p WIS

C—RHVemg o do
¢ 1+ n sin®9) 49 °
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Budiz

/j—i;— =1, z lehoZ ¢ — amt,

pak jest:

dk.t) _ [rdo __E(amt)  Esntcnt
dt T J 4% K* E'® dnt ’

kde
E@=E @)= f[dnttdt, F*=1—Ix.

V integrdlu
S A
1+ nsin?d) 40
jest m positivni. Pro redukei tedy klademe pii reelnim v
n=—k*sn?iyp=1~L%t9% am (y, '),
a pii uziti symbold Jacobi-ho

fg am i

f(l—}—nsin“ﬂ) a6 t+ -4, dn iy

11 (¢, ¢ w).
Pouzijeme-li zndmych relaci (viz ku pi. Thomae: Sammlung
von Formeln 1905), kde k vali jednoduchosti klademe
6(u—rv
O+ v)

a znatime totdlni integrdly prvniho a druhého druhu pro modul
k: K resp. E, pro modul %' : K’ resp. E’, obdrzime:

' 1
Zy =2, ng:’y) =3 lg (6,, =0),

B =+ 20, =37 55
cnt \/ BCICEE » dnt =\k' e
(t)—@’gg’in(t’i'”)=itz(iv’)+§ily %,

iZGw)=—tgam (v, ¥).dn (v, &)+ %(' + Z(y, ¥),
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tedy:

1 IT (2, “p)—2KK’ ttg am (v, ) dn (v, k)

@ (y, k) @ O (t —1ivy)
+@(1pk’ t+ @(t—}-itp)’
kde posledni vyraz samoziejmé jest reelni. Mizeme tedy vy-
jadfiti @ ve funkei @ o reelnim parametru:

p=01—% V“——_ﬂ[E (amt)  k* snt cnt]

k2 k®  dnt
) Va— tqamztp
c b+ Ry

II(¢ ¢ t,b):l.
Budiz $ =0, pak i ¢ = 0.
— 1 u -+ a% 4+ m?
w\V— (u + a® + m“)
Zde tedy je plochareelni jen pro a?<<0, u < —a?—m?=>0
(p=2|:V— a? — m* —u

— Va2 — m? m”lva —m*—\—a"—m? -—-uJ

wlle

Budiz m = 0, t. j. budiz plocha rotatnf

1 %4 a®—c
(P_‘ZfVu(c—u)(u—l—a“——c) o

s piipadé tomto jest « = ¢ — a2 g =0, tudiZ potiebi
jen v obecném vysledku dosaditi =0, n =0 t. j. vy =0, a

tim druhy integrdl ve ¢ pfejde v integrdl prvniho druhu ¢.
Jeli c=0, m =0,

__u+a®
=3/, V= wta)™

coZ jest mozno jen pro plochy totdlni kiivosti negativni.

1 \,/—2 —u
(p._.ﬁmcsm‘—z—- Vu
Kritce se jesté zminime o piipadu, kdy v rovnici (1) P=0,
kteryito se nedd odvoditi redukovdnim na p¥pad totdlni kiivosti
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konstantni. Rovnice (1) pak se dd psdti:
1,1 _2_1d_ o9
B "R T aT ¢ de\lm*F gt ¢
z tehoz plyne
0’9’ 0%+ ab
Vm® 4 o* + %" @

kde b opét integratni konstanta. Zavedeme-li

? =y,
obdrzime
1 ( + ab) (u + m?)
Y= f 2) T2 2
w V@ + m? [a®% — (n + ab)?]
Faktor u 4 m? jest positivni, nemohou tedy op&t pro realitu
plochy vystupovati. kofeny imagindrni. BudteZ koieny

(n 4+ ab)* — a®w =0, «, §,

pii temZz mozno vidy ptedpoklddati « = . Pifpad « << 0,
3 << 0 samoziejmé vylouten, a ponévadZ u jest vidy positivni,

@ >0 > j.

Pifpad tento spad4 opét pod diivéjsi, pfi ¢emZ nejmensi kofen
Jest — m?% Redukujeme na tvar normélni tak, aby si odpovi-
daly body rozvétvovaci

poo.—m B, ¢, ®
1
W .oo,O,l,k—Q,

temuz odpovidd substituce
B 4 m*k*e m”l»"‘m e &—f
b ="1 7% k= m* 4’
Tedy
ab
2 — I 27,2
_1 B4+ m fl loa ﬁ—{—mkwdm
2VaFm2) Vo1l —0)d — k)

Pongvadz @ jest v mezich 0 — 1, zavedeme

P =

0 = sin?
m? 4 g do ab (m?* 4+ p) dd

' \/m?® -i-——a Aa") Vm2 +a J B+ m*k* sin®®) a5
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Klademe-li pro

27.2

m2; .
— — .2 2

n_-—————ﬁ >0, n=—Lk*sn?iy,

m® + B [E (amt)  k* snt ent
Vﬁh+a[ ]

9= ¥E Bt dnt

e [+ i)
coz vie moZno vyjddriti opét funkei @.
Jeli b =0, jest « = a?% g =0, tedy
1 p -+ m?
(p—?/‘ Vi + m®) u@® — ) ?
Dluzno tedy ve vyrazu hofejsim pro ¢ dosaditi # =0, ¢ —=a?,
n=ow, y=K

— : £ HOHE+K) | a3 O
g=\m"+a* Lt—a @(t)@(t+K)+V“ +m 50

Pro plochy o stfedni kiivosti nullové, t. j. pro minimdlnf

plochy &roubové jest % =0
' . \/02 + m?
o= ) g
kde ¢ > b. Integrace se provede substituci 0% = u.

b Vo2 + m? + o — b2
= 2 gvog—}-m"'——VOQ——b’
® — 0%
+ m arc tg - b \/() T

Tyz vysledek plyne téz integraci rovnice pro plochy mini-
mélni, hleddme-li plochy v semipoldrnich soufadnicich z, o, ©
tak, aby

_ %
20 v
Najdeme tak viechny plochy min. §roubové, jichZz tvoifci profil
ddn funkef ¢, a tedy z samo (Scherk: Bemerkungen iiber die

=0.
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kleinste Iliche etc.)
z=1blg (Vo> + m* + Vo* — 09
m\ [0 — b%
+ m arc ty 3 \/E;Q_-l-_m_“ ~+ mv + Const.,

a z toho plynou jako zvldstni pifpady rotatni plocha fetézovky
pro m =0

plocha to nalezena Meusmerem pii otézce po min. plochdch ro-
taénich a plocha &roubovd pro b = 0

2z = mv -4 Const.
~ Rotatni plochy plo m = 0 skjtd

ab) d

=5 f (¢ + abd) du _,
Vula® — (n + ab)?]

a tedy dluZzno v obecném piipadé kldsti jen m =0:

¢=t(£vx+w)+vv?;—g;
Vi3 H(t) H(t+ K)

@ ) (1) @ (t + K)°
Je-li t6z b =0, jest

= [t ==

neb z? 4 J" + 22 = a®

Riemannova theorie o poitu prvocisel v danych

mezich.
Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. V Gaussové dopisu Enckeovi (14) *) jest vyslovena véta,
Ze potet F'(x) prvotisel menSich nez x jest priblizné roven
integrdlu .
dz
logz”
*) Tyto éislice vztahuji se k seznamu citovanych spisii, jenz jest
uveden na konci.
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