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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Topologické prostory.
E. Cech.
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I*1. Necht P je dand mnoZina. Pravime, Ze v P je ddna topo-
logie nebo, Ze P je topologicky prostor (v dalsim kratce pro-
stor), je-li ddno pravidlo pfifazujici kazdé ¢asti M mnoziny P zcela
uréitou 84st mnoZiny P, kterou nazveme uzavérem mnoziny M
a oznadime zpravidla M, pfi éemz se predpoklada, Ze jsou splnény
nésledujici t¥i axiomy:

(I%) _ 9 =9. _
(I1%) McP=MCM.
(111 M,C M,C P= M,C M,

Prvky prostoru mazyvame body a mnoZiny M C P nazyvame
bodové mnozZiny. '

1-2. Oznadeni M pro uzavér mnoziny M C P je oviem vhodné
pouze, kdy? je v P déna jedind topologie, coz bude nejéastéji.
Je-li v P déna vice ne% jedna topologie, volime pro kaZdou z nich
jeden ze znakt u, v, w atp. a mluvime na p¥. o topologii u nebo
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o prostoru (P, u); uzavér mnoziny M C P p¥i topologii » oznadime
pak wlM.

Jsou-li  a v dvé topologle v P, fekneme, Ze u je slabSi nez
v nebo Ze v je siln&j8i nez u, kdyz

MCP=uMCvM.

Je-li Y jakykoli neprazdny systém topologii v P, pak jeho
supremum je topologie v, a jeho infimum je topologie v,, kde pro
kazdou M C P jest

oM = ZuM, v,M = ITuM.
uell uel
Z¥cjmé v, je nejslabii ze vech topologif, jeZ jsou silngjsi neZ kazdd
topologie u € §l; v, patii do &, kdyZ a jen kdyz existuje nejsilnéjsi
ze viech topologii € &l a pak v, je tou nejsilnéjsi topologii. Obdobné
pro v,. Specidlné existuje vidy v P nejsilnéjsitopologie, pti niz

(1) 0=0,0+MCP=>M=P
a nejslabsi topologie, pfi niz
(2) - MCP=M=M.

I'3. MnoZina M C P se nazyvd uzaviend, kdyz M = M,
vzhledem k axiomu (II%) staéi zZadati M C M. Jeito vidy M C P,
plati véta

I'3"1. P je uzaviend mnozina.

Z axiomu (I*) néasleduje véta
1°'32. ¢ je uzaviend mnozina.
Z axiomu (III¥) nasleduje véta

1'3:3. Prinik libovolného neprazdneho systému uza-

vienych mnoZin je uzaviend mnoZina.

I"4. MnoZina M C P se nazyva oteviend, kdyZ mnozina
P — M je uzaviena. Tedy z vét 1'3-1 az 1-3-3 plynou véty

I"'4°1. 0 je oteviend mnoZina.

I"'4:2. P je oteviend mnozZina.

1'4'3. Soudet libovolného neprazdneho systému ote-
vienych mnozin je oteviend mnozina.

I*5. Necht je déna topologie w v P a necht je dina mnoZina
@ C P. Pak zavadime vidy také do @ topologii » spjatou s danou
topologn uv P zpusobem ktery ihned vysvétlime. Rikime pak,
Ze prostor (@, v) je vnofen do prostoru (P, u). Je-li M C @, pak
ma M dVO]l uzavér, totiz jednak uzdvér wM v prostoru (P, u),
jednak uzavér v M v prostoru (Q v). Nazyvame obyce]né uM prosté
uzdvérem, kdeito vM se nazyvd relativni uzavér.

Definice relativniho uzdvéru je

oM = Q. ulM.
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Mnozina M C @ je uzaviend (t. j. uzaviena v P), kdyz uM =
= M; M je relativné uzaviend (t. j. uzaviend v @), kdyz
vM = M. Podobné miuvime o relativné otevienych mnozi-
nach M C Q.

I'5°1. Kdyz M C P je uzaviena, pak QM je relativné
uzaviena.

Dukaz. Jest v(QM) =Q . w(@M)C Q .uM = QM.

1°'5°2. Kdyz M C P je oteviend, pak QM je relativné
oteviena.

Dukaz. P — M je uzaviens, tedy Q — QM = Q(P — M) ‘je
relativné uzaviena.

2'1. Necht P je prostor a necht a e P, O C P. Pravime, %Ze O je
okoli bodu a (v prostoru P), kdyz a nepatii do P — 0. Z axiomu
(I*) nasleduje .

2:'1"1. P je okoli kazdého a ¢ P.

Z axiomu (IT*) nasleduje

2:'1-2. KdyZ% O je okoli bodu a, pak a e O.
Misto, Ze O je okolim bodu a, fiké se také, Ze a je vnit¥ni bod
mnoziny O a mnoZina vSech vnitfnich bodt mnoZiny O se nazyva
vnitiek mnoziny O. Z axiomu (IIT*) nasleduje

2:1"3. Kdyz O je okoli bodu a a kdyz OC O,C P, pak
také O, je okoli bodu a.

2'1'4. Kdyz ae P, M C P, pak ae M tehdy a jen tehdy,
kdyz OM = ¢ pro kazdé okoli O bodu a.

Dikaz. I. Necht neni a e M. Pak O = P — M je okoli bodu a
a OM = ¢.

IT. Necht O je okoli bodu a takové, Ze OM = @. Pak M C
CP—0, tedy M C P— O a podle definice okoli neni a ¢ P — 0,

takZe nenf ani a e M.

Ziejma je véta

2:1°5. MnoZina G C P je oteviena, kdy% a jen kdyz jeé
okolim ka%dého aeG.

Pravime, %e O C P je okoli mnoZiny M C P (v prostoru P),
kdy% O je okoli kazdého a e M, tedy kdyZ mnoZina M je &asti
vnitiku mnoZiny 0. Z vét 21| aZ 2'1*3 plynou véty -

2:'1'6. P je okoli kazdé M C P. g%

2'1'7. KdyZ O je okoli mnoziny M, pak M C O. 1

2'1'8. KdyZz O je okoli mnoZiny M a kdyz O0C 0,C P,
pak také O, je okoli mnozZiny M.

2'1"9. Necht % a v jsou dvé topologie v P. Necht u je
slab8inezv. Necht Oje okolimnoziny M C Pptitopologiiu.
Pak O je okolim mnoziny M pii topologii .

Dikaz. Pro ae M jest ae P—ov(P —0), u(P— O0)C v(P —
—0), tedy a e P —u(P — 0).
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2:'1°10. Necht u a v jsou dvé topologie v P. Necht pro
kazdy a e P plati, Ze ka%zdé okoli O bodu a pt¥i topologii v
jetaké okolim bodu a p¥i topologii . Pak u je slab8inez v.

Diukaz plyne snadno z 2°1-4.

2:'1"l1. Necht @ je vno¥en do P a necht M C @. Mno-
Zina 2C @ je okolim mno%iny M v prostoru @, kdyZ a jen
kdyz existuje okoli O mnoziny M v prostoru P takové,
ie 2 = QO.

Dukaz. I. Necht O je okoli M v prostoru P. To znamena, Ze
M.P—O=9,takie M .(Q.Q — QO) = 0, t. j. QO je okolim M
v prostoru Q. :

- II. Necht £ je okoli M v prostoru . To znamena, ze M .
Q.Q—2)=M.Q—2=29. Necht O =P — (@ — Q). Pak
2= QOaM.P—O: ¢,t.j.Ojeoko].ivaprost-oruP.

3'1. O mnozing M C P fekneme, Z%e je Gs [urlitéji, Ze je
G.;(P)] kdyz je prinikem spoletného systému & == @ otevienych
mnozin.

Ziejmé jsou véty

3I'l. Kazdéa oteviend mnozZina je Gs.

3'1'2. Prinik spodetného systému S 39 mnozin Gs
je mnozina Gs.

O mnozingé M C P Yekneme, Ze je F, [urditéji Ze je FU(P)]
kdyz je soutem spodetného systemu S = 0 uzavienych mnozin.

Ziejmé jsou véty

3'1'3. Mno%ina M C P je F,, kdyZz a jen kdyZ mnozina
P—M je Gs.

3'1'4. Kazd4 uzaviend mnozina je F..

3'1'5. Souéet spodetného systému S =0 mnozin F,
je mnozina F,.

Necht @ je prostor vnofeny do P. O mnoziné M C @ pravime,
Ze je Gs, kdyZ je Gs(P) a Ze je relativni Gs, kdyZ je Gs(Q); podobné
mluvime i o relativnich F,. Z vét 151 a 1°5°2 nésleduji véty

31'6. Kdyz M C P je F,, pak QM je relativni Fo.

31'7. Kdyz M C P je Gy, pak QM jerelativni Go.

3'2. O mnozing M C P fekneme, Ze je Gy [uréitéji, Ze je
Gi(P)], kdyZ je prinikem néjakého svstemu S = 0 otevienych
mnozin. - i

Ztejmé jsou véty

3'2'l. Kazda mnozina Gs je Gg.

3'2'2. Prunik libovolného systému & & ¢ mnozin Gg
je mnozina Gg.

Déle plati véta .

3:2:3. Soudet libovolného systemu S =i=¢ mnozin Gy
je mnozZina Gg.
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Dikaz. 1) Ke kazdé M ¢ S existuje systém (M) == ) otevie-
nych mnozin takovy, Ze o
(1) G = M.

QeI (M)
Oznaéme @ systém vSech pravidel @, jez pritazuji kazdé M ¢S
otevienou mnozinu p(M) € T(M). Pro kazdou ¢ € @ mnozina

(2) o) = & <P(M )
je oteviena podle 1'4-3, takze stam dokazati, e
(3) 2 M = II I'(p).

MeS @ped

Necht piedné bod a nalezi do levé strany rovnice (3). Pak existuje
mnozina M, e S takova, Ze a € M,. Zvclme libovolné ¢ ¢ @. Mame
dokazati, ze a € I'(p). Jesto ped, je o(M,) e (M,), takze podle (1)
je. a e p(M,), tedy podle (2) je aeI(p). Necht za druhé bod a
nenalezi do levé strany rovnice (3). Podle (1) lze kazdé M ¢ S pI‘l-
faditi mnozinu @o(M) e (M) tak, Ze a nenalezi do ¢ (M). Pak ]e
Poe® a podle (2) @ nenalezi do F((po tak¥e a nendlez{ do pravé
strany rovnice (3).

O mno#ing M C P iekneme, Ze je F, [urditsji, Ze je FS(P)]
kdyz je souétem né&jakého systemu S = 0 uzavienych mnotzin.

Ziejmé jsou véty

3:2'4. Mnozina M C P je F;, kdyZ a jen kdy% mnoZina.
P—M je Gg.

3-2'5. Kazd4 mnozina F, je F,. '

3'2'6. Soudet libovolného systému S _.—'=(2) mnozin F;
je mnozina Fi.

Z vét 3:2:3 a 3-2°4 vyplyva véta

3-2'7. Prinik libovolného systému &S =+ ¢ mnozin F,
je mnozina F,.

‘Necht' @ je prostor vnoreny do P. O mnozins M ce prav1n1e,
Ze je Gg, kdyZ je Gu(P) a Ze je relativni Gq, kdyz je Ga(Q); po-
dobné mluvime i o relativnich F,. Z v&t 1"5°| a ['5°2 nésleduji
vét

y3 ‘2°8. Kdyz M C P j je Fs, pak QM j je relativni F;.

3-29. Kdyz M C P je Gd, pak QM je relativni Gg.

3'3. Souhvézdim mnoZiny M C P nazveme pripik viech
okoli mnoZiny M; oznatme je Ms. Speciilng a*(a € P) je souhvézdi
bodu a, t. j. ]ednobodove mnoziny (a).

3:3'[. Necht aecP, MCP. Jest ae M, kdyz a jen kdyz
M.a =+ 0. [Poznamka d znamena uzaver bodu a, t. j. jedno-
bodové mnoziny (a).]

- Dukaz. I. Necht M .a = ¢. Pak P — (a) je okoli mnozmy M
které neobsahuje @, takZe a nepatti do M°. :

1) Krat$i dtkaz je podédn v' 63 (po vété 6:3:6). S
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I1. Necht M .a = 0 a necht O je okoli mnoziny M. Mame
dokézati, Ze a € O. Existuje bod b e M . a. Jezto b e M, O je okoli
bodu b. Jezto b € @, nasleduje z 2:1"4, ze O . (a) &= 0, t. j. Ze a € O.

Ziejmé jsou véty

332 ¢ =90.

333. MCP = MC M.

Ze 33| se snadno odvodi véta

3:3'4. Pro kazdy neprazdny systém & bodovych mno-
zZin jest _
(1) 2 M= (2 M).

MeS MeS
Snadno se dokaze véta

3:3'5. Kdyz M C P je Gg, pak M = Mo,

Z 2°1"1| plyne véta .

3:3'6. Necht pr ostor @ jevnotfendo prostoru Pa M C Q.
Pak souhvézdi mnozmy M v prostoru @ je priunik @ se
souhvézdim mnoziny M v prostoru P.

41, Uplny systém okoli bodu a e P je systém S)(a) okoli
bodu a takovy, Ze ke kazdému okoli 22 bodu a existuje mnozina O
takova, ze O C Q a O € O(a).

Je-li O(a) aplny systém okoli bodu a, pak nasleduje z 2'1*1

a 212: ,
(I°) @) + 0.
(I19) 0eOa) = aceO.

. Obracené necht je kazdému prvku a dané mnoziny P pii-
fazen systém O(a) 8asti mnoZiny P, vyhovujici axiomtum (I°), (11°);
pak existuje v P pravé jedna topologie, pfi nfz pro kazdy a e P
jest O(a) Gplny systém okoli bodu a. Nebot z definice plného

~ systému nésleduje podle 2°1°4, Ze

41'l. Uzdvér mnoziny M C P je mnozina téch ae P,
pro néz :
: 0ea) = OM =+ 0. .
Mimo to, definujeme-li uzavér pomoci 4'1°1, nahlédneme snadno,
Ze plati axiomy (I*) az (ITI%) a Ze pro kazdy a e P jest O(a) Gplny
systém okoli bodu a.

Kdyz byla do P zavedena topologie tim, Zze pro kazdy a ¢ P
byl pfedepsan systém O(a) vyhovujici axiomiim (I°) a (I1°), ¥ikdme,
ze O(a) je systém definujicich okoli bodu a. Tento zpusob
zavedeni topologle je velmi obhbeny v praksi. Jest oviem miti na
paméti, Ze stejnad topologie miize byti zavedena ruznyml volbami
definujicich okoli. Kdyz O, a O, jsou dvé volby, mdme stejnou
topologii, kdyZ a jen kdyz pro kazdy bod a e P systémy O,(a)
a O,(a) jsou ekvivalentni, coz znamend, %e ke kazdé O, ¢ O,(a)
existuje 0, € O,(a) takova, %e 0,C O, a ze také obracend ke kazdé
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0, € Q,(a) existuje 0, € O,(a) takova, Ze O, C 0,. Obecndji se mize
stati pro kazdy a e P, Ze ke kazdé O, € O,(a) existuje O, e O,(a)
takova, ze 0, C O, (ale tieba ne obracene) Lehko se presvedclme
Ze to nastane tehdy a jen tehdy, kdyz prva topologie je silnéjsi
ne% druhd.

Necht prostor @ je vnofen do prostoru P. Necht O(a) je tplny
systém okoli bodu a v prostoru P. Z 2'1"1| plyne, Ze systém vsech
mnozin @ . O, kde O € O(a), je tplny systém okoli bodu a v pro-
storu Q.

4'2. Obecnéji nazveme Gplnym systémem okoli mnoziny
M C P systém O(M) okoli mnoziny M takovy, Ze ke kazdému
okoli 2 mnoZiny M existuje mnozina O takovd, 7e O C 2 a O ¢
€ O(M).

Ziejma je véta

42°1. Kdyz O(M) je uplny systém okoli mnoZiny
M C P, pak

: II10 = M:.

Y 0 ¢ O(M)

Pro kazdou M C P existuje aspoini jeden Gplny systém okoli, totiz
systém vSech jejich okoli. Kazdy Gplny systém ma uréitou mo-
hutnost. JelikoZz v kazdé neprazdné mnoziné kardindlnich é&isel
existuje nejmensi prvek, existuji Gplné systémy minimdalni
mohutnosti. Tuto mohutnost oznatime y(M) [urditéji yp(M) nebo
A M) kdyZz u je dand topologie] a nazveme ji charakteremz)
mnoziny M (v prostoru P). Specielné mé kazdy bod a ¢ P svij
charakter. Rekneme, e a je bod spodetnosti, kdyz '

x(@) < %

Rik4 se, Ze P spliiuje prvni axiom spodetnosti3) kdyz
kazdy a € P je bodem spodetnosti.

Z 21'1| vyplyva véta

422. Kdyz M C QC P, pak

xe(M) < xp(M).

Specialné @ spliiuje prvni axiom spodetnosti, je-li vnoren do P,
spliiujicitho prvni axiom spodetnosti.

4:2:3.4) Necht O(M) je tplny systém okoli mnoZiny
MC P. Pak lze z O(M) vybrati aplny systém okoli mno-
Zziny M, jehoZz mohutnost je x( ).

Poznamka. Specialng, kdyz je v P za,vedena, topologie po-

2) P. Alexandroff a P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topo-
logiques compacts (Verhandlingen Akad. Amsterdam 1929), str. 2.

3) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (Leipzig, Veit
& Comp., 1914), str. 263.

4) Loc. cit. sub?2), str. 62.
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moci defmu]lclch systéma O(a) okoli ]ednothVYCh a € P, pak kazdy
a ¢ P ma Gplny system okoli, ktery je obsaZen v Q(a) a ma mo-
hutnost y(a).

Dukaz. Existuje aplny system Qo(M) okoli mnoziny M, ]ehoz
mohutnost je y(M). Jelikoz Q(M) je aplny systém, lze kazdé mno-
7iné Q e Oo(M) ptifaditi mnozinu ¢(2) e O(M) tak, Ze () C Q.
Systém vSech @(£2) pro 2 € O,(M) je Gplny systém okoli mnoziny M,
je dasti systému O(M) a jeho mohutnost je < y(M), tedy = y(M).

4'3. Pseudotplny systém okoli mnoziny M C P je ne-
prazdny systém O(M) okoli mnoZiny M takovy, Ze

I10 = Ms.
0eQ(M)

Podobné jako u tplnych systému kazds M C P mé pseudo-
aplny systém okoli s minimalni mohutnosti. Tuto mohutnost
oznadime (M) [uréitéji yp(M) nebo y,(M), kdyz u je dana topo-
logie] a nazveme ji pseudocharakterems’) mnoziny M (v pro-
storu P). Specidlné m4 kazdy bod a e P sviij pseudocharakter p(a).

Z 2°1"l1 plyne véta

4-3'1. Kdyz M C QC P, pak

Yo(M) < yp(M).

Vedle x(M) a p(M) zavedeme jesté t¥eti kardinalni &islo, které
oznatéime w(M) [urmte]l wp(M) nebo w,(M)] a nazveme vnit¥nim
charakterem mnoziny M. Rozeznavame dva prlpady Kdyz
piedné M? je okoli mnoziny M, poloiime w(M) = 1. Kdyz za
druhé Ms neni okoli mnoziny M, existuje aspoii jeden neprazdny
systém O(M) okoli mnoziny M [na pi. systém vSech okoli] ta-
kovy, Ze ‘

*) II0 neni okolim mnozZiny M,

0eO(M) )
Pak existuje systém Q(M) s vlastnosti (*) a s minimdlni mohut-
nosti. Tato mohutnost (kterd je = 2) je pravé nafe kardindlni
éislo w(M). Specielné ma kazdy bod a € P svij vnitini charakter
w(a). .

Lehko se dokaZe véta

4'3:2. Pro kazdou M C P je . ‘

x(M)*—-l@ip(M)-—lcbw(M)—l _ )

4:3'3. Pro kazdou M C P je

o(M) < p(M) < ().

‘Dikaz. Podle 4'3:2 muZeme piedpokladati, Ze w(M) > 1,
tedy Ze M?* nenf okoli mnoziny M. Pak kazdy pseudotplny system

5) Loec. cit. sub?), str. 60.
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okoli ma vlastnost (*), takie y(M) = w(M). Podle 4'2'| kazdy
aplny systém okoli je pseudotplny, takze y(M) = y(M).

5°1. Necht P je dand mnozina. Necht S je dany systém &asti
mnoziny P. Necht je dano pravidlo pfifazujici kazdé mnoziné
S € S mnozinu v8 C P. pii éemz necht jsou splnény nasledujici
tfi axiomy.

(I)® Kdyz ¢S, pak vd = 0.
(Ime SeS = SCwS.
(ITD)® S, 8,5, 8,CS, = vS; CvS,.

V tom zvlistnim piripadé, Ze S je systém vSech éasti mnozi-
ny P, jsou naSe axiomy splnény tehdy a jen tehdy, kdyz v je topo-
logie v P. V obecném piipad§ existuje v P vidy aspon jedna topo-
logie u takové, %e uS = vS pro kazdou S e S. Dokonce existuje
v systému $l vSech takovych topologii nejslabs§i topologie wu,
anejsilnéjsi topologie u,. Uzavéry u,M a u,M jsou pro libovolnou
M C P takto definovany. Kdyz v & neexistuje zadna S C M, jest
wM = M; kdyz v S existuje aspoii jedna S C M, pak u,M =
=M + T, kde T je soudet v8ech S pro 8¢S, S C M. Dile jest
uPp = 0. Kdyz M =+ ¢ a kdyZz v S neexistuje zadna S D M, jest
uM = P; kdyz M =+ ¢ a kdyz v S existuje aspoii jedna 8 D M,
pak u,M je prinik vSech v8 pro S ¢ S, § D M. Dukazy uéinénych
tvrzeni jsou lehké. '

Nyni ptedpoklidejme, Ze je v P diana topologie u a zvolme
libovolné systém & bodovych mnozin. Pro kazdou S ¢ S poloZme
v8 = uS a definujme u, a u, jako vySe. Stane-li se, Ze u = u,,
fekneme, Ze S je dolni base topologie % [nebo prostoru (P, u)].
Stane-li se, Ze v = u,, fekneme, Ze S je horni base topologie u
[nebo prostoru (P, u)].

5-2. Na obecné uvahy ve 5| miZeme navézati avahy special-
néjsi, které by se mohly ukdzat plodnymi. Necht je v P dana topo-
logie u. _

Piedné zvolme kardinilni éislo a a zvolme za S systém téch
S C P, jejichz mohutnost je << a. Pak miiZeme utvofiti topologii
u; = %y(a), ktera je vidy slabsi neZ u a je jednoznaéné uréena topo-
logii % a kardindlnim &islem q. Existuje nejmensi kardinalni é&islo
t(u) takové, Ze u,[v(u)] = u. Cislo ©(u) je dilezity ,invariant®
topologie .

Za druhé zvolme za & systém téch S C P, pro néz mnozina
S8 — 8 je jednobodova. Dilezity typ.topologie mame, nastane-li
pfipad, Ze S je dolni base. Tento typ se d& vyjadiiti takto: Kdyz
MC P, ae M — M, pak existuje S C M takova, e 8§ = S + (a).
Tuto Gvahu miZeme modifikovati tim, Ze misto S vezmeme
systém S(a) téch S € S, jejichZz mohutnost je < a. Opét je zaji-
mavy piipad, Ze S(a) je dolnf base.
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Za tieti zvolme za S systém téch S C M, které maji nasle-
dujici vlastnosti.” MnoZina 8 je nekoneéna a spotetna; existuje
bod a € P (ovSem zavisly na 8) takovy, Ze pro kazdou nekoneénou
&ast T mnoziny S je T = T 4 (a). Kdyz S je dolni base, fekneme,
zZe u je Ltopologie [nebo ze (P, w) je L-prostor]. K pojmu
L- -prostoru miuZeme dOJltl také nasledujicim zptisobem. Predpokla-
de]me %e pti dané mnozing P byly nékteré bodové (t. j. takové,
Ze a, e P) posloupnosti nazvany konvergentni a zZe byl kazdé kon-
vergentni posloupnostl {a,} ptifazen bod lim a, tak, Ze jsou splnény
nasledujici axiomy

(¥ Kdyz {a,} je konvergentni, kdyz lima, =a a kdyZ
{b,} je vybrana z {a,}, pak také {b,} je konvergentni a lim b, = a.

(I1) KdyZ @, = a pro kaidy index =, pak {a,} je konver-
gentni a lim a, = a. _

Za této situace mizeme do P zavésti topologii tim, Ze za uza-
vér M mnoziny M C P prohlasime mnoZinu viech lim a,, kde {a,}
probihd vSecky konvergentni posloupnosti takové, Ze a, e M pro
kazdy index n. Snadno se presvédéime, Ze pii této topologii P je
L-prostor. Obracené se kazdy L-prostor P da takto vytvoriti
vhodnou definici konvergentnich posloupnosti a jejich limit. Jedna
(obecné ne jedind) takova definice se da popsati takto. Necht {a,}
je bodova posloupnost a necht S je mnozina viech a,. Kdyz S je
koneéna, prohlasime ji za konvergentni, kdyz a jen kdyz S = (a)
obsahuje jediny bod a pak polozime lim a, = a. KdyZ S je neko-
neénd, prohlasime ji za konvergentni, kdyz a jen kdyi (1) am =+ an
pro m +mn, (2) SeS, takie existuje (a je oviem jednoznaéné
urden) bod a € P takovy, e T = T + (a) pro kazdou nekoneénou
T C 8; pak poloznne lim a, = a.

6 l Rekneme, ze P je U- -prostor, nebo Ze topologle dana
v P je U-topologie, kdyz vedle axiomu (I*) az (III*) je jesté
splnén axiom
(IV¥)g MCP=M=M.

Vzhledem k axiomu (II%) sta¢i misto (IV%)y zadati formalne
méneé, totiz MCP— i c 1.

Vzhledem k definici uzavienych mnozin (1°3) lze axiom (IV¥)y
vyslov1t1 ve tvaru: Pro kazdou M C P mnozma M je uzavie-
na. Dokonce plati véta '

6'1'l. Kdy% P je U-prostor, pak pro katdou M C P je

M nejmendi uzaviens mnoZina nad M (t. j. obsahujici M).

Dtkaz. Vime, s M je uzaviens a [axiom (II%)], Ze MDOM.
Kdyz F je uzaviend a F D M, pak Fo>M podle (I11%), avsak
F=F, tedy F D M.
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6:1'2. P je U-prostor, kdyZ a jen kdyz systém & v8ech
uzavienych mnozZin je jeho horni base.

Dukaz. I. Kdyz P je U-prostor, pak 61| pravi, ze § je
horni base.

II. Necht & je horni base a necht M C P. Podle 1'3'| existuje
asponl jedna F e, F D M. Jeito & je horni base, M je prunik
viech F ¢ §, F D M. Tedy podle 1'3'3je M F, t.j. M = M.

Necht & je systém podmnozin dané mnoziny P. Aby v P
existovala topologie u, pfi niz & je pravé systém vSech uzavrenych
mnozin, musi podle 1°3-1 az 1°3'3 byti splnény axiomy

(I') Pe.
(IV) e .

(III7) Prunik libovolného neprazdného systému mnozin pat¥i-
cich do & patii do .

6°1°3. Je-li § systém podmnoZin mnoziny P spliiujici
axiomy (IY) az (IIT’), existuje v P p¥esné jedna U-topo-
logie u, p¥iniz & je pravé systém vsech uzavienych mno-
- Zin. Je-li v jind topologie v P takova, Ze kazda Fe§ je
uzaviena pfi v, pak v je slab&inez .

Dukaz plyne z 51, nebot topologie v P, p¥i nichZ kazda
F € § je uzaviena, vzniknou, kdyZ v 5'| volime S = F a vF = F
pro kazdou F € . Stadi si viimnouti jesté vty 6-1-2.

6°1'4. Necht jsouv Pdany dvé U-topologie v a v. Pak »
je slabsi nez v, kdyz a jen kdyz kazdd M C P uzaviend
pli v je také uzaviena pti .

Dikaz. I. Necht u je slab&i nez v. KdyZ M C P je uzaviend

pii v, pak :
MCuMCoM =M,
tedy M = ulM.

II. Necht

M=oM = M = ul.

Pak nasleduje z 6° 1| snadno, Ze u je slabsi nez ».

Z 6°1'3 nasleduje, 7e kdyz se omezime na U-topologie,
Ize celou topologii budovati na pojmu uzaviené mnoziny podrobené
axiomim (If) aZ (IITf); uzdvér bodové mnozZiny je pak definovan
vétou 6°1°1. V obecném piipadé vSak pojem uzaviené mnoziny
nestadi jako zéklad topologie. Nebot kdyz je v P dina jakakoli
topologie v a kdyZ je & systém vSech mnoZin uzavienych pii v,
pak podle 6°1'3 existuje v P pfesné jedna U-topologie u, jejiz
uzaviené mnoziny tvo¥i zase tyz systém &. Kdyz v neni U-topologie,
je oviem u =+ v. Rekneme, Ze u je U-modifikace topologie v.

6°1'5. Necht (P,v) je libovolny prostor. Necht = je
U-modifikace topologie », Pak u je nejslab8i ze vSech
U-topologii silnéjsich nez v.

D 235



I. Kdyz M C P, pak pro kazdou F C P uzavienou p¥i v a ta-
kovou, Ze F DM, plati F =oF DvM. AvSsak uM je prinik
viech F, takie uM D vM. Tedy v je slabsi nez «.

II. Necht U-topologie w je silnéjsi nez ». Kdyz F C P je uza-
viena pri w, pak -

FCcovFCwF =F,
tedy vF = F, t. j. F je uzaviend pii v a tudiz i pfi w. Tedy w jen
silnéjsi nez u podle 6 1-4.

6°2. Necht prostor @ je vnoien do prostoru P: Ziejmé je
véta

6:2:'1. Kdyz P je U-prostor, také @ je U-prostor.

6-2:2. (Obriceni véty [°5°1.) Kdyz P je U- -prostor a kdyz
MC Qjerelativné uzaviend, existuje uzaviend F takovai,
ze M = QF. :

Dikaz. Polozme F = M.

6:2'3. (Obraceni véty 1-52.) Kdy%Z P je U-prostor a kdyz
M C @ jerelativné oteviend, existuje oteviend @ takova,
ze M = QQG.

Dukaz. Q — M je relativné uzaviend, takze (6-2-2) existuje
uzaviena F, M = QF. Polozme G = P — F.

6'2'4. Kdyz P neni U-prostor, lze zvoliti @ C P tak,
Ze véty 622 a 6°2'3 jsou nesprévné.

Dikaz. Existuje M C P takové, Ze M C T{_:&: M. Zvolme
aeM—Ma poloime @ = M + (a) == M. Jest QM = M, tedy M
je relativng uzaviend. Kdyz F je uzaviend a M C F [coZ by nastalo
pro M = QF), pak MC F = F, tedy MCF=F, tedy ael,
tedy Q C F, tedy QF =M. Jesto M je relativné uzaviena, (a) =
= Q — M je relativné oteviend. Kdyby bylo (a) QG s otevi"e;
nou @, bylo by M = QF s uzavienou F = P —

6:3. O bodé a € P fekneme, Ze je to slaby U bod, kdyz
MCP,aeM=aclM.

Oteviené okoli bodu a € P nebo mnoziny M C P je takové
okoli, které je otevienou mnozinou, tedy (2-1"b) je to oteviena
mnoZina obsahujici @ nebo M.

O bodé a e P tfekneme, Ze je to silny U-bod, kdyz jeho
oteviend okoli tvoii Gplny systém okoli bodu a. :
6:3'1. KdyZ a je silny U-bod, pak a je slaby U-bod.

Dukaz. V opaném piipadé existuje mnoZina M takova, Ze
aeM—M. Jerto a e P — M, P— M je okoli bodu a. Jezto a je
silny U-bod, existuje oteviend mnoZina @ takové, ze a e G C P —
— M. Tedy MC P — GtedyMCP G =P—Q, tedyMC
CP—G=P—@,tedy a e P— G, coz je spor.
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Necht P, se skldda z pfirozenych &isel a ze symbolu co. Necht
uzavér bodu oo je bod oo; necht uzdvér ptirozeného &isla n se
skladd z ¢éisel » a » + 1; uzavér koneéné mnoziny necht je soudet
uzavéru jejich bodu; uzdvér nekoneéné mnoziny M necht je P;.
Pak P, je A-prostor®) a oo je slaby U-bod. ale co neni silny U-bod.

Ziejma je véta

6:3:2. Kdyz kazidy aeP je slaby U-bod, pak P je
U-prostor.

6'3'3. Kdyz P je U-prostor, pak kazdy aeP je silny
U-bod.

Dukaz. Necht P je U-prostor a necht O je okoli bodu a € P.
Pak a e P— P — O a mnozina P— O je uzaviena. Tedy P —
— P — O je oteviené okoli bodu a obsazené v 0. Tedy a je silny
U-bod.

Ziejma je véta

6'3'4. Necht prostor @ je vnofen do prostoru P a necht
ae@. KdyZ a je slaby U-bod prostoru P, pak a je slaby
U-bod prostoru @, kdyz a je silny U-bod prostoru P, pak a
je silny U-bod prostoru Q.

6'3'5. Necht P je U-prostor a necht M C P. Systém &
viech otevienych okoli mnoZiny M je aplny systém.

Dikaz. Necht O je okoli mnozZiny M. Pak O je okoli kazdého
a e M, takie podle 633 lze kaidému a e M piifaditi otevienou
mnozinu G(a) tak, ze a e G(a) C O. Necht @ = X GQ(a). Pak M C

aeM
CG@COapodle I'43 je Ge®.

6°3'6. (Obraceni véty 3:3-56.) Kdyz P je U-prostor a kdyz
M = M?, pak mnozina M je Gg.

Dukaz. Podle 635 tvori oteviend okoli mmnoziny M uplny
systém, takZe mnozina M? je Gg podle 4:2-1.

Novy dukaz véty 3:2:3. Necht kazdd M ¢ S je Gg. Mame
dokazati, ze S = XM je Gz. Podle 613 existuje v P U-topologie,
: MeS
ktera ma s danou topologii spoleéné uzaviené mnoziny, tedy také
mnoZiny Gz TudiZz stadi dokazovati za predpokladu, Ze P je
U-prostor. Podle 3-3'5je M ¢ S = M = M?* a podle 334 je 8* =
= XM, tedy S* = 8§, takZe S je Gg podle 6'36.

MS

Kdyz aplny systém O(a) okoli bodu a se sklada z otevienych
okoli [coz lze, kdyZ a jen kdyZz a je silny U-bod], pak je vedle
axiomu (I°) a (II°) vyslovenych ve 4*| splnén jesté axiom

(III°)y Kdyz O e O(a), b e O, pak existuje mnozina 2 e O(b)
takova, ze Q2 C O.

Pii tom znamena O(b) libovolny tGplny systém okoli bodu b.

8) Viz 7-I.
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Obricen& necht je P dand mnoZina a @ dani jeji éast. Necht
je kazdému a e P pfifazen systém O(a) éasti mnoziny P tak, Ze
pro kazdy a e P plati axiomy (I°) a (II°) a mimo to pro kazdy
a € Q jedté axiom (III°)y. Pak muZeme do P zavésti topologii tim.
Ze vezmeme () za definujic systémy okoli a nahlédneme snadno,
ze kazdy a € @ je silny U-bod a Ze pro kaZdy a ¢ @ se O(a) skladé
z otevienych okoli. Specidlné pro @ = P je P U-prostor a viecka
definujici okoli jsou oteviena.

6'4. Necht P je U-prostor. Systém B éasti prostoru P nazve-
me jeho otevienou basi, kdyz kazda B ¢ B je oteviena a kdyz
kazda oteviend G = 0 je souétem nékterych mnozin systému 3.

6'4'1.7) Systém QB otevienych mnozin U-prostoru P
je jeho oteviena base, kdyZ a jen kdyZ pro kaidy aeP
systém B(a) téch Be B, jez obsahuji a, je aplny systém
okoli bodu a.

Dukaz. I. Necht QB je oteviena base. Necht O je okoli bodu
a € P. Podle 6°3-3 existuje oteviena mnozina G takova, Zze a e G C O.
Jeito B je oteviend base, G je soudet nékterjrch mnozin systému B.
Jezto a e G, existuje Be’B(a ) takova, Ze BC G, tedy B C O.
JeZto mnoZiny systému B jsou oteviené, B je okoli bodu a. Tedy
B(a) je Gplny systém okoli bodu a.

II. Necht B(a) je Gplny systém okoli bodu a pro kazdy a € P.
Necht @ == 9§ je oteviena mnozina. Pak G je okoli kazdého a ¢ G.
takze lze kazdému a e @ piifaditi mnozinu B(a) e B(a) C B tak
Ze B(a) C G. Ziejmé

G=2 B(a).
aeG
Tedy B je oteviend base.

Kdyz je B oteviena base U-prostoru P, pak zfejmé
(I*) Ke kazdému a € P existuje B ¢ B takova, Ze a € B.

Obréacens necht P je dand mnozina a necht B je dany systém
jejich &asti spliiujici axiom (I?). Pak existuje v P piesné jedna
U-topologie, pii niz je B oteviena base. Nebot, existuje-li takova
topologie, pak podle 6'4*1 pro kazdy a ¢ P musi byti systém O(a)
téch B € B, pro néz a € B, uplnym systémem okoli bodu a. Aviak
systémy O(a) vyhovuji axiomim (I°) a (II°), takZe skuteéné zava-
déji do P topologii u, a mimo to vyhovuji i axiomu (I11°)y, takZe u
je U-topologie a mnoZiny B e B jsou oteviené. B je oteviend
base podle 6'4-1.

KdyZ B je oteviens base U-prostoru P a kdyZ @ je vnofen
do P [@ je U-prostor podle 6'3'2 a 6-3'4], pak system B, viech QB
pro B e B je (6°4'1) oteviend base prostoru Q.

Kazdy U-prostor P md asponi jednu otevienou basi, totiz
systém viech otevienych mnozin. Kazd4 oteviend base ma urditou

7) Loc. cit. sub?), str. 3.
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mohutnost. Jelikoz v kazdé neprazdné mnoziné kardinalnich é&isel
existuje nejmensi prvek, existuji oteviené base s minimalni
mohutnosti. Tuto mohutnost oznaéime y¥(P) [uréitéji y,'(P),
kdyZz u je dana topologle] a nazveme ji totalnim charakterem
prostoru P. Rik4 se, ze U-prostor P splituje druhy axiom spo-
éetnosti,®) kdyz

Xt(P ) < X

Ziejmé jsou véty

6:4-2. KdyZ @ je vnofen do U-prostoru P, pak (@) <
< 2(P).

6°4-3. Necht P je U-prostor. Pak y(a) < y(P) pro kazdy
aeP.

6'4'4.°) Necht QB je oteviena base U-prostoru P. Pak
lze z B vybratiotevienou basi s mohutnosti y¢(P).

Dikaz. I. Necht &islo 4i(P) je koneéné. Pak existuje koneéna
oteviena base, takze P ma jen koneény poéet otevienych mnozin.
Oznaéme YN systém otevienych mnozin G takovych, Ze existuje
bod a € G takovy, Ze kdyZ H je oteviené okoli bodu a obsazené v G,
je H =G. Jezto P mi jen koneény pocet otevienych mnozin,
dokaZe se snadno, Ze IN je oteviend base a. ze I je casti kazdé
oteviené base. Tedy IR ma mohutnost y*(P) a IM C B.

II. Necht ¢&islo yx¥(P) = a je nekoneéné, takze a.a = q.
Zvolme otevienou basi 2 s mohutnosti a. Oznaéme € systém téch
para A4, e AU, A, e A, k nimz existuje aspoil jedna mnozina B e B
takova, Ze A, C B C 4,. Pro kaidy par (4,, 4,) € € zvolme mnozinu
p(4,, 4,) € B tak, ze A4, C p(4,, 4;) C A;. Oznatme B, systém
vSech ¢(4,, 4,) pro (4,, 4,) € €. Pak je BV, C B, BV, je systém
otevienych mnozin a mohutnost systému B, je < a.

Zbyva dokazati, Ze B, je oteviend base. Necht O je okoli
bodu a € P. Podle 641 stam dokdizati, Ze existuje par (4, 4,) ¢ €
takovy, Ze a e p(d,, 4,) C 0. Jezto U je oteviend base, existuje
(zase podle 6-4-1) 4, ¢ ‘21 takova, Ze a € A, C O. Jeito B je oteviend
base, existuje B e B takovi, ‘Ze a e BC A, Jeito A je oteviend
base, existuje 4, € 2 takova, e a e A, C B. Jezto A, €A, A, e,
BeB, A,CBC A, je (A, 4,) e € a A, C ¢(4,, 4,) C A,. Jeito
aed, A,C O, je aep(4,, 4,) CO.

Nazveme totalnim pseudocharakterem U-prostoru P
a’ oznadime K4 (P) nejmensi mohutnost systému otevienych
mnozin, v némz lze ke kazdému a ¢ P nalézti podsystém S =+ 9
takovy, Ze

IIG = a.
GeS
Nazveme vnitinim totdlnim charakterem U-prostoru P

8) Loc. cit. sub3), str. 263 a 268.
%) Loc. cit. sub?), str. 4.
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a oznadime w!(P) nejmensi mohutnost systému otevienych
mnozin, v némz ke kazdému a € P, pro néjz w(a) = 2, lze nalézti
podsystém S == 9 takovy, Ze kazdé GeS jest, “kdezto prumk
viech G € S neni okolim bodu a.
Ziejmé jsou véty
6'4'5. Kdyz P je U-prostor. pak
wY(P) < y{(P) < 24(P).

6'4'6. Kdyz P je U-prostor, pak p(a) < y¥P) pro kazdy
aeP.

6'4'7. Necht P je U-prostor. Jest w*(P) = 0, kdyz a jen
kdyz w(e) =1 pro kazdy ae P. KdyZ oi(P) > 0, pak w(@) <
< w!P) pro kazdy a ¢ P.

6.5. Necht (P.u) je libovolny prostor. Pritadime??) kazdému
ordindlnimu &islu & > 0 topologii ¢ v P definujice pro kazdou
"M C P transfinitni indukei: (1) «'M = uM, (2) v+ M = w(utM),
(3) kdyZz « je limitni &islo, pak u*M = ZuéM. Transfinitni indukei

t<a
se dokaze, Ze u¢ je topologie pro kazdé ordinalni éislo & > 0.
Pro libovolnou M C P je ziejmé
E<n=uMCuwMCP.

Z toho nisleduje, Ze kazdé mnozing M C P lze prifaditi ordinalni
dislo (M), coZ je nejmensi ordindlni éislo «, pro néz plati u*+1M =
= u*M. Déle lze prostoru piifaditi ordinalni &islo 9(P), jez je
nejmensi ordindlni &slo S, pro néz plati (M) < B pro kazdou
M C P, nebo, coz je ekvivalentni, pro néz plati wf+1M = ubM
pro kazdou M C P.

Ztejmé 9(P) = 1, kdyz a jen kdyz u je U-topologie. V obecném
piipadé je w?® U-topologie. Lehko se dokaze, Ze topologie u
a w*P) maji stejné uzaviené mnoziny, takie «*®) je U-modi-
fikace (6°1°3) topologle u.

7'I. Rekneme, ze P je A- -prostor, nebo Ze topologie dana
v P je A-topologie, kdyz vedle axiomii (I¥) a (II%) je jesté splnén
axiom

(ITT%) . M,CP, M,CP = M, + My= M, + M,
Neni tieba zadati (II1%), nebot ten je dusledkem (III%),. Kdyz
viak vyslovng Zidame axiom (III¥), stadi misto (ITI%), zadati
pouze L

M,CcP, M,CP= M, +~ M,C M, + M,,

nebot z toho a ze (I1I%) uz plyne (I11%),4.
Necht P je libovolny prostor a a € P. Rekneme, Ze a je A-bod,
kdyz
- M,CP, M,CP, aeM; + M, = aeM, + M,
10) F. Hausdorff., Fund. Math. XXV (1935), str. 490.
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Ziejmé jsou véty
I I P je A-prostor, kdyz a jen kdyZz kaZdy aeP je
A-bod.

7'12. Prostor vnofeny do A-prostoru je A-prostor.

71"3. Necht @ je vnofen do P a necht ae@ je A-bod
prostoru P. Pak a je A-bod prostoru Q.

71"4. Kdyz P je A-prostor, pak soulet kone&ného
poétu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Dukaz stadi provesti pro dvé uzaviené mnoZiny F, a F,.
Jest F, = F,, F, = F,, tedy F; + F, =F, + Fy = Fy + F,.

Veta 7'1'4 muZe platiti v P i kdyZ P neni A-prostor. P¥iklad
dava prostor Pz, sloZzeny ze t¥i bodi a, b, c. V P je 0=0,6=0b=

= (a) + (b), ¢ = (c), kdezto uzavér vice nez jednobodové mnoZiny
je P,. Pak v P, plati 7"1*4, a¢ P, neni 4-prostor.

7°1'5. Necht P je U-prostor a necht soudet koneéného
poétu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina. Pak P
je A-prostor; . .

Dukaz. Necht M, C P, M,C P. Jest M; + M,C M, + M,,
tedy M, + M, C M, + M, Jeito P je U-prostor, jsou M, a I,
uzaviend, takze také M, + M, _je uzaviend, t. j. M, + M, =
= M, + M,, takie M1—|—M2CM + M,

Ze 7°1'5 plyne, Ze teorii AU-prostoru (t. j. téch prostord, jez
jsou i A-prostory i U-prostory) lze budovati na pojmu uzaviené
mnoziny, podrobeném vedle axiomu (I) az (IIIY) vyslovenych
v 6°1 jeSté axiomu
(IV’)A Feg F2€§$F1+erg
Ze T-1'4 plyne véta

71'6. Kdyz P je A-prostor, pak prinik koneéného
podétu otevienych mnoZin je otevienad mnozina.

71°'7. Necht M C P, N C P. Necht kazdy ae M je 4A-bod.
Necht O je okoli mnoZiny M. Pak

M.N=M.NO.

Dukaz. JeZto NOC N, stadi uvésti ke sporu pfedpoklad
aeM.N—NO. Jeito ae M, aje A-bod. Jeitoa e N, N = NO +
+ (N—0),jest a e NO+ N —O, tedy a e NO + P — 0. Jeito
aeP—NO, je ae P—O0. To je spor, nebot a e M, takie O je
okoli bodu a.

Zvl4a$tnim piipadem (misto M, N, O klademe @, M, G) véty
717 je

7 I*8. Necht Pj je A-prostor, Necht M C P.Necht GC P
je oteviend mnozina. Pak :

G.M—@q.aq
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Ve vété 7°1°8 nelze vynechati predpoklad, Ze P je A-prostor.
Necht P, obsahuje tfi body a, b,c. Kdyz M C P, necht M = M,
mé, li M nejvys jeden bod, M =P, ma-li M vice nez jeden bod. Necht’

= (a) + (b), G = (a) + (c¢). Pak G je oteviend mnoZina, GM =
(a)+(6) G. MG = (a )#GM»

Ziejma je véta

7'1'9. Kazdy Lprostor je A-prostor.

7°2. Ziejma je véta

72'1. Bod aeP je A-bod, kdyZ a jen kdyZz pro kazdy
par O,, O, okoli bodu a plati, Ze také 0,0, je okoli bodu a.

Necht O(a) je aplny system okoli bodu a. Ze 7-2'l nasleduje -
snadno, Ze a je A-bod, kdyZ a jen kdyZ je vedle axiomt (I°) a (I1°)
vyslovenych ve 4:| jesté splnén axiom

(III°) 4, Kdyz 0, € O(a), 0, e O(a), pak e,x1stu]e mnozZina O e
€ O(a) takova, ze O C 0,0,. '

Rekneme, ze M C P je A-mnoZina, kdy% prinik libovolnych
dvou jejich okoli je zase jejim okolim. Ze 7-2°| nasleduje

7'2'2. Jednobodovad mnoZina (a) je A-mnozina, kdy%
a jen kdyZ a je A-bod.

Ziejmé jsou véty

7:2'3. Necht @ je vnofen do P. Kdyi MC@Q je A-mno-
%ina v prostoru P, pak M je A-mnozina v prostoru @.

7°2'4. Necht M C P. Necht kazdy ae M je A-bod. Pak M
je A-mnozina.

7:2'5. Necht M C P je A-mnozina. Necht Q(M) je aplny
systémokolimnoziny M. Necht 2jedanéokolimnoziny M.
Necht QM) je systém téch O e O(M), pro néz plati O C 2.
Pak Oy(M) je Gplny systém okoli mnoziny M

Dukaz. Necht H je okoli mnoziny M. Jeito M je A-mnoZina,
také HL je okoli mnozmy M. Jezto S)(M ) je uplny systém, existuje
0 € O(M) takova, ze O C HQ. Pak j je 0 € Oo(M), O

7°2°6. Véta 7-2'5 je nespravna, kdyz Mnenl A -mnoz%ina.

Dukaz. Jezto M neni A-mnoZina, existuji okoli O,, 2 mno-
ziny M takova, Ze 0,2 neni okoli mnoiiny M. Necht Q(M) je
uplny systém okoli mnoziny M a necht Q4(M) je systém téch
0 € O(M), pro néz platl O C 2. Kdyby byl Qo(M) tplny systém,
existovala by mnozina O € Q,(M) takova, ze O C 00 Pak by bylo
O C 0,2, takze by (2'18) také 0,2 byla okolim mnoziny M.

1 2 7. Necht charakter mnoziny M C P je koneény.
M je A-mnozina, kdyZ a jen kdyzZ y(M) = 1.

Dikaz. I. Necht M je A-mnoZina. Existuje koneén)’r aplny
systém (M) okoli mnozmy M. Priinik O vSech mnoZin systemu
Q(M) je okolim mnozmy M. Z¥ejm& mnozZina O sama o sobé tvofi
aplny systém okoli mnoziny M.
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IT. Necht ¥(M) = 1. Pak ex1stu]e mnozina O, kterd sama
o sobé tvoii Gplny systém okoli mnoziny M. Jsou- i 0, a 0, dvé

okoh mnozmy M, jest O C O, O C O,, takie (2°1-8) take 0 02 je
okoli mnoziny M.

7'3. Necht (P, v) je dany prostor a necht @ C P. Pro kazdy
a € P zvolme uplny systém O(a) okoli bodu a. Kdyz a € @, necht
Q,(a) znamena systém téch mnoZin, z nichZz kazda je prinikem
koneéného poétu mnozin patiicich do Q(a). Kdyz a ¢ P — @, pak
necht O,(a) = i)(a). Snadno se presvédéime, Ze systémy O,(a)
vyhovuji axiomtm (I°) a (II°) (4'1) a kdyZ a € @, také axiomu
(III°)4 (7-2). Tedy systémy ©O;,(a ) definuji v P topologii , pfi niz
kazdy a € @ je A-bod. Reknsme, 7e u je A-modifikace topologle
vredukovanana Q. V dalezitém ptipadé @ = P (v némz w podle
7-1'1 je A-topologie), fekneme kratce, ze u je 4-modifikace
topologle v. Topologle u zavisi na volbé tplnych systémi Q(a)
jenom zdanlivé, nebot je charakterisovdna vétou

7°3-1. Necht (P, v) je prostor a necht Q C P. Necht u je
A-modifikace topologie » redukovdana na Q. Pak (1) kazdy
ae@Q je A-bod pri topologii u, (2) topologie u je slabsi
nez v, (3) v je nejsilnéjsi topologie s vlastnostmi (1) a (2).

Dukaz. Uz jsme si v§imli, Ze » mé vlastnost (1). Ze u m4
vlastnost (2), plyne snadno ze 4-I°l, nebot O(a) C Oi(a). Necht
tedy w je topologie slabsi nez v, pii niz kazdy a @ je A4-bod.
Necht M C P. Mame dokézati, Zze wM C uwM. Necht tedy a e wM.
Kdyz O € O(a), pak podle 2:1°9 O je okolim bodu @ .pti topologii w.
Jeito kazdy a € @ je 4-bod pii w, nasleduje snadno, Ze (at jiz nas
bod @ patii do @ ¢ do P — @), kazda O € O4(a) je okolim bodu @ pii
topologii w. Tedy, jezto a e wM, nisleduje ze 4°1°1, Ze pro kazdou
0 € O,(a) je OM =+ 0, takze podle 41| je a e uM.

7°3-2. Necht (P, v) je prostor a necht Q@ C P. Necht « je
A-modifikace topologie » redukované na . Pak :

aeQ = yua) < (@),
aeP—Q = yula) = xo(a).

‘Dukaz. Uplny systém O(a) mizeme voliti tak, Ze obsahuje
jen y,(a) mnoZin..

I. Necht a e @. Rozeznivime dva priipady. Necht predné
podet yx,(e) mnozin systému O(a) je koneény. Pak primik O vSech
mnozin systému Q(a,) patif do O4(a) a je nejmensi z mnoZin systému
91( a). Jeito Oy(a) je aplny systém okoli bodu a pii topologii u,
zre]me mno%ina O sama o sobé tvoii Gplny systém okoli bodu a
PH topologii u, takie yu(a) = 1< yv(a). Necht za druhé podet
xv(a) mnozin systemu O(a) je nekoneény. Pak O,(a) obsahUJe 20(@)
mnozin. Jezto O,(a) je uplny systém okoli bodu a pti topologn u,
Je xu(@) < x(a). -
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II. Necht a e P — Q. Jeito Q(a) je aplny systém okoli bodu &
ipliui pn v, nahlédneme snadno, Ze systém viech okoh bodu a je
stejny pri obou topologlich takie 2u(@) = xo(a).

8'1. Necht P Je libovolny prostor. Necht M, C P, M,c P.
Rekneme, %e mnoziny M, a M, jsou (v prostoru P) oddelene
kdyz . .

MM, = MM, = 9.
Rekneme, %e M, a M, jsou (v prostoru P) (1) O-oddélené, (2)

O-oddélens, (3) O-odd&lené, kdy# existuje okoli 01 mnoziny M,
a okoli O, mnoziny M, tak, Ze

0,0, =9 v pnpade (1),
0,0, = 0,0, = § v p¥ipads (2),
0,0, = ¢ v piipads (3).

Ziejmé jsou tyto dvé véty:

8'1'l. Necht @ je vnofen do P. Necht M,C Q, M,C Q.
Mnoziny M, a M, jsou oddélené v prostoru @, kdyz a jen
kdyzZ jsou oddélené v prostoru P.

8'1'2. Necht @ je vnotfen do P. Necht M, C @, M,C Q.
Kdyz M, a M, jsou v prostoru P budto O-oddélené nebo

0-oddélené nebo O-oddé&lené, pak toté% o nich plati v pro-
storu Q.

81'3. Necht M;CP a M,C P jsou O-oddélené. Pak
M, a M,jsouoddélené.

Dukaz. Necht a ¢ M,. Jeito O, je okoli mnoziny M,, a ne-
patii do P — 0,. Aviak M, C ~ 0, C P — 0,. Tedy a nepatii do M,.
Tedy M, M, = ¢ a podobné M, M, = .

Zre]me jsou tyto dvé vety

8:'1'4. Necht M,C P a M,C P jsou O-oddélené. Pak
M, a M, jsou O-oddé&lené.

8'1'6. Necht M;C P a M,CP jsou OOddelene Pak
M, a M, jsou O-odd&lené.

8'1'6. Necht M;CP a M,CP jsou oddelene v pro-
storu P. Pak M, a M, jsou O-oddélené v prostoru @ =
= M, + M, vnofeném do P.

Dtkaz. Necht uM = QM je relativni uzdvér mnozmy
M C Q. Jeito MM, = MM, = ¢, je M,M, = ¢, tedy Q — M, =
=M, Q— M,= M,. Mimo to M, .uM, = M,.uM, = §, takie
uM, = M,, uM, = M,. Tedy M, a M, jsou v @ i uzaviené i ote-
.viené. Tedy v @ je M, okolim mnoziny M, a stejné pro M, a rela-
tivni uzdvéry téchto dvou okoli se neprotnou, takZe M, a M, jsou
v @ O-oddglené.
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. Z¥ejmé je véta ‘
81'7. Necht N,C M, CP N,Cc M,C P. Kdyz M, a M,
jsou budto oddélené nebo O-odd&lené nebo O-odddlené
nebo O-oddé&lené, pak totéz plati o mnozindch N, a N,.
8'1'8. Necht M, C P, M,C P,M;C P.Necht M, je A-mno-~
zina. Necht M, a M, jsou oddélené. Necht M, a M, jsou
oddélené. Pak M a M, + M; jsou oddélené.

Dikaz. Jest MM, = M, M, = M, M, = M, M, = §. Ziejmé
My( 2—I—JII)—fba,ma,medoka,zadn ve M, . M, + M, = @. Jeito
MM, = 9, P— M, je okoli mnoziny M,. Podobnd i P — M, je
okoli mnoziny M,. Jeito M, je A-mnoZina, také (P — M,) (P —
— M) = P— (M, + M,) je okoli mnoziny M,, takie M, . M, +
+ M, = 0.

8'1'9. Necht M,CP, M,C P, M,CP. Necht M, je
A-mnozina. Necht M, a M, jsou O-oddélené. Necht M, a M,
jsou O-oddélené. Pak M, a M, + M, jsou O-oddélené. o

Dukaz. Existuji okoli O, a £, mnoziny M,, okoli O, mnozZiny
M, a okoli Q; mnoziny M, tak, Ze 0,0, = 2,2, = ¢. Tedy
0,2,(0, + ;) = 0. Ztejmé O, 4 £2; je okoli mnoziny M, + M,.
Jezto M, je A-mnozina, 0,8, je jeji okoli.

8'1°10. Necht P je A-prostor. Necht M,C P, M,C P,
M,C P.Necht M; a M,jsou O-oddélené. Necht M, a M; jsou
O-odd&lené. Pak M, a M,+ M, jsou O-oddé&lené.

Dukaz. Existuji okoli O; a 2, mnoziny M,, okoli O, mnoZi-
ny M, a okoli Q, mno¥iny M, tak, %e 0,0, = 0,0, = 0,2, =
= 0,0, =90. 0, + 2, je okoli mnozmy M, + M, 0,2, je okoli
mnozmy M,. Mimo to 0,9, C 0,2,, O, + 2, = 0, + Q,, takie

( +~Q3)—0191 02+~Q = 0.

8 I [1. V&ta 8'1'10 zistane spravné, nahradime-li slovo
O-0ddg&lené na viech tfech mistech slovem O-oddé&lensé.

Dukaz. Nyni je 0,0, = 2,2, = ¢, tedy 0,2, .0, + 2, = 0.

8:1°12. Necht M, C P a M,C P jsou O-oddélené. Necht
kazdy ae M, + M, je slaby U-bod. Pak M, a M, jsou 0-o0d-
délené.

Dukaz. Necht O, je okoli mnoziny M,, necht O, je okolf
mnoziny M, a necht 0,0, = @. Polozme @, = P — P —0,, 2, =
=P —P—0, Ziejmé 2, C Oy, 2,C 0,. Jeito O,C P — O,, je
0,C P—0,, tedy 2,0, = 0. Jezto Q,C 0,, je 2,2, = ¢. Podobng
se dokaze, %e 2,2, = 0. Kdy% a ¢ M,, pak O, je okoli bodu a,
takZe a nepatii do P — O,. Jezto a je slaby U-bod, a nepatii do
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P —0,, ale to znamend, %e 2, je okoli bodu a. Tedy £, je okolf
mnoziny M, a podobné 2, je okoli mnoziny M,.

8:'1°13. Mnoziny M,C P, M,C P jsou O-oddélené, kdyz
a jen kdyz existuje okolf O, mnoZiny M, takové, ze M,.
.0, = 0.

Dukaz. I. Kdyz 0,0, = ¢, pak M,0, = ¢ podle 2" 1°4.

II. Kdyz M,0, = 9, pak O, = P — O, je okoli mnoziny M,
a 0,0, = 0.
~ Necht P, obsahuje tii body a, b, c. Mnoziny , (a), (b), (@) +
+ (b) necht jsou uzaviené; pro kazdou jinou M C P, necht M =
= P,. Pak P, je AU-prostor. Body a, b [t. j. jednobodové mnoZiny
(@), (b)] jsou oddélené, ale nejsou O-oddélené.

Necht P; obsahuje &tyfi body a, b, c,d. Necht a = (a) +
+ () + (@), b=(b) + () + (), ¢=(a) + (c), d=(a)+ (d)-
Uzavér mnoziny M C Py necht je soulet uzdvéru jejich bodi.
Pak P; j je A-prostor. Body a, b jsou O-oddélené, ale nejsou 0-od-
délené.

Necht Pg obsahuje ti¥i body a,b,c. Necht a = (a) + (¢)
b = (b) + (¢), ¢ = (c). Uzavér mnoziny M C Py necht je soudet:
uz4véra jejich bodta. Pak P4 je AU-prostor. Body a, b jsou O-od-
délené, ale nejsou O-oddé&lené.

Necht P, obsahuje t¥i body a,b,c. Necht (b) + (c) =
Kdyz M C P, M = (b) + (c), necht M = M. Pak P, je U-prostor.
Body a,b jsou O-oddélené. Body a, ¢ jsou 0-oddglené. Mnoziny
(@), (b) + (c) nejsou oddélené.

82. Rekneme, e P je K-prostor!?) nebo Ze dané topologie:
je K-topologie, kdyz pro kazdy a € P je

(1) a.a* = (a),

t. j. kdyZ pro zddny bod b = @ neni soudasné i bed i a€b, jinak
fedeno, kdyZ pro ¢ #b budto P—(a) je okolim bodu b nebo P— (b}
je okolim bodu a.

Ziejma je véta

8:2'l. Prostor vnofeny do K-prostoru je K—prostor

Kdyz pro kazdy a € P je dan aplny systém O(a) okoli bodu a,
pak P je K-prostor, kdyZz a jen kdyZ je vedle axiomu (I°) a (II°)
uvedenych ve 4| je$té splnén axiom

(III°)y KdyZz a = b, existuje budto mnozZina O e O(a) ne-
obsahujici b nebo mnoZina 2 e O(b) neobsahujici a.

Ziejm4 je véta
~ 822,V K-prostoru maj{ rizné body rizné uza,very,

11) P. Alexandroff a P. Urysohn, Topologie I Berlln, Springer,
1935), str. 58. v potos ( . g
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- Necht Py se sklads ze ti{ bodi a, b, ¢ a necht @ = Py, b =
= (a) + (b), ¢ = (a) + (c) Uzaver mnozmy MC P necht ]e

rizné uzavery, ale podmmka (1) nent splnena pro Zadny bod;
Pg neni K-prostor.

823. Necht uzavér kazdého aeP je uzaviend mnoZi-
na a necht ruzne body maji rizné uzavery Pak P je.
K-prostor..

Dikaz. KdyZ bea, pak bC T =a. Tedy kdyZ je soudasn&
ibeaiach, jed=>b, tedy a =0b.

Necht nyni P je U-prostor. Body aeP, beP nazveme
K-ekvivalentni, kdy% @ = b. Kdy% M C P, necht k(M) vznikne
z M piiddnim viech bodt K-ekvivalentnich s nékterym g ¢ M,
takze

M C k(M) = k[k(M)].
Mnozinu M C P nazveme K-Gplnou, kdyz k(M)= M, takie
mnoZina k(M) je K-Gplnd pro kaZzdou M C P. Pro kaidou
M C P uzavér M je K-aplnd mnoZina. Nebot kdyZ aeM,
@=>b,jebeb=aC M, tedy b ¢ M. Mimo to je pro kazdou M C P

(2) ' M = k(D)

nebot M C k(M)C M, tedy M C k(M)C M = M.
Predpokladajice stale, ze P je U-prostor, pfifadme kazdému
a ¢ P néjaky symbol 7(a) tak aby bylo 7(a) = 7(b), kdyZ a jen kdyz
a a b jsou K-ekvivalentni. Necht P, = ¢(P) je mnozina vSech 7(a)
pro a € P. Je ptirozené zavésti do P1 topologii v tim, Ze za uzdvér

mnoziny M, C P, prohlasime ¢(} M), kde M= —T_I(Ml) je mnoZina
téch g ¢ P, pro néz t(a) e M,, takze M je K-uplni. Rekneme, Ze
prostor (Pl, w) vznikl z U-prostoru P K-redukei.

82'4. Necht prostor P, vznikl z U-prostoru P K-re-
dukei. Pak P, je KU-prostor (t. j. i K-prostor i U-prostor).

. Dikaz. I. Necht a;ePy, b ePy, a; # b, Existuji body
a eP b e P takové, Ze a, = t(a), b, = 7(b). Jezto b, =+ a;, je & =+ b.
Jeito @ a b jsou K-Gplné mnofiny a @ == b, je 7(@) = r(b) Uzavér
u(a,) bodu a, v prostoru P, je podle definice roven [k(a)]. Aviak
podle (2) je @ = k(a), takie w(a,) = 7(@). Podobn¥ wu(b )—-r(b)
takZe wu(a,) + u(b;). Tedy v P; maji rizné body rizné uzivéry,
takZe podle 8'2°3 stadi jesté dokazati, ze P, je U-prostor.
“II._ Necht M,C P, M =7_4(M,). Pak je uM, = T(M)
Jeito M je K—uplna, je T—i(uM,) = M, takie uwul, = <v(M).
Aviak M = M, tedy wuM, = uM,, takie P, je U-prostor.
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Ctendt snadno nahlédne, Ze vSecky topologické vlastnosti
U-prostoru P jsou vyjé,df‘eny v Pl. Nebot uzavér kazdé M C P je
K-Gplnd mnozina, ktera je také uzavérem K-Gplné mnozmy k(M).
Mimo to P, (i se svou topologif) vznikne z P prosté tim, Ze ,,iden-
tifikujeme* K-ekvivalentni body. Tedy v celé teorii U- -prostori
se muZeme bez Gjmy na obecnosti omeziti na K U-prostory.

8'3. Rekneme, %e P je B-prostor nebo Ze dani topologie je
B-topologie, kdyz kazdd jednobodovd mnoZina je uzaviena.
Ziejma je véta

8:3'1. Kazdy B-prostor je K-prostor.

Ziejma je véta

8'3'2. Prostor vnofeny do B-prostoru ]e B-prostor.

Necht P je libovolny prostor a a € P. Rekneme, ze a je B-bod,
kdyz o = (a), takze plati véta
: 8'3'3. Necht prostor @ je vnofen do prostoru P anecht
ae@ KdyZiajeB-bodprostoruP,pakaje B-bodprostoru@.

8'3'4. P je B-prostor, kdyZ a jen kdyZ ka%dy aeP je
B-bo

Dukaz Ze Pj je B-prostor, znamena, Ze
_ aeb=a=>0. v
Ze a e P je B-bod, znamené podle 3°3'| totéZ pfi daném a.

Ziejmé je také véta

835. Pj je B-prostor, kdyZa jen kdyZ dvé rizné jedno-
bodové mnoZiny jsou vzdy oddélensé.

Necht O(a) je tplny systém okoli bodu a. Ziejmé a je B-bod,
kdyz a jen kdyZ je vedle axiomu (I°) a (II°) uvedenych ve 4° [ splnén
jesté axiom

(III°)p Kdyz b + a, existuje mnozZina O € O(a), kterd ne-
obsahuje b.

8'3'6. Necht P je B-prostor. Pak kazdd mnozZina M C P
je Ga.

Dikaz. MnoZina P — M je soudet svych bodd, z nichz kazdy
tvoii uzavienou mnozinu, takze P — M je F;, tedy M je Gq.

837. Necht kaidy bod ae P tvofi mnozinu Gz Pak
P je B-prostor.

Dikaz. Kdyz mnozina (@) je Gg, pak prinik vSech otevie-
nych okoli bodu a obsahuje jen a, takze tim spiSe prinik a® viech
okoli bodu a se rovni a, t. j. @ je B-bod, takie P je B-prostor
podle 8'3°4.

83'8. Necht P je Kprostor a necht uzdvér kazdého
aeP je Gg. Pak P je B-prostor.

- Dikaz. Necht bea’. Podle 834 stadi dokazati, Ze b = a.
Necht naopak b = a. Jezto P je K-prostor, je b e P —a. Aviak @
je Ga, tedy P —a je F,, takZe existuje uzavfens mnoZina F C
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C P —a takova, Ze b e F. Jeito F je uzaviend, je b C F. Jeito
bea*, jeach, tedy a e FC P—a, coi je spor.

Ziejma je véta

8'39. Kazdy L-prostor je B-prostor.

8'4. Rekneme, %e P je H- -prostor,'?) nebo ze dand topologie
je H-topolo gle kdyz dva ruzné body jsou vidy O-oddélené.

. Rekneme, %e ae¢P je H-bod, kdyz pro kazdy beP—(a)
plati, Ze @ a b jsou O-oddé&lené.

Ziejmé jsou véty

841. P je H-prostor, kdy% a jen kdyz kaZdy aeP je
H-bod.

8'42. Prostor vno¥eny do H-prostoru je H-prostor.

84'3. Necht @ je vnofen do P a necht ae@ je H-bod
prostoru P. Pak a je H-bod prostoru Q.

844. Kazdy H-bod je B-bod. :

Z 8113 nasleduje véta

84'5. Necht a e P. Pak a je H-bod, kdyZ a jen kdyz (a)
je pranik mnozin O, kde O probih4 vSecka okoli bodu a.

Necht kazdému a e P je pfifazen tplny systém O(a) okoli
bodu a. Zfejmé a je H-bod, kdyZ a jen kdyZ je vedle axiomi (I°)
a (II°) uvedenych ve 4| splnén jesté axiom

(III")H Kdyz b * a, existuji mnoZiny O € O(a), 2 O(b) ta-
kové, ze O . Q2 = 0.

Rekneme ¥e a je H-bod, kdy# pro kazdy be P — (a) _plati,
Zeaab ]souO oddélené. P je H- prostor kdyz kazdy a ¢ P je H-bod.
Ziejmé jsou véty

8'4'6. Prostor vnofeny do H-prostoru je H-prostor.

84'7. Necht @ je vnofen do P a necht ae@ je H-bod
prostoru P. Pak a je H-bod prostoru Q.

84'8. Kazdy H-bod je H-bod. '

Z 8'1"12 nasleduje véta

8'49. HU-prostor je H-prostor.

8410. Necht AH-prostor P spliiuje prvy axiom spo-
detnosti. Pak P je L-prostor.

Dukaz. Necht M C P, ae M. Necht ¢leny posloupnosti

‘n

{0}, tvo¥i fplny systém okoli bodu a. Polozme 2, =[] 0.
i=1
Jezto P je A-prostor, mnoziny £, jsou okoli bodu a. Pod.le2 214

je tedy Q,M = ¢. Zvolme a, ¢ 2, M. Necht S je mnozZina viech
¢leni posloupnosti {a,},*. Pak S je spoetnda mnozina. Necht 7'

12) Hausdorff, loc. cit. sub3), str. 213 (axiom D).
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je nekoneénd &ast mnoziny S. Staéi dokazati, ze 7' =T + (a)-
Z 2'1*4 nasleduje snadno, Ze @ € I'. Necht be P —T,b 4=a,beT.
Mame odvoditi spor. JeZto a = b, jeito P je H-prostor a jeito
{01, je tplny systém okoli bodu a, existuje index p takovy, Ze
be P—0,. Jeito P je A-prostor, je TCT — O, + O,, takze
b e T — O,.. AvSak mnozina 7' — O, je zfejmé koneénd a (8'4'4) P
je AB-prostor, takie I'— Op =T — 0, C T, tedy beT, coz je
spor. .
P 8'5. Rekneme, Ze a ¢ P je R-bod,) kdy% ke ka%dému okoli O
bodu a existuje okoli 2 bodu a takové, ze 2 C O. Rekneme, 7e P -
je R-prostor,'%) nebo Ze dand topologie je R-topologie, kdyz
kazdy a € P je R-bod.

Necht O(a) je Gplny systém okoli bodu a. Ziejmé a je R-bod,
kdyz a jen kdyZ je vedle axiomu (I°) a (II°) jest& splnén axiom

(ITI°)r Ke kazdé mnoZiné O € O(a) existuje mnozina 2 ¢ O(a)
takova, ze 2 C O. . : :

Ziejmé jsou véty

8'5'l. Prostor vnofeny do R-prostoru je R-prostor.

8'5'2. Necht @ je vnofen do P a necht ae@ je R-bod
prostoru P. Pak a je E-bod prostoru @.

8'5'3. Necht @ je R-bod a necht beP—a’. Pak a a &
jsou O-oddglené.

Dukaz. Jeito neni b e a?, ex1stu]e okoli O bodu «a takove
Ze be P — 0. Jeito a je R- bod existuje okoli 2 bodu a takové,
Ze 2 C 0. Tedy a a b jsou 0O-oddélené podle 8 1"13.

Z 853 a 81'3 nasleduje véta

8'5'4. Necht a je R-bod. Pak a C a®.

Z 853 ddle nasleduje véta

8'5'5. Necht a je BR-bod. Pak a je H-bod.

Z 8'5°4 plyne, ze K R-prostor je B-prostor, takze podle 855
plati véta

8'5'6. Necht P je KR-prostor. Pak P je H- prostor

8'5'7. Necht a je R-bod. Necht FCP je uzaviena
mnozina a necht ae P —F. Pak mnoziny (¢) a F jsou
O-oddélené.

Dukaz. P — F je okoli bodu a, takZe existuje okoli O bodu &
takové, ze O C P — F. Tedy mnoZiny (a) a F jsou O-oddé&lené:
podle 8'1°13.

8'5'8. Necht a je silny U-bod. Necht pro kazdou uza-

13) Regularni bod podle P. Urysohna, Uber die Machtigkeit

der zusammenhéngenden Mengen (Math. Ann. 94, 1925), str. 264.

14) L. Vietoris, Stetige Mengen (Monatshefte 31 1921), str. 173
(axiom E). .
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vienou mnozinu F C P takovou, ze ae¢P —F, plati, zZe
mnoziny (a) a F jsou O-oddélené. Pak a je R-bod.

Diukaz. Necht O, je okoli bodu a. Jeito a je silny U-bod,
existuje oteviené okoli O, bodu a takové, ze O, C O,. MnoZina.
F = P — O, je uzaviena a a ¢ P — F. Tedy mnoziny () a F jsou
0-oddélené, takZe podle 8113 existuje okoli O; bodu a takové,
ze O,F = 9, t. j. O3 C O,, tedy O; C O,.

Ve vété 858 neni dovoleno .slovo silny nahraditi slovem.

_slaby, jak ukazuje (pro @ = oo) prostor P, uvedeny po vété 6:3°1.

8'6. Rekneme, ze P je N -prostor,’®) nebo Ze dana topologie
je Ntopologle kdyz (1) P je AU-prostor, (2) jsou-li F, a F,
uzaviené mnoziny a je-li F\F, = @, pak F, a F, jsou O- oddelene

Ziejma je véta

86'l. Necht @ je uzaviend podmnozina N-prostoru P.
Pak @ jako prostor vnoteny do P je N-prostor.

Z 8§58 plyne véta

8'6'2. BN-prostor je R-prostor.

8'6°3.1%) Necht .P je N-prostor. Necht M, C P a M,C P
jsou F;. Necht M, a M, jsou oddélené. Pak M, a M, jsou
O-oddélené.

Dikaz. L. Jest M, =3F,", M, =3 Fy", kde F" a Fy" jsou
n=1 n=1 .

uzaviené mnoziny. :
II. Necht (pro p = 0,1, 2,...) znamend H, pfedpoklad, Ze
pro 1< n < p jsou diny oteviené mnoziny O* a O, tak, Ze

(1) F"C 0, FrC Ot pro 1< n< p, (2) O . My = O* . My = ¢
prol<n<p, (8)Of . 0F = g pro 1 < i < p, 1 < k < p. Necht
pri urcltem p je splnén predpoklad H,. Jezto P je AU-prostor,

mnozina z 0" + M, je uzaviens. Mimoto
n=1

p“(20f+M4—0

p —— —
takze podle vlastnosti (2) N-prostoru mnozZiny F,?+1! a Z 02” + M,

jsou O-oddglené. Tedy podle 8113 a 6°3'5 ex1stuJe otevrene okoli
O0,»*+1 mnoziny F»+1 takové, Ze

ﬂ“(ZO"+M)—¢

15) Tento pojem zavedl H. Tietze (Math. Annalen, 88; 1923, str. 301).
Urysohn (loc. cit. sub13), str. 265) zavedl pro n&j ndzev normalni prostor.
16) Loc. cit. sub3), str. 285.
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p+1
Mnotzina », 0" + M, je uzaviend. Mimoto

n=1

p+1_ .

p+l__
takie mnoziny F?+1a D, O + M, jsou O-odd&lené. Tedy existuje
n=1

-oteviené okoli O,,+! mnoziny F,2+1! takové, ie
p+1
Op+1. (201 + Ml) = 0.
Tedy jsme sestroph O,,+1 a OF*! tak, Ze je splnén predpo-

k].a:d Hp+1

II1. Ptedpoklad H, je ovSem splnén, nebot nevyzadu]e nic.
‘Tedy podle II lze postupné sestrojiti pro » = 1, 2, 3, . . . oteviené

mnoziny 0, a 0," tak, 7e F;» C O,", Fz” C O, 51” . E =0n. M,
=@, 0.0} = 9. Polozrme O, = 2 01 , 0y = Z 02 . Mnoziny
0, a 0, jsou oteviené a jest M, C O, M2 C 0,, O, 0 = @. Tedy M,

a Jll2 jsou O-oddglené.

86'4. Necht P je ARU-prostor. Necht M,C P a M,C P
_]sou spoéetné. Necht M, a M, j ]sou oddelene Pak M, a M,
jsou O-oddélené.

Dukaz. Jest M, ZF1 , M, ZF2 , kde F;» a F, ]sou
jednobodové mnoziny. Dukaz pak pokracu]e doslova stejné jako
u 863, pouze misto vlastnosti (2) N-prostoru se uzije véty 8'5'7.

Z 864 vychazi véta

8'6'56. Spoletny ARU-prostor je N-prostor.

86'6. Necht P je.N-prostor a necht mnozina QC P
je Fo. Pak @ (jako prostor vnofeny do P) je N-prostor.

Dikaz. @ je AU-prostor podle 62| a 7-1-2. Necht mnoziny
M, C Q aM,CQj jsou relativné uzaviené a M, M, = @. Mame doka-
zatl, ze M, a M, jsou O-oddélené v Q. Ziejmé M, a Jil2 jsou oddé-

lené v @, takZe (8'1°1) jsou oddélené v P. Jest @ —Z F,, kde F,
n=1

jsou uzaviené. Podle 6°2'2 existuji uzaviené mnoiiny D, a D,

takové, te M, = Q®,, M, = Q®, Tedy M, = ZF @,, takie M,

je Fs a podobné i M, je F,, Tedy podle 8'6'3 M, a M2 jsou O-oddé-
lené v P, takze (8'1"2) jsou O-oddélené v Q.
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Rekneme, %e P je dédiény N-prostor,'?) kdyz kazdy prostor
vnofeny do P je N-prostor.

Z 8'6'5 vychazi podle 6:2'1, 7°1"2 a 85" | véta

8'6'7. Spodetny ARU-prostor je dédiény N-prostor.

8'6'8. Necht P m4 tu vlastnost, Ze kazdi oteviend
mnoZina @ C P (jako prostor vnofeny do P) je N-prostor.
Pak P je dédiény N-prostor.

8'6°9.%) P je dédiény N-prostor, kdyz a jen kdyz (1) P
je AU-prostor, (2) P ma tuto vlastnost: Jsou-li M,C P
a M,C P oddélené, jsou O-oddélené.

Dikaz vét 86°8 a 86'9. Ziejmé stadi dokizati jednak, ze
vlastnost predpokladans v 8'6°8 implikuje vlastnosti tvrzené v 86°9,
jednak, Ze vlastnosti (1) a (2) z 8'6'9 implikuji, Ze P je dédiény
N-prostor. .

I. Necht P méa vlastnost pfedpoklidanou v 86'8. Pak P
je N-prostor, tedy P je AU-prostor. Necht M, C P.a M, C P jsou
oddélené. Polozme G = P — M, M,. Pak @ je oteviend mnoZina
a M,CGM, M,C GM, Jest GM;,.G@M, = ¢ a mnoziny GM,
a GM, jsou (1°5°1) uzaviené v prostoru @. Jeito @ je oteviena v P,
G je N-prostor, takze GM, a GM, jsou O-oddélené v @. Tedy existuji
mnoziny O, a O, oteviené v prostoru @ a takové, ze M, C GM, C O,,
M,C GM,C O,, 0,0, = §. Podle 6'2'3 existuji oteviené mnoziny
2, a 2, takové, ze O, = Q,G, 0, = 2,G. Tedy O, a 0, jsou oteviené,
takze M, a M, jsou O-oddé&lené.

II. Necht P m4 vlastnosti (1) a (2) z 8'6'9. Necht prostor @
je vnofen do P. @ je AU-prostor podle 6°2'1 a 7°1°2. Necht M, C @
a M,C @ jsou relativné uzaviené a M, M, = @. Mame dokazati,
ze M, a M, jsou O-oddélené v Q. Ziejmé& M, a M, jsou oddélené v @,
tedy (8'1°1) oddélené v P, takze podle vlastnosti (2) jsou M, a M,
0-oddélené v P, tedy (8'1°2) O-oddélené v Q.

9'1. Necht P je prostor. Pak muZeme kazdé bodové mnoziné M
piifaditi novou bodovou mnozinu, kterd se nazyvd derivaci
mnoziny M a zpravidla se oznaéuje M’. Je definovéna takto:

(1) aeM <aeM— (a). .

Z axiomu (I%) az (HI“) nésleduje snadno, Ze derivace spliiuje
axiomy

(%) 9" =9.
(119) aeM = ae[M—(a)].
(IT1%) M,C My = M',C M,

17) Také tento pojem zavedl H. Tietze (loc. cit. sub?3), str. 301).

Urysohn (loc. cit. sub!8), str. 265) zavedl pro néj ndzev uplné normdélni
prostor.

18) Loc. cit. sub??), str. 284.

D 253




Mimo to se snadno odvodi, Ze pro kazdou M C P plati
{2) M=M+ M.

Obracend necht je kazdé 8isti M dané mnoziny P piifazena
nova &ast M’ mnoziny P tak, Ze jsou splnény axiomy (I¢) az (I119).
Pak miZeme definovati M pomoci (2) a presvédéime se snadno
jednak o tom, Ze plati axiomy (I¥) az (III¥), jednak Ze plati (1).
Z toho plyne, Ze misto toho, abychom jako v textu zavedli axio-
maticky topologii pomoci pojmu uzavéru, mohli jsme postupovati
jinak, povazujice za primitivni pojem derivaci. Pfi tomto postupu
by byla na pf. uzavitend mnozina M definovana vztahem M’ C M.

Kdyz prostor @ je vnoien do prostoru P a kdyz M C @, pak
mnozina M mé dvoji derivaci, totiz jednak derivaci v prostoru P,
kterou oznaéime prosté M’, jednak relativni derivaci, t. j.
derivaci v prostoru Q. Snadno se presvédéime, Ze relativni deri-
vace je QM'. ' '

Kdyz byla do P zavedena topologie pomoci aplnych systémi
Q(a) okoli jednotlivych bodid a € P [spliiujicich axiomy (I°) a (II°)
vyslovené ve 4°1], pak je podle 4'1| a (1) derivace bodové mnozi-
ny M uréena vétou

91'l. Jest ae M', kdyZ a jen kdyZz kazda O e O(a) obsa-
huje asponi jeden bod mnozZiny M razny od bodu a.

9:1'2. Necht P je ABU-prostor a M C P. Pak M’ je
uzaviend mnozina.

Dukaz. Mame dokéazati, Ze M" C M'. Necht naopak a e M" —
— M'. Jezto a e P — M’, existuje okoli O bodu a takové, ze OM C
C (@). Jeito P je U-prostor, existuje oteviené okoli £ bodu a
takové, ze 2 C O. Jeito a e M", existuje bod b takovy, ze b =+ a,
b e QM'. Pak Q je okoli bodu b; jeito P je B-prostor, také P —
— (a) je okoli bodu b; jezto P je A-prostor, také 2 — (a) = 2.
- [P — (@)] je okoli bodu b. Jeito b e M’, je tedy [2 — (a)] . M == 0,
-coZ je spor, nebot QM C OM C (a). '

Necht P, je mnozina vSech pfirozenych &isel. Kdyz M C P,
je koneéna a 1 e Py— M, necht M = M; jinak necht M = P,.
Pak P, je AU-prostor a derivace jednobodové mnoZiny (1) neni
uzaviena._

9:2. Rekneme, 7e a ¢ P je htomadny bod mnoziny M C P,
kdyz pro kazdé okoli O bodu « plati, Ze mnozina OM je nekoneéna.
Oznadéime M* mnozinu viech hromadnych bodd mnoziny M.

Z 91"l plyne véta

9-2'1. Pro kazdou M C P je M*C M'.

Z¥ejmé jsou véty:

9-22. KdyZ mnozina K C P je kone&n4, pak K* = §.

923. Kdyz MCP, KCP a kdyz K je koneéns, pak
(M + Kt = (M — K)» = M*,
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9:2-4, Kdyz M,C M,C P, pak M,*»C M.
9-2'5

. Necht P je A-prostor, M, C P, M,C P. Pak
(My + My)* = M}P + M

9:2'6. Necht P je U-prostora M C P. Pak M"* je uzavie-
nj mnozina.

Dikaz. Mime doka/atl ze (M*)' C M* Necht naopak a e
< (M*?) — M*. Jeito a e P — M" existuje okoli O bodu takové a, Ze
mnozina OM je koneéna. Jezto P je U-prostor, existuje oteviené
okoli 2 C O bodu a. Jeito a e (M?), existuje b e Q. M. Pak Q je

okoli bodu b; jeZto b € M*, mnozZina QM je nekoneénd. To je spor,
nebot QM C OM.

9:2'7. Necht prostor P m4 tu vlastnost, Ze pro kazdou

MC P apro katdou koneénou KC P je M + K =M + K.
{To nastane zejména, kdyz P je AB-prostor]. Pak pro kazdou
MCPje M= M'.

Dukaz. Necht M*» == M'. Podle 9-2'| existuje a e M’ — M>.
JeZto a e P — MP*, existuje okoli O bodu a takové, Ze mnoZina OM

je koneéné. JeZto O je okoli bodu a, neni @ e P — 0. Jezto OM —
— (a) je koneéna mnozina, je

1) P—0+[OM —(a)] =P — 0+ OM — (a),

takZe mnozina (1) neobsahuje bod a. Tedy 2 =P —{P —O0 +

+ [OM — (a)]} = (@) + O — M je okoli bodu a. Aviak QM C
C (a), takze podle 91| neni a e M’, coZ je spor.

9'2'8. Necht pro kazdou M C P je M*= M' Pak pro
kazdou M C P a pro kazZdou koneénou K C P je M+ K =
=M + K.

Dukaz. Jest

M=M+ M =M+ M,
T FRE=M+K+ (M+K =M+ K+ (M + K,
ale podle 923 je

Mt = (M + K)~.

Dané topologii v P piifadme nyni novou topologii « tak, aby
PFi topologii « derivaci libovolné mnoziny M C P byla mnoZina M*,
To lze, nebot podle 9:2°2 az 92'4 budou splnény axiomy (I%)
az (IIId) Rekneme, Ze u je B-modifikace pivodni topologie v P
Z 9°2'2 nasleduje véta

9'2'9, B-modifikacelibovolné topologle je B-topologie.
Z 9°2'5 nasleduje véta
’ 9'2:10. B-modifikace 4-topologie je A-topologie. -

9:2:11. B-modifikace U-topologie je U-topologie.

Dikaz. Staéi dokdzati, Ze.(M + M*)» C M* Necht naopak
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ae(M 4 MW — M, Jeito ae P— M"* a jeZto P je U-prostor,
existuje oteviené okoli O bodu a takové, Ze mnozina OM je ko-
neénd. Jeito a e (M 4+ M), mnoZina O(M + M?) je nekonedni.
Tedy existuje b e OM*%. Pak O je okoli bodu b a b ¢ M4, takze OM
je nekoneénd, coZ.je spor.

9-2'12. Necht v je A-topologie v P; necht u je jejf
B-modifikace. Pak (1) u je AB- topologle, (2) topologie w
je slab8inez v, (3) w je nejsilnéjsi topologie s vlastnostmi
(1) & (2).

Diukaz. Uz vime, Ze u je AB-topologie. Z 9-2°| plyne, Ze u je
slabsi nez v. Necht w je 4B-topologie slab$i nez v. Necht M C P, .
a e wM. Mame dokazati, Ze @ e wuM. Necht neni a e uM. Pak neni
a € M a existuje mno#ina O, kters je okolim bodu e p¥i topologii v
a ma tu vlastnost, Ze-mnozina K = OM je koneéna. Podle 2:1-9
O je okolim bodu a pii topologu w. Aviak w je AB- topologle
a KCP— (@) je konednd mnozina. Z toho nasleduje snadno, Ze
£ = 0 — K je okoli bodu a pii topologn w. Jezto a e wM, je QM +

= , coZ je spor.

Obdobné vlastnosti ]ako M' a M* ma, pti libovolné daném
kardindlnim é&isle a, mnozina Moa téch a € P, pro néz plati, Ze mno-
zina OM — (@) mé mohutnost > a pro kazdé okoli O bodu a.
Ziejmé M = M’ pro a = 1, M = M" pro q = ¥,.

10-1. Necht (P, u) a (Py, v) jsou dva dané prostory a necht f je
zobrazeni P do P,. Necht a ¢ P. Rekneme, %e a je bod spojitosti
zobrazeni f, kdyZz pro kazdou M C P plati

aeulM = f(a) e v[f(M)

10:1'l. a ¢ P je bod spojitosti zobrazeni f, kdyZ a jen
kdyz pro kazdé okoli 2 bodu f(a) v prostoru (P, v) mno-
Zina f—(2) je okolim bodu a v prostoru (P, u).

Dikaz. I. Necht a je bod spojitosti. Necht £ je okoli bodu f(a)
v prostoru (P, v). Necht O = f_;(Q). Pfedpokliddejme, Ze O neni
okolim bodu a v prostoru (P, u). Pak je a € u(P — 0), tedy f(a) €
ev[f(P — 0)] = v[f(P) — Q] Cv(P, — 2), takie 2 mneni okoli
bodu f(a) v prostoru (P, v).

II. Necht f_,(2) je okoli bodu a, kdykoli 2 je okoli bodu f(a).
Necht M C P, a euM. Predpoklidejme, Ze neni f(a)e v[f(M)].
Pak Q = P, — f(M) je okoli bodu f(a) v prostoru (P,v), takze
f—1(£2) je okoli bodu @ v prostoru (P, u). Z¥ejmé f_(2)C P — M,
takze také P — M je okoli bodu a v prostoru (P, u), coZ je spor.-

Necht je topologie  ddna pomoci systému O(a) definujicich
okoli jednotlivych bodd @ € P a podobné necht je topologie v dana.
pomoci systémi Q,(b) definujicich okoli jednotlivych bodi b € P;.
Pak nésleduje z 10"1*1, Ze a € P je bod spojitosti zobrazeni f, kdyz
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a jen kdyZ ke kazdé mnoZiné Qe O,[f(a)] existuje mnoZina O e
€ O(a) takova, ze f(0) C Q.

Rekneme, Z%e zobrazeni f je spojité, kdyz kaidy aeP je
jeho bodem spojitosti. Tedy f je spojité, kdyz a jen kdyz pro

kazdou M C P plati
fluM) C o[f(M)].

Necht f(P)C @, C P,. Topologii v v P; je urdena (1°5) topo-
logie w v @; f je pak také zobrazenim prostoru (P, u) do prostoru
(@1, w). Lehko se dokaze, Ze mnozina bodu spojitosti zobrazeni f
zstane nezménéna, kdyz od (P,, v) piejdeme ke (Q,, w). Proto pti
vysetrovam spojitosti zpravidla staéi se omeziti na piipad, kdy
P, = f(P), t. j. stadi studovati zobrazeni P na P;.

Necht f je zobrazeni prostoru (P, ) na prostor (P, v). Pra-
vime, Ze f je homeomorfni, kdyz (1) f je prosté, (2) f je spojité,
(3) také inversni zobrazeni f_, je spojité. Tedy f je homeomorfni,
kdyz a jen kdyz (1) f je prosté, (2) pro kazdou M C P je f(ulM) =
= o[f(M)].

Ziejma je véta

10°1-2. Necht » a v jsou dve topologle v P. Necht f je
identické zobrazeni [t. j. f(a) = a pro kazdy a ¢ P] prostoru
(P, u) na prostor (P,v). Pak f je spojité, kdyz a jen kdyz
topologie u je slab8inez v a f je homeomorfni, kdyz a jen
kdyz u = v.

102. Necht (P, u), (Py, w) a (Py, v) jsou tii prostory. Necht ¢
je zobrazeni P do P,. Necht y je zobrazeni P, do P,. Pak dostaneme
zobrazeni f prostoru P do P, definujice f(a = 1p[(p a)] pro kaidy
a ¢ P. Rekneme, %e zobrazenl f je sloZeno ze zobrazeni ¢ a 1/)
(v tomto poradku) Ziejma je véta

10:2:1. Je-li @ bod spojitosti zobrazeni ¢ a je-li f(a)
bod spojitosti zobrazeni y, pak a je bod spojitosti sloze-
ného zobrazeni f.

Z 10-2'] plyne véta

10:2:2. ZobrazenisloZené ze dvou spojitych zobrazeni
je spojité.

Necht f je zobrazeni prostoru (P, ) na prostor (P. 1 v). Rekne-

me, Ze f je presné spojité, kdyz pro kazdou mnozinu M, C P,
platl

(1) oM, = f(uM), kde M = f_,(M

10-2-3. Piesné spojité zobrazeni je spojité.

Dikaz. Necht M,C P, M, = f(M,), M = f_,(M,). Pak je
M,C M, tedy uM,C uM, f(uM,)C f(uM). Kdy% f je presné spo-
jité, plati (1), tedy f(uM,) C v M, = v[f(M,)

Ziejma je véta
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10-2"4. Prosté zobrazeni je piesné spojité, kdyz a jen

kdyZ je homeomorfni.
5. Ziejma je véta

“@ 10-2'5. Necht f je zobrazeni mnoziny P na mnoZinu P,.
Necht-je v P dédna topologie u. Pak existuje jedna a jen
jedna topologie v v P takovi, Ze f je pfesné spojité zobra-
zeni prostoru (P, u) na prostor (P, v).

10-2:6. Necht f je spojité zobrazeni prostoru (P, )
na prostor (P;, v). Pak lze uréiti prostor (P, w), dile piesné
spojité zobrazeni ¢ prostoru (P, u) na prostor (P, w) a ko-
neéné prosté spojité zobrazeni p prostoru (P, w) na pro- .
stor (P, v) tak, Ze f je sloZeno z ¢ a .

Dukaz. Polozme P, = P,. Pro a ¢ P necht ¢(a) = f(a); pro
b € Pynecht p(b) = b. Pak f je slozeno z ¢ a . Podle 10-2'5 existuje
topologle w v P, takov4, Ze ¢ je presné spojité. Ziejmé o je prosté,
takze jest je§té dokézati, Ze y je spojité. Necht M C P,. Mame
dokazati, ze wM C v M. Jezto f je spojité, je flulf— (M)]} C v M.
Jezto @ je presné spojité, je wM = flulp—,(M)]}. Avsak f_,(M) =
= ¢ (M), tedy wM C vM.

Ziejms je véta

10-2:7. Existuje-li pfesné spojité zobrazeni A-pro-
storu P na prostor P,, pak P, je A-prostor.

Z 1026 a 1027 plyne v

10:2:'8. Ve vété 1026 je dovoleno (soudasné na vSech
mistech) slovo prostor nahraditi slovem 4-prostor.

Ziejma je véta

10°2'9. Existuje-li prosté spojité zobrazeni prostoru P
na B-prostor P,, pak P je B-prostor.

Z 10°2'6 a 10°2'9 plyne :

10:2:10. Ve véte 10°2'6 je dovoleno (soudasné na vsech
mistech) slovo prostor nahraditi slovem B-prostor. '

Z 102'6, 10°2'7 .a 10°2'9 plyne

10:2:11. Ve vété 10°2'6 je dovoleno (soudasné na vsech
mistech) slovo prostor nahraditi slovem AB-prostor.

Necht P obsahuje pravé &tyfi body: a,d’, b”, ¢; necht @ =
= (a) 4+ (b'), b’ = (b"), b" = (b") + (¢), ¢ = (c¢); uzavér mnoziny
M C P necht je soudet uzdvéra jejich bodu. Necht P1 obsahuje
pré,vé t¥i body: «, 8, y; necht wx = (x) + (B), voc = (&) + (B) +

), up =vB = (B) + (); wy =vy =y; kdyz M, C Pl, necht!

M1 je soucet viech ué pro & M, a podobné pro oI, Necht f(a) =
= «, f(b') = f(b") = B, f(c) = y. Pak f je presne spojité zobrazenf
AU- prostoru P na prostor (P,. u), ale (P,, ) neni U-prostor. Mimo
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to f je spojité zobrazeni AU-prostoru P na AU-prostor (P, v),
ale neexistuje U-prostor P, takovy, aby bylo lze sloziti f z pfesné.
spojitého zobrazeni prostoru P na P, a z prostého spojitého zobra-
zeni prostoru P, na (P, v).

[0:3. 10:3:l. Necht f je spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P Kdyz M, C P1 je uzaviena v prostoru Py,

pak M =f_,(M,) je uzaviena v prostoru P. Kdyz M, je
oteviena v Pl, pak M je oteviend v P.

Dikaz. I. Necht M, je uzavieni. Pak M, = M,. Jezto f je
spojité, je F(M)C (M) = M, = M,, tedy MCf_, =M,
tedy M je uzaviend.

II. Necht M1 je otevrena Pak P, —III1 je uzaviend, tedy
]‘TI(Z?I—MI) = P —f_,(M,) je uzaviend, tedy f_,(M;) je ote-
viend.

10-3-2. Necht fje zobra.zeniprostoru Pna U-prostor P,.
Necht pro kazdou M, C P, uzavitenou v prostoru P, plati,
ze f_(M,) je uzaviensd v prostoru P, Pa,k zobrazeni f ]e
spojité.

Dukaz. Necht M C P. Mame dokézati, %e f(M)C f(M
Jezto P, je U-prostor, M, = f(M) je uzaviena v P, takze f_l( )¢
je uzaviens v P. Avsak M C f_y(My), tedy M C f_ (M) = f_, (M),
t. j. (M) C My = f(M

10-3-3. Necht f je zobrazeni prostoru (P, v) na U-pro-
stor P,. Necht  je U-modifikace topologie ». Pak f je spo-
jité zobrazeni prostoru (P, u) na P;, kdyz a jen kdyz f je
spojité zobrazeni prostoru (P, v) na P,.

Dikaz vychazi snadno z 10°3-2, nebot uzaviené mnoziny
jsou stejné p¥i obou topologiich.

Necht f je zobrazeni prostoru P na prostor P,. Rekneme, Ze
(1) fje uzavi‘ené, kdyz pro kazdou M C P uzavienou v P plati,
ze f(M) je uzaviena v Py; (2) f je polouzavrene kdyz pro kazdou
M, CP takovou, ze M = f_,(M,) je uzaviend v P, plati, ze f(M )._
= M, je uzaviend v P;.

10-3:4. Necht f je pfesné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,. Pak f je polouzaviené.

Dukaz. Necht M, C P, M = f_,(M,), M = M. Mame doki-
zati, ze M, = M,. Aviak M, = f(M) = [(M) = M,.

V piikladu na konci odst. 102 je f spojité polouzaviené zobra-
zeni AU-prostoru P na AU-prostor (P, v), ale f neni presné
spojité.

10:3'5. Necht f je uzaviené spojité zobrazeni U-pro-
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storu P na prostor P,. Pak P, je U-prostor a f je pfesné
spojité. .

Dikaz. Necht M; C P,. Polozme M = f_,(M,). Jeito P je
U-prostor, M uzavf‘ené v P; jezto f je uzaviené, f(M) je uzaviens

v P,t.j. f(M)=fM tedny)Cf(M),t j. Mlch) Jeito f

* je spojité, je f(]l[) C f(M) = M,. Tedy M, = {(M), t. j. f je pFesns
spojité. Mimo to bylo f(M = f(M), tedy M, = M,, t. j. Py je
U-prostor.

Necht prostor (P, v) neni U-prostor a necht u je U-modifikace
topologie ». Pak identické zobrazeni je spojité uzaviené zobrazeni
prostoru (P, v) na prostor (P, u), které neni presné spojité.

10:3:6. Necht f je zobrazeni mnoZiny P na mnoZinu P,.
Necht je v P ddana topologie u. Pak existuje jedna a jen
jedna U-topologie v v P, takova, %e f je spojité polouzavfe-
né zobrazeni prostoru (P, «) na prostor (P, v).

Dukaz. Necht M, C P,. Je-li f_,(M,) uzaviend v (P, u),
musi byti M, uzaviena v (P, v), jinak by f nebylo polouzaviené.
Neni-li f_,(M,) uzaviena v P, nemuZe byti M, uzaviend v (P, v),
jinak by podle 10-3-1 f nebylo spojité. Musime tedy M, C P, pro-
hlasiti za uzavienou pii topologii v, kdyz a jen kdyz f_,(M,) je
uzaviens pii topologii . Pak budou splnény axiomy (I’) az (I1IV) -
(6°1), takze (6°1-3) jsme do P, zavedli U-topologii v. P¥i topologiich
w4 a v je zobrazeni f ziejmé polouzaviené a podle 10-3-2 také spojité.

10-3'7. Necht f je spojité zobrazeni U-prostoru (P, u)
na U-prostor (P, v). Pak lze uréiti U-prostor (P, w), dale
spojité polouzaviené zobrazeni ¢ prostoru (P,u) na
prostor (P, w) a koneéné prosté spojitézobrazeni y pro-
storu (P,, w) na prostor (P, v) tak, Ze f je sloZzeno z ¢ a .

Dukaz. Polozme P, = P,. Pro aeP necht ¢(a)= f(a);
pro b € P, necht y(b) = b. Pak f je slozeno z ¢ a y. Podle 10°3'6
existuje U-topologie w v P, takovi, Ze ¢ ]e‘ spojité polouzaviené.
‘Ziejmé y je proste takze stacl dokaza,tl Ze p je spojité. Necht
Ml C P, je uzaviend pfi topologu v. Podle 10-3-2 staéi dokazati,
Ze y_,(M,) = M, ]e uzaviend pii topologu w. Podle 10°3'1 M =
= [_,(M,) je uzaviend v P; jezto ¢ je polouzaviend a M = ¢_,(M,),
M, je uzaviens pfi topologii w. :

10-3'8. Necht existuje spojité polouzavienézobrazeni
A-prostoru P na U-prostor P,. Pak P, je A-prostor.

Dukaz. Podle dikazu véty 10°3'6 mnoZina M, C P; je uza-
viena v Py, kdyZ a jen kdyZ f_,(M,) je uzaviend v P. Tedy je v P,
splnén axiom (IVf)4 (7'1), takze P, je AU-prostor.

Z 10°3'7 a 10°3'8 plyne
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.

10:3'9. Ve v&té 1037 je dovoleno (soudasné na vSech
mistech) slovo U-prostor nahraditi slovem AU-prostor.

Z 10°3'7 a 10-2'9 plyne

10:3:10. Ve vété 10°3'7 je dovoleno (soudasné na viech
mistech) slovo U-prostor nahraditi slovem BU-prostor.

Z 10°3:7, 10°2'9 a 1038 plyne

10:3'11. Ve vété 10°3'7 je dovoleno (soudasné na vSech
mistech) slovo U-prostor nahraditi slovem ABU-prostor.

lI*l. Z topologickych prostori nejdilezitéjsi jsou prostory
metrisovatelné.

Necht ve mnoziné P je dana metrika o(BM*?) 6-1). Pak defi-
nujeme uzavér M mnoZiny M C P timto zpasobem (BM 81):
a € M, kdyz a jen kdyZ pro kazdé ¢ > 0 existuje bod b e M takovy
Ze g(a b) < e. Podle BM 8| jsou pak splnény axiomy (I%) az (I11¥),
takze ]sme do P zavedli topologii. Da-li se dand topologie v P za-
vésti pravé popsanym zplsobem pomoci néjaké metriky o, fikame,
ze P je metrisovatelny prostor. Topologii metrisovatelného pro-

storu P lze zavésti riznymi metrikami. Z BM 8'2'| se snadno
- odvodi, Ze metriky g, a o, uréuji stejnou topologii, kdyz a jen kdyz
jsou ekvivalentni (BM 7-2). V&imnéme si rozdilu mezi pojmy
metrického a metrisovatelného prostoru; v metrickém pro-
storu je metrika dana a ji je uréena také topologie; v metrisova-
telném prostoru je dina pouze topologie, oviem takova, Ze existuji
metriky ji uréujici.

Metrisovatelny prostor P je A-prostor podle BM 81, U-pro-
stor podle BM 82 a B-prostor podle BM 8-3-2. Podle 8'6'9 a BM
10:2:7 metrisovatelny prostor P je dédiény N-prostor, takze
(8'6°2) P je R-prostor.

Vsimnéme si jesté (v. I'b a BM 87°1), Ze prostor vnofeny do
metrisovatelného prostoru je metrisovatelny.

Jiny dalezity typ topologickych prostori tvoii prostory
uspofadané. Necht P je uspofddand mnozina (BM 4-1); necht
a < b znameni, Ze a je pied b. Zavedme do P topologii tim, Ze

pro kazdy a ¢ P volime za systém O(a) definujicich okoli Vsecky
mnoziny tvaru

(1) E[u <z <],

kde u € P a v € P jsou voleny tak, ze u < a < v; je-li snad a prvni
v P, odpadne « a misto (1) pI‘l]de mnozina

E[z < v),
z
19) BM znamens odkaz na moje Bodové mnoziny, ¢ast prvni.
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kde ve P, a < v; podobné, kdyZz a je poslednl v P. Axiomy (I°)
a- (II°) jsou splnény, takZe P je topologlcky prostor. Rekneme,
ze P je uspoiadany prostor v pfirozené topologii. Snadrio
se dokaze, ze P je ABRU-prostor. E. Chittenden zjistil 1936 na
muj podnét, Zze P je dédiény N-prostor.

Uvedu jesté nékolik jinych zajimavych p¥iklada topologickych
prostoru.

Necht P znamend interval

B0 <1< 1];
t

podle 613 zavedme do P U-topologii tim, Ze za uzaviené mnoziny
prohlasime (1) @, (2) kazdou jednobodovou mnoZinu, (3) kazdy
interval tvaru

E[a<t<b] 0<La<b< 1),

Lehko se dokaze, ze A-modifikace (7-3) této topologle je obyéejna
topologie v P.

Zvolme P = E, a zavedme do P nejprve tuto topologii v.
Kdyz M C P, pak a e vM znamena, Ze budto a ¢ M nebo Ze a je
bodem tsedky, jejiz krajni body jsou v M. Ziejmé v neni ani
A-topologie ani U-topologie. Za druhé zavedme do P tuto topo-
logii u. Kdyz M C P, pak uM je nejmensi konvexni mnoZzina
K C E, takova, ze M C K. Ztejmé u je U-modifikace (6°1) topo-
logie ».

Necht P je dany topologicky prostor a necht P je dany
system jeho &asti. Do P zavedme topologii u tim, Ze pro kazdou
mnozinu 4 € Y zvolime za systém O(A4) deflnu]lclch okoli vsecky
mnoziny tvaru

EXedD, FCXCUG,
X

kde F C P a G C P jsou voleny tak, Ze (1) F je uzaviena v P,
(2) G je oteviena v P, (3) FC ACG.

11'2. Z velmi skromnych poditka se vyvinula topologie
v tomto stoleti v jednu z nejbohatsich vétvi matematiky. Mimo to
se v detnych piipadech doslo uzitim topologickych metod k pod-
statnému pokroku v jinych partiich matematiky. OvSem pfevazna
vétsina aplikaci topologie se tyka prostori metrickych. S tim souvisi
fakt, Ze topologie metrickych prostort je dnes v daleko pokroéi-
lej&im stadiu nez topologie obecné. Ale pravé proto je v obecné topo-
logii celd fada jednoduchych a piirozenych nefeSenych problémd,
k- jejichZ feSeni je ovSem t¥eba matematického nadani, zpravidla
vsak nikoli velkych literdrnich znalosti.

Zakladatelem obecné topologie je M. Fréchet (Thése 1906).
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Vysledky svych velmi &etnych praci v tomto oboru spolu s pii-
buznymi vysledky jinych autorti shrnul Fréchet ve své knize
Les espaces abstraits (1928), kterd plné uspokoji &tendre
- dychtivého poznati historicky vyvoj a informovati se zhruba
o docilenych vysledcich, ve které se vSak jen vyjimeéné shledd
s dukazy. Fréchetovo dilo v obecné topologii je velmi podnétné
a bohaté na nové ideje, ale vétSinou je pouze programatické a malo-
kde dochazi ke skutetnd soustavnému a definitivnimu propraco-
vani.

Velky vliv na dal§i vyvoj obecné topologie mél F. Hausdorff
svoji knihou Grundziige der Mengenlehre (1914), ve které
studuje AHU-prostory. Jest velmi litovati toho, Ze v disledku
nakladatelem pfedepsaného rozsahu se musil Hausdorff ve své
Mengenlehre (1927 a 1936), kters je do jisté miry novym vydanim
Grundziige, omeziti na metrisovatelné prostory.

Velmi zdafily moderni vyklad teorie AUZprostort podiva
prva kapitola Kuratowského Topologie I (1933).

11-3. Tento &lanek vznikl z piednifek, které kondm v Brné
v topologickém semindii poéinaje kvétnem 1936. Tyto prednasky
maji za Géel byti podkladem pro samostatnou védeckou praci élent
seminafe. Jejich charakteristickym znakem je, Ze jejich trvani
neni dasové omezeno, t. j. Ze neni piedem dén termin, do kterého
by studium uréité partie mélo byti dokonéeno. To se jevi v tomto
¢lanku tim, Ze je omezen na podrobné studium nékolika zaklad- -
nich pojmu.

Na piednasky jsem navazal fadu nefeSenych problémi, z nichz
vétsina byla Sleny semindie feSena. AvSak vysledky docilené ¢leny
_seminafe nebyly do ¢ldnku pojaty, nybrz budou uvefejnény samo-
statné. Za to predkladam zde n&kolik dalsich problémii.

Problém I. Jakd je mohutnost viech topologii, viech U-topo-
logii atd. v koneéné mnozZing P?

Problém II. TyZ problém pro spodetnou mnozinu P.%)

Problém III. Z dané topologie v P muzeme odvoditi nové
topologie v P ruznymi operacemi: U-modifikaci (6°1), A-modifikaci
(72), B-modifikaci (9-2). Za jakych okolnosti jsou tyto operace
zaménné ? :

Problém 1IV. Vedle 4-modifikace byl v 72 zaveden jesté
obecné&j§i pojem, totiz A-modifikace redukovand na . D4 se
obdobn& zobecniti také U-modifikace a B-modifikace?

Problém V. Necht v je topologie v P. Rekneme, %e v mé
vlastnost «, kdyz ty M C P, pro néz vM — M je jednobodovi,
tvoii dolni basi. Rekneme, Ze v mé vlastnost §, kdyZ neexistuje

20) Problém II byl ¥eSen p. B. PospiSilem.
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topologie v P, riznd od v a slab$i neZ v, ktera by méla stejnou
U-modifikaci jako v. Ziejmé vlastnost « implikuje vlastnost f.
Plyne také obracené vlastnost « z vlastnosti f?

Problém VI. Jaké vlastnosti musi miti mnozZina A ordmal- .
nich &isel, aby existoval spodetny prostor P takovy, Zze A je mno-
Zina vSech @(M), M C P,kde (M) m4 stejny vyznam jako v 6+5.21)

Problém VII. Necht P je spodetny prostor. Necht #(P) ma
stejny vyznam jako v 6'5. Zfejmé ¢(P) < w,, je-li w, nejmensi ne-
spotetné ordindlni éislo. Muze byti H(P) = w,???)

Problém VIII. Uréiti U-prostory. jejichz kazdy piesné
spojity obraz je U-prostor.

21) Problém VI. byl FeSen p.'V. Jarnikem.
2%) Z Jarnikova FeSeni problému VI plyne, %e odpovéd je kladna.
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