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CAST FYSIKALNI.

PoznimKky o resonatorech .s pruZnou sténou.
Jan Potodek, Brno.
(Doslo 7. prosince 1936.)

' Ucelem tohoto &ldnku je upozorniti na vzorec oznadeny v daldim (12),
ktery je zajimavy pro svou souvislost s Weberovou teorii jazytkovych
pi§tal a dal by se pom&rné snadno-pfezkouSeti experimentdlnd. Odvozuji
jej zde zplsobem, ktery lépe dbé skuteénych podminek pokusu, ne¥ odvo-
zeni dosavadni.

Resondtory, o nichZ élanek jedns, jsou valcové trubice kruho-
vého prufezu, na jejichZ jednom konci je napjata bldna (kauduk,
pergamen), kterd uzavirs dst{ neprodysné. Druhy konec trubice
je bud otevieny — resonatory oteviené, nebo uzavieny ne-
pruZnym rovinnym dnem — resonatory zaviené.

H. Bouasse vénoval ve své Akustice témto a podobnym '
resonatorim nékolik odstavel, v nichZz pojedndvé o jejich &ast-
kovych ténech a poditd vzorce, které udavaji zdvislost kmitostu
tastkovych tént na plodné hustoté a vlastnim kmitodtu blany
a na délce trubice. Jeho vypodty jsou zalozeny na téchto zjedno-
dugujicich predpokladech:

a) Bléna je nahrazena rovinnou deskou kolmou na osu tru-
bice, uzavirajici jeden konec trubice vzduchotésn& a kmitajief
ve sméru osy bez t¥eni a bez Gtlumu.

b) V trubici se udrZuje stojaté vInén{ rovinné s kmitnou
(uzlem) na druhém, otevieném (uzavieném) konci.

¢) Vlnivy pohyb sahd neruSen& aZz k bling, kterd sleduje
pohyb sousedni vzduchové vrstvy.

d) Utinek pohybu vzduchu na wn&j¥f strand blény lze za-
nedbati.

Oznadme v daldim pismenem m -plo&nou hustotu napjaté
‘blany, £ jeji vlastni kruhovou frekvenci ve vzduchoprizdnu,
L délku trubice, w kruhovou frekvenci vinénf v trubici, w, resp. w,
kruhovou frekvenci zdkladntho ténu trubice délky L oteviené
na obou koncich resp. uzaviené na jednom konci. Platf

1) H. Bouasse, Tuyaux et résonateurs, str. 245 a dalif.
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wo = 20 = -7~ (1)

kde V je fazova rychlost vinéni.

Polozme poditek osy x do rovnoviazné polohy bliny, kladnou
poloosu do trubice a rovnobéZng s jeji osou. Pak je pofinuti vzdu-
<chové &astice v uvniti otevieného resonitoru dano podle b) vy-
Tazem ’

v = C cos k (L — z) cos wt, (2)

k= w/V.

NapiSme pohybovou rovnici bliny, &i lépe Feleno desky,
ktera ji nahrazuje. Kdyby blina — jejiz plocha bud pro jedno-
duchost rovna jedné — kmitala ve vzduchoprizdnu, vyhovovalo
by jeji posinuti w rovnici

m d2w
ds?

Ve vzduchu pfistoupi na pravou stranu k sfle od pruznosti pfetlak
vzduchu vné trubice proti tlaku, ktery ptsobi na blénu z vnittku. Pro-
toZe se podle d) povaZuje hodnota tlaku vné bliny za stdlou a rovnou
tlaku primérnému, objevi se na pravé strané podtlak vzduchu
na vnitin{ strané bliny proti tlaku primérnému, 4mérny dilataci
{0v/0x);=o; konstanta Gmérnosti je oV2, kde g je stfedni hustota
vzduchu. Pifeme-li mimo to podle pfedpokladu ¢) vz=¢ & (0%20/0t2);=,
misto w a dw?/d¢?, dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

kde

= — mQw. (3)

(atz—[—!)’v)-—gwaa,pro z =0. (4)

Dosadime-li sem za v vyraz (2) a zavedeme velitiny w a w, misto
k a L, obdrzime vztah, k némuZ Bouasse dogel:

[ Q2 o '
o y(?—-w)——tg—agaz=0, | (8)
kde '
m
V—W (6)

Pii pevném w, a m vypottou se kruhové frekvence éastkovych
t6nl otevieného resonatoru jako kofeny této rovnice v w. O jejich
rozloZeni lze snadno ziskati pfedstavu z grafické konstrukece.
- Narysujeme-li v pravohlé soustavé soufadné w,y vétév hyper-.
boly y =1y (2% — w), (w> 0) a tangentoidu y = tg wn/w,,
jsou déany hodnoty kofenii jako Gsedky prusetikt hyperboly s vét-
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vemi tangentoidy. Hyperbola mé asymptoty: osu y a pifmku
Yy = — yw, a sebe osu w v bodé w = Q. Je-li bldna velmi tenké.
a malo napjaté, svird asymptota s osou w velmi maly thel a bod £
lezi blizko podatku: Zékladni t6n je velmi hluboky, svrchnf tény:
se blizi S4stkovym ténim trubice bez blany, na obou koncich:
oteviené. Je-li bldna velice napjaté, leii bod 2 daleko od podatku=
Castkové tény blizi se ¢4stkovym ténim trubice na jednom konci
zaviené.

Pro resonator zavieny je
v = Csink (L — z) cos wt
a rovnice pro &¢astkové tény je

Q2 o 7
¥ (——w) -+ cotg 2 = 0. (T

w

Bouasse a Fouché zjistovali Sastkové tény dvojim zpisobem: .

1. Resonanci na tén spojité m&néné vysky. Resonance zjifténa,.
podle prudkého pohybu korkovych pilin na vodorovné blané nebo-
podle utvofeni Kundtovych obrazcu uvnitf trubice.

2. Uréenim vysky ténu obdrZeného foukénim napié otevie-
ného kraje trubice. U otevieného resonatoru dévaly oba zptlisoby
~ tytéZ frekvence.

Vysledky pokusii s otevienym resonstorem: Je-li Q znadn
vétsi nebo zna¢né mensf neZ w, souhlasf pozorovani s teorii;
v prvnim pifpad& jsou totiZ nalezené frekvence piibliZzné v po-
méru 1:3:5:..., v druhém piipadé ozyvi se velmi hluboky
zakladni t6n a ostatni dastkové tény maji frekvence o néco mensf,
+ neZ Sastkové tény oteviené trubice. Nelisi-li se viak Q2 pHli§ od wy,.
uka?{ se mimo &astkové tony odpovida,]ic{ kofentim rovnice (6)
je&té tony jiné, jejichz frekvence jsou pribliZné celymi (nejéastéji
lichymi) nasobky frekvence zdkladntho hlubokého ténu. Bouasse
nepra,vf nic uréitého o pivodu téchto teorif nepedvidanych téni;
snad e jsou psobeny svrchnimi tény blény, snad Ze se daji vvlo—
#iti zavedenim Gtlumu blany.

U resonétoru zavieného se ukizalo, Ze, zni-li néktery tastkovy
tén resondtoru, jsou predpoklady b) a c) splnény; v resondtoru
existuje dokonale pravidelné stojaté vlnéni s uzlem na uzavienénr
konci.

Resondtor s pruznou sténou je zajimavy tim, Ze u ného pusobi
kmity vzduchového sloupce na kmity blany, podobné jako pusobf
u jazytkové pfitaly ozvuéna na jazydek.?) Jenom %e u resonatoru

2) Uvedena teorie je v podstatd totoZné s Weberovou teorif jazytkové-
pistaly a vzorec (5) je vzorec Webertiv. Viz Bouasse, 1. c. str. 249, dile-
Instruments & vent I., str. 74, W. E. Weber, Theone der Zungenpfelfen,
Pogg. Ann., Bd. 17 (1829).
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jsou poméry mnohem jednodu#$f. Neni zde proudu vzduchu a pak,
zjistuji-li se dastkové tény zpisobem uvedenym pod 1., pusobi
na blinu zvend sila o dané periodé; jazysek vSak dostdva proud
vzduchu, ktery si soustava jazyéek—ozvéna rozdéluje periodicky
sama. Mimo to u resonatoru zavieného neni opravy na otevieny
konec. Pokusné zkouman{ zpétného plsobeni vzduchového sloupce
‘bylo by tedy snad jednodu&sf u resonatoru nez u jazyékové pistaly,
zv148té u resonatoru zavieného. Bylo by i zajimavo zjistit, do jaké
miry vyhovuje skutednosti zvlasté vzorec (7); v akustice vzducho-
vych sloupct neni mnoho takovych vzored, které by se daly expe-
rimentalné vyzkouSet. OvSem, je zde zatim moZnost, Ze Gtlum
bldny mé vliv na vylku &astkovych ténid. Pokusme se tedy. vziti
tento Gtlum do poétu.

Vyg&e uvedené piedpoklady zménime takto:

1. Pfedpoklad a) doplnime tim, %Ze zavedeme Gtlum
blény. Predpokldddme, %e se pohyb desky zastupujici blinu déje
ve vzduchoprazdnu podle rovnice

d2w
Tder
misto podle rovnice (3).

2. Pfedpoklad d) vynechdme a budeme uvaZovati o pii-
padu, Ze se tastkové tony zavieného resonatoru zjistuji metodou
resonance uvedenou vySe pod 1. ProtoZe ma bldna Gtlum, reaguje
na kaidou vysku ténu budiciho zdroje, a tdloha je vypoéisti, p¥i
kterych frekvencich budiciho ténu nabyvé rozkmit blany maxima.

Zvukovy zdroj budiz umistén pfed blanou v ose resonatoru
a tak daleko od blany, abychom mohli povaZovali viny dopadajict
ma blinu v kladném sméru osy  za rovinné. Jejich amplitudu
oznaéme A, jejich kruhovou frekvenci w. Mimo né bude v prostoru
pfed blanou vlnénf odraZené od bliny, pak vinéni proslé blanou,
-odrazené ode dna a opé&t proslé blanou atd. Tato vinéni daji sloZena
vinéni postupujici zdpornym smérem osy z, amplitudy'B a s faso-
vym poSinutim 7; B a 7 zavisi na dané frekvenci dopadajiciho
vinéni w. Lze tedy vziti v prostoru pfed blanou posinuti vzduchové
dastice u ve tvaru

u=Acos(wt—kx)+Bcos(wt-|-kx+17). _
Uvnitt trubice muZe byt pfi ustileném pohybu — nepoéitime-li

8 Gtlumem vln ve vzduchu — jen stojaté vinéni s uzlem na dné.
Je tedy uvnitt trubice

| A v = Csin k (L — z) cos (wt — 0‘),_
kde & opét zavisf na w. '

+2H +K2w_0  (8)
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Na blané¢, t. j. prox—O musf byt 4 = v = w, kde
w = P cos wt. + Q sin wt

znad{ vjrchylku blany. Vy]adrime-h tuto podminku a napi$eme-li,
Ze ji musi vyhovovati pfi ustdleném stavu éleny se sin wt a ¢leny
s cos wt zv1ast, dostaneme:

A-{—Bcosn_-Cskacosz?—
— Bsinn =CsinkLsind = Q.

Podminku pro kmity bliny (4) doplnime na levé strané &lenem
od atlumu, na pravé &lenem, znamenajicim pretlak vzduchu na
vnéj&i strand blany proti tlaku stfednimu:

ov. 0 ou\
(8t2 + 2H :}—}- sz) = sz(%_%) pré x=0. (9)

Koeficient Gtlumu H a konstanta K plati pro bldnu kmitajici ve
vzduchoprizdnu. Pro odlifenf od koeficientu Gtlumu, ktery by
se naméfil u volné bldny na vzduchu za piedpokladu, Ze plati
rovnice (8), budu oznadovati H jako vlastni koeficient Gtlumu.
Dosadime-li sem piislu§né vyrazy za u,v, dostaneme op&t dvé
rovnice, které lze napsati po kritké Gpravé ve tvaru

Iy (K? — w?) + w cotg kL] O sin kL cos ¥ + 20HyC sin kL sind =
= wBsin 7,

[y (K? — 0?) 4+ w cotg kL] 0 sin kL sin 3 — 2wHyC sin kL cosd =
= @B cos n — wA.

Méme tedy &tyii rovnice pro B, C, 7, d. UZijeme-li prvych dvou,
lze psati druhé dvé
2
.[y (%— w) + cotg kL] P4 (2Hy +1)Q = 0,
K? '
—(2Hy +1)P + [y (—c—u-—w) + cotgkL]Q = —24.
Odtud o .
P =—2(2Hy—|— 1) 4,

K2
Q=—34%——Q+MM4A
kde .
R . :
D= [y (;- —-w) + cotg kL] + (2Hy + 1)2
Z toho dostaneme pro amplitudu blény U = |/P? - @F vzorec
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U= — . (10)
l/[y (—w— — w) -+ cotg kL] + (2Hy + 1)2
Ostatn{ veli¢iny vypodtou se podle vzorct
C =U/sinkL,
tgd = Q/P, (11)

B = (P—A)4 @
tgn = Q/(4 — P).

Jo patrno, Ze rozkmit blé.ny dosahuje maxima 24/(1 + 2Hy),
je-li vyraz v hranaté zdvorce ve vzorci (9) roven nule, neboli,
resonance nastdva pro tény, jejichz kruhovd frekvence w vyhovu]e
rovnici

) K? 0 7
y( p” w) + co’cgw1 5 = 0. | (12)

Vysledek tedy je: Tény, na néZ resonuje zaviemy resondtor
nezdvist na vlastnim dtlumu bldny H. Resondtory tych% rozméri-
jejichZ bldny se li8i pri stejné hmoté a stejnych koeficientech K jen
hodnotami vlastnich utluma, resonuji na tytéZ tbny.

Oviem vlastni frekvence téchto blan ve vzduchoprazdnu se
od sebe liff, protoZze souvisi s H podle zndmého vztahu Q2 =
= K? — H3 V meznim pifpadé, je-li vlastni Gtlum H roven nule,.
je 2 totozné s K. Ve skutednosti tomu tak neni. V tom je rozdil
mezi vzorcem (7) a (12), ktery se od ného liff jen tim, Ze K stoji
misto vlastni frekvence Q.

Vzorec pro C pravi, %e rozkmit stojatého vInéni uvniti reso-
natoru neni nikdy men#f ne% rozkmit bldny (rovnost nastavd jen
" pro o = (2n + 1) ,), a %e maxima rozkmitu vlnéni nastavaji pro-
jiné frekvence w budictho ténu nez maxima rozkmitu blany..
Zsroveii nastanou jen, je-li K = w = (2n 4 1) w;. (Viz Bouasse,.
L. c. odst. 131.)

Konstantu K lze uréiti pfimo z pozorovéni kmiti bliny pod.
recipientem na pf. zpisobem uvedenym v Bouassové knize Cordes.
et membranes, str. 448. K jinému, nepfimému zpisobu vede tato
tloha v podstat® fefend v nékolikrat citované knize v odstavei 133.

Kolmo na blénu napjatou ve velmi tenkém rameci dopada-
zvukové vinéni vysflané piStalou. Necht je bléna dosti velika.
a dosti vzdélend od pistaly, abychom mohli povaZovat dopadajict
vinénf za rovinné. Nalézti, jak zavisf rozkmit blany na frekvenci
ténu pistaly.

Uloha je (op¥t za zjednodusujictho predpokladu, Ze m1sto
bliny lzé vziti rovmny oscildtor) vlastng rozfefena, a.le vysledek.
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je napsédn jen pro zvlastni piipady.. Ponévadi je vypoéet velxm

kra,tky, podém jej zdée doplnény, s malou zménou. | .
‘Osa x budiZ kolms na blénu, posétek polozme do rovnové.iné

polohy Vinéni, které dopada. v kladném sméru, méj tvar -

4 cos (wt — kx).

0d bla.ny se odrazi éa.st B cos (wt + kx + oc) takze poémuti 'u
pied blanou je :

‘u = 4 cos (wt—kx) + Bcos (wt + lcx + a)
Vlnéni bla.nou proslé je~ : .-
- ’ v—Acos(wt—kx)—{—Bcos(wt—kx-{—a)
Pro & = 0 je u = v = w, kde w je vychylka blény:

w-= P cos wt — Q sin wt,
"P=A4 + Bcos x,
‘@ = Bsin «. :

 Pohybové rovnice bliny je opét, rovnice (9) Dosadime zd,
u a v pifsluiné vyrazy a obdrZime po upravé

"y(g—z—w) —(2+2Hy)Q=0;

(O]
: , . (K2 )
(2 + 2H'y)P+'y(———m)Q= 2A.
Odtud vypoéteme P a Q. Pro rozkmit bliny U = VP’ -+ @2 méme

vysledek
AP . A

, l/4(;——w)+<1+ﬂy)* |

r

- Je z¥ejmo, %e maximum rozkmitu - blény: nasta.ne, kdyz kru:
hova, frekvence @ budictho ténu nabude.hodnoty ‘K3). Je tedy
mozno urditi K metodou resonance. Bouasse a Fouché. urdovali ’
touto metodou vlastni frekvenci blény; u ni% zanedbéwvali tlum;
méfili tedy vlastné K. Vlastni frekvence blé,ny s Gtlumem je ve
vzduchoprdzdnu (drifme-li se stédle uZfvanjch zjednodusen)

JE*—H2, na vzduchu jesté men{. Je znamo, Ze. bléna resonuje
na tén vyééi ne% jaky.vydé sama rozkmiténa aderem. (Viz na
pi. Lord Rayleigh, Theory of Sound I str. 346 H Bouasse Cordes
‘et membranes; odst. 258.)- T

3) Zajimavy je rozdil proti vysledku. podobné ulohy pro-hmotny bod,
jen% kmité ponechén sém sob8 po pFimece podle rovnige; (8).” Piisobf- 1i
naii sila tvaru 4 sin wt nabyvé Jeho rozkmn; maxxma pro hodnotu o=

Vf — 2H3; z4vislou na utlumu. - !

Casopis pro pistovén{ matemsatiky a fysiky. 20 203



Pt odvozovéani vzorce (10) poditali jsme tak, jako by byly
predpoklady bj a ¢) splnény pro kazdé w a jako by se dal zanedbati
ttlum vinéni v resondtoru. Toto zanedbéni vede pro ta w, pro n&z
nast4vé minimum rozkmitu bldny, k zfejmému rozporu se skuted-
nosti, Na pf. pro w = 2w, plyne z rovnice (10) a z prvnfho vzorce
(11), Ze rozkmit blény je roven nule a %e se uvnit¥ resonatoru udr-
%uje stojaté vinénf o amplitud® 24 s uzly na dné a na bling, coz
nenf mozné. (Srov. s odst. 127, 3° cit. knihy.) Poditdme-li s Gtlumem
vinén{ a vezmeme poSinuti v uvniti resonatoru ve tvaru

v = Ce—%sin [wt + k(L — x) — §] — Ce—02L—2) ,
’ . sin [wt — k(L — x) — 9],

dojdeme tym% postupem ke vzorci obdobnému vzorci (10), ktery
z n&ho plyne poloZenim é = 0. Tento vzorec zde neuvadim, protoZe
je velmi sloZity a protofe podminka pro maximum rozkmitu
z ného plynouci nelid{ se pfi malém & prakticky od podminky (12).
Zminény rozpor viak uZ neobsahuje, protoZe davd pro minimum
rozkmitu hodnotu sice malou, ale od nuly rdznou. Rovnici (12)
Ize poklidati za spravn® odvozenou, plati-li vzoree (10) aspoil
v jakémsi okolf resonance. Pro resonanci byla v8ak platnost piedpo-
kladd b) a c) zjidténa pokusem. Je oviem nutno miti na zfeteli,
%e rovnice (12) byla odvozena za pfedpokladit velmi zjednodu$u-
jicich, které vyloudily z ivahy vliv svrchnich ténd blany.

" U resondtoru otevieného* dostali ‘bychom - rovnici obdobnou

K? [
y(-—a-)—-—w)—-—tgw—on =0,

ktera se viak hodi ke zkou¥eni daleko méng, protoZe je nutno
poditati s opravou na otevieny konec. Mohli bychom sice zavésti
tuto opravu pfibliZnym zpisobem do poétu a dojiti k vzorei sloZi-
- t&jsfmu, ale jeho zkouSeni nefeklo by nic o tom, do jaké miry
jsou vy¥e uvedénd zjednodulenf pifpustnd, protoZe pifpadné
. odchylky jimi zpisobené nedaly by se odliit od.odchylek zpiuso-
benych nepfesnosti opravy. _ .
" Poslednf rovnice neobsahuje, stejné jako rovnice (5), frekvence,

jeZ by byly celymi nasobky frekvence hlubokého zékladnfho ténu.

. . * .
Remarques sur les vibrations de la membrane au bout d’un
hourdon.

. (Extrait de l'article précédent.)

. M. Bouasse a établi dans son livre Tuyaux et résonateurs
la relation (7) qui a lieu entre la pulsation w d’un-partiel de la. mem-
brane au bout d’un bourdon, la masse m de la membrane par unité




d’aire et la pulsation w, du fondamental du bourdon. M. Bouasse
a fait le calcul en supposant la membrane sans amortissement
propre, dont les vibrations dans le vide sont régies par I’équation (3)
et en négligeant les variations de la pression extérieure.

. Supposons la membrane avec I’'amortissement propre (I’équa-
tion (3) sera remplacée par celle (8)) et considérons le cas ou la
membrane est excitée par une onde extérieure A cos (wt — kx).
galculons la valeur de I’amplitude U de la membrane en fonction

e .

Le résultat est donné par la formule (10), L étant la longueur
du bourdon. Il s’ensuit que I’amplitude de la membrane est maxi-
mum pour les valeurs de w qui satisfont 1’équation (12). Ces valeurs
iont indépendantes de facteur amortissant propre H de la mem-

rane. '
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