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OM == (b cot%«}—a)y—(acot%-}—b)xzo
AN = (2a+bcot%)y+bw——ab:0

BPan+(acot%+2b)x——ab:O

a tim plati:

T T
]bcotg—f—u, —acotgfb 0
!2a+bcot% b —ab| =0.
|
|
| a acot%+2b — ab

3. Trojihelniky OAB, MNP jsou perspektivické, homo-
logické strany protinaji se v bodech téze pifmky II.

4. Kuzelosetka jdouci body RLOKS dotykd se piimky NP
v bodé O; tim je RLOOKS Pascaliv Sestithelnik a piimka IT
jeho Pascalova ptimka.

Z4kladové geometrického pocétu Grassmannova.

Poddvd A. Libicky, professor v Roudnici.

(Pokradovén{.)

Jako piiklad ku seéftdni vektori a bodéi bud zde uveden
zndmy zpisob, kterym se vyjadfuje libovolny vektor souctem
téf vektort, odvozenych z danych jednotek aneb libovolny bod
souétem étyt bodd mnohondsobnych. Jsou-li 4, 4, & tii jednotky
vektord, o nich ptedpoklddéme, Ze nejsou rovnobéiny k jedné
roviné (nejsou komplanarnf), lze kazdy jiny vektor a poklidati
za soutet t¥f vektort i, yj, #k, kde znali ted odchylné od vyse
zavedeného oznatovéni x, y, # &isla, jimiz se odvozujf stitanci
xi, -y, ¢k z jednotek %, j, k. O geometrickém vyznamu téchto
séitanc netieba se 3ifiti. MiZeme tudfiZz psati:
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(14) a=ux -+ yj + k;

tsla z, y, # jsou tu souradnicems vektora a. Dle terminologie
Grassmannovy jest vektor a nwmericky odvozen ze soustavy
jednotek ¢, J, k.

Kladouce za vektor a rozdil dvou bodé — A + M, obdrzime

(15) M=A+ i+ y+ 2.
Podobné lze kaxdy bod v prostoru numericky odvoditi ze
Styt bodd, jeZ nelezf v jedné rovind. Budtez ddny Etyfi body
jednoduché A, B, C,D; polozfme-li— A +B =14, —A 4 C =y,
— A + D =k, obdrZzime z posledni rovnice:
M=A+az(—A+B)+y—A+0)+2(—A+D)
¢ili
M=(1—2—y—2)A -+ 2B+ yC -+ 2D.
Zavedeme-li v této rovnici

u=1—(@+y+2),
nabudeme pro bod M rovnice
(16) M = uA -} 2B + yC + zD.
Obecnéji mohou byti.ctyfi dané body mnohondsobnymi, na

pt. «A, B, yC, 0D; vloZi-li se do (16) za A, B, C, D hodnoty

5‘:}, éﬁ? R y—f_, %12 a ndsobi-li se obé strany této rovnice ¢i-

slem g, lze ji pséti ve tvaru

(] X 2
yM:‘%aA—{-%ﬁB—}-%gyC—{—% oD,

aneb, oznali-li se kratceji Eg =, Eg =, atd.
- (16a) eM = weA + 2’B + y'yC + #/0D.

Mista bodd A, B, C, D tvofi cétyfstén zdkladni, éfsla
w, oy, & jsou &yrsténnymi soufadnicemi bodu pM. Jsou-li
body A, B, C, D jednoduchymi, jsou ptfislus$nd ¢fsla w, z, 9, #
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barycentrickymi souradnicemi Mobiusovymi. Jest zFejmo, Ze plati
pro tyto souiadnice podmineénd rovnice

vtz4y+e=1;

aw + fa’ +py 407 = g,
Je-li ve zvldstnim piipadé
z+y+2=1,

obecnéji

¢ili

u =0,
lze dokazati, ze bod M lezi s body B, C, D v téZe roviné.
Nebot pak jest

s=1—xz—y,
tudiz
M=2B+yC+4+(1—2—»D =D+ 2(—D-+B)
+y(—D+0),
z &ehoz

~D+M =2(—D+B)+y(—D +0).

Vyjddtili jsme takto vektor — D - M souétem dvou ve-
ktord, rovnobéinych k vektortim — D +B a — D4 C, jei
lezi v roviné poloZené body B, C a D. Ponévadz se v této ro-
viné nalézd potdtek vektora — D -+ M, musi v nf leZeti té%
jeho konec M.

O &tyfech bodech M, B, C, D, vyhovujicich rovnici
M = 2B + yC + 4D,
df Grassmann, Ze jsou ve vstahu Ciselném.
Je-li jedté 2 =0, &ili y +2=1, jest

M=yC+ (@1 —yD=D-+y—D-+C),
neb

t. j. téi body M, C, D, které jsou ve vztahu Efselném, lezf na
jedné pifmce.
Poznali jsme, Ze lze odvoditi: 1. vSechny body v prostoru
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ze étyf danych veli¢in stupné prvntho, 2. vSechny body v ro-
ving ze t¥ veliéin téhoZ stupné, 3. vSechny body ptimky ze dvou
takovych velidin; Grassmannovi jest tudiZ prostor mistem stupné
Ctvrtého, rovina mistem stupné tretiho, piimka mistem stupné
druhého a konefné geometricky bod mistem stupné proniho.

Hlavnim mistem (Hauptgebiet) jest v geometrii trojrozmérné
* prostor, v geometrii rovinné rovina a v geometrii ttvard lef-
cich na p¥fmce p¥imka. _

Nasobeni. Z riznych druhd ndsobeni, kterd lze vykondvati
s veliinami exfemsivnimi*), k nimZ téz veliCiny geometrické

Euxterni soudiny vektorti a bods. Externi soucin dvow ve-
ktord a a b vznikne, posouvi-li se ndsobenec a rovnobéZné tak, Ze
kazdy jeho bod probé&hne vektor rovny ndsobiteli b. Piisludf tudiz
kazdému externimu soucinu dvou vektord jednak urcity béh ro-
viny, rovnobéZné k danym vektorfim, jednak jakdsi metrickd
velid¢ina, totiZz plocha rovnobé&znika, jehoz sousednimi stranami
jsou oba cinitelé. MiZzeme si pak mysliti tento rovnobéznik se-
strojeny v kterékoli roviné osnovy, urCené béhy danych vektori.
Tomuto soulinu ptisuzujeme téz znaménko jakostné a to kladné
neb zdporné dle toho, lezf-li pro pozorovatele, krdéejictho po
obvodé rovnobéZnika smérem ndsobence, tato plocha na levo neb
na pravo. Externf soucin vektori a« a & oznatujeme dle Grass-
manna [ab]**). Dva externf souciny [ab] a [c¢d] se sobé rovnajf,
ndlez{-li jim t4Z osnova rovin a jsou-li plochy rovnobézntkd jim
piisluSejicich stejné co do velikosti i co do znaménka.

Z definice externtho souéinu dvou vektord plyne:

1. Externi soutin dvou vektori rovnobéinych rovnd se
nulle. M4-li tedy externi soucin miti hodnotu rozdflnou od nully,
mus{ jeden vektor leZeti mimo druhy; odtud jméno tohoto sou-
tinu. Naopak také plati: Je-li externf soutin dvou vektord (jichz
délky se nerovnajf nulle) roveti nulle, jsou oba vektory rovnob&zné.

*) Veli¢inami extensivnimi (dle Hankela komplexnimi) nazjvd Grass-
mann veliGiny, které jsou odvozeny ze soustavy jednotek i, 4, ... 7, na
sobé mnezévislych, &fsly o, ay, ... «,, tedy vyrazy tvaru

L S S S
.- %) Jen uvnité téchto zdvorek, kde se nenf obdvati nedorozuméni,
_uzivéme k oznadovdni extern. soulindi téz zdvorek tvaru ( ).
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2. Externi ndsobeni dvou vektorf neni kommutativni.
Nebot lezi-li plocha rovnobéznika, sestrojeného z vektort a a b
na pravo,
na levo,
jest tdZ plocha pro pozorovatele, ktery postupuje smérem vektora
na levo.

a pravo.

pro pozorovatele, pohybujictho se smérem vektora a,

b (ze spoletného poldtku obou vektord), poloZena

Tudiz jest
[ab] = — [ba)].

3. Znali-li @ a B &fsla (redlnd), jest
[aa . Bb] = af[ab).

4. Poklddajice za soucet dvou rovnobéznikd, polozenych
v riznobéznych rovindch a majfcich jednu stranu spoleénou
(v prisenici obou rovin), rovnobéinik o téze strané, jehoz
drubou stranou jest geometricky soucet nestejnych stran danych
rovnobéznikl, miZeme psati

[ac] 4 [be] = [(a +-b)e,

¢imz i distributivafmu principu externtho nédsoben{ vzhledem ku
secitdnt jest vyhovéno.

Externi souéin dvow bodé jednoduchych A a B vznikd
analogicky k externfmu soucinu dvou vektord. Souhrnu béhdg,
jez jsou obsaZeny v osnové rovin, stanovené dvéma vektory,
odpovidd souhrn geometrickych bodd, nalezajicich se v pf{mé
fadé bodové, urcené misty bodd A a B. Metrickou veli¢inou,
kterd tu nastupuje na misto plochy rovnobéznika ptislusné sou-
¢inu dvou vektorli, jest patrné délka, jejiz krajnfmi body jsou
tato mista obou Ciniteld. I externfmu soucinu dvou bodid pfi-
suzujeme znaménko jakostné; souciny [AB] a [BA] jsou pro-
tivné oznaceny.

VSechny vysledky, které jsme obdrZeli z definice externiho
soucinu dvou vektor, platf obdobné pro extern{ souéiny dvou
bodii; zejména jest:

[AA] =0,
[AB] = — [BA],
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[@A . fB] = «f[AB];
téz zachovame pi‘i nasobeni bodl princip distributivni.
Ponévadz jest
[AB] = —[AA]+[AB] =[A(—A + B)] =[Aq],

miizeme dati extern. soudinu dvou bodd téz tvar extern. soucinu
ndsobence A s vektorem — A + B = a. O tomto soucinu snadno
dokéZeme, Ze se hodnota jeho neménf, posSineme-li vektor a na
ptimce, body A a B stanovené tak, aby jeho pocdteénf bod A
ptiSel do jakéhokoli jiného bodu C této pifmky. Ucinfme-li

—C+D=—A-+43B
[A(—A+B)] =[A(—C+D)],
aneb, ptipojime-li na pravé strané k ndsobenci A rozdil

C—C=0,

bude

téz
[A—A+B)]=[(—C+A+C)(—C+D)]
=[(—C+ A)(—C+ D)]+[C (- C+D)]

Vektory (—C 4+ A) a (— C—D) leif na téze piimce;
jejich extern. soudin rovnd se tudiz nulle a zbyva

[A(— A+ B)] =[C(— C—D)].

. Hodnota extern. soutinu dvou bodi (aneb bodu a vektoru)
se tudiZ neménf, poSineme-li oba body na pfimce jimi polozené
tak, aby se nezmeénila vzdjemnd jejich vzddlenost.

Vektor, ktery lze poSinovati toliko na jediné pevné primce,
tedy geom. veli¢inu, majicf urcitou velikost, béh a polohu (ve
vytCeném prévé smyslu), nazyvejme dle Clifforda z divodid kine-
matickych roforem (zkrdceno ze slova rotator)*). Délka vektoru
jest délkow rotoru a p¥fmka, po niZ lze vektor poSinovati, osou
jeho. BudiZ zde poznamendno, Ze p¥imka neomezend (ve smyslu
v geometrii obvyklém), jest Grassmanovi rotor, jehoZ délka
rovnd se jednotce.

*) Grassmann nazyvd takovy vektor Linientheil, Hankel Geradenstiick



271

Rovnobéiniky, jeZz predstavuji externi soudiny dvou ve-
ktor®,*) a rotory jsou geometrickymi veliinami stupné druhého.

Externi souéin tri vektor a, b, ¢ povstane, pohybuje-li
se nejprvé kazdy bod prvniho Cinitele a tim zplsobem, Ze opi-
suje vektor b a pak kazdy bod plochy rovnobéznika timto pohybem
vzniklého tak, aby driha jebo rovnala se vektoru e¢. Mistem
tohoto soutinu jest prostor, jeho metrickou veli¢inou obsah rovno-
béznosténu, jehoz tfi hrany v jednom rohu se sbfhajicf jsou
vektory a, b, c. Extern. soulinu [abe] ptisuzujeme téZ znaménko
jakostné, které uréime takto: Vztyii-li se v kterémkoli bodu
roviny, jeZ jest mistem rovnobéznika soudinu [ab], kolmice a po-
stavi-li se pozorovatel zpiima do toho sméru jejiho, se kterého
vidi probihati obvod rovnobéznika od pravé ruky k levé, mize
padnouti tieti hrana rovnobéznosténu ¢ s takto stanovenym
smérem kolmice bud do téze Cdsti prostoru, omezeného s jedné
strany zminénou rovinou, neb do &asti druhé; v prvnim p¥ipadé
jest soudin [abc] kladny, v druhém zdporny. Dva souéiny [abc]
a [def] se sob& rovnaji, jsou-li oba piislu§né rovnobéznostény
stejné a stejné oznalené.

Z definice externtho soutinu tif vektord plyne:

1. Extern. souéin t¥{ komplanarnich vektor rovnd se nulle
Tedy jest také:

[aab] = [abb] = [aba] = 0.

A naopak: Je-li extern. soucin [abc] roven nulle, jsou
vektory a, b, ¢ komplanarni.

2. Vyméni-li v soulinu [abc] kterékoli dva Cinitele svoje
misto, zméni se jeho znaménko.

Platnost rovnic [abc] = — [bac] = — [cba] = — [acb] do-
kiZeme, ustanovime-li u kaZdého souéinu nejprve smysl, ve
kterém musime probifhati obvod rovnobéZnika, ndleZejiciho
k extern. soudinu prvnich dvou €initeld; z toho odvodime kladny
smér normdly vztyCené na rovinu tohoto rovnobéZnfka a prFi-
hlédneme-li jesté ku sméru tietiho Cinitele, urcime koneéné dle
pravidla vySe vytéeného znaménko soulinu.

*) PonévadZ dvojice sil jest dina takovym rovnobéznikem, mohl by
slouti té% rovnob&¥nikem dwvajice.
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Znaménko extern. soucinu t¥ vektor® se neméni, prove-
deme-li sudy pocet takovych vymén, tedy
[abc] = [bea] = [cab].

3. Z toho, co bylo povédéno o vytvorenf extern. soutinu
dvou a tf{ vektord soudime, Ze

[abe] = [(ab) ¢] = [a (bc)];
t. j. pro exter. ndsobeni tf¥{ vektord plati princip associativni.

4. PonévadZ jest souctem dvou rovnobéZnosténi, majicich
stejnou zdkladnu, rovnobéznostén o téZe zdkladné, jehoz vyska
se rovnd souétu vySek v a o danych rovnobéznosténd, mi-
Zeme psdti:

[abe] + [abd] = [ab (¢ + )], (17a)
uvdzice jesté, Ze praméty vektord ¢, d, ¢+ d na ptfmku kolmou
k roviné zdkladny jsou v, v, v 4 v'.

Podobné plati rovnice:

[abe] -} [ade] = [a (bc + de)). (17b)

Nebof je-li f néjaky vektor polozeny v prisecuici rovin
prislu§nych soutinim [bc] a [de], 1ze za [bc] klasti souéin [fg]
o témz misté, jehoZz rovnobéznik se rovnd rovnobéZniku soucinu
[bc]; taktéz nahradime [de] soucinem [f%]. Tim obdrzime :

[abe] + [ade] = [afg] +- [afh] = [af (9 - 1)]

neb, protoze

| £ @ + b =g+
téz [abe] + [ade] = [a (fg + fh)] = [« (bc + de)].

Tedy jest pti extern. ndsobeni tif vektori vyhovéno také
principu distributivnfmu.

Externi soutin ## bodi jednoduchych A, B, C vytvofime
touto tvahou: Pokliddme-li prostor za soubor vSech moznych
béhii, odpovidd mu rovina jako soubor viech geom. bodd té
vlastnosti, Ze kazdé dva body stanovi pfimku zcela v roviné
obsazenou. Jest tedy mistem extern. soutinu t¥i bodd rovina
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témi body poloZend; jeho metrickou veliGinou jest dle Grass-
manna obsah rovnobéZnika o stranich — A 4+ B a — A 4 C*).

Mdme za to, Ze i pro extern. ndsobeni tii bodd plati
principy associativni a distributivni, jakoZ i véta, Ze extern. sou-
¢in rovnd se nulle, jsou-li dva jeho Cinitelé stejnymi. TudfZ lze
pséti:

[ABC] = — [ABA] 4+ [ABC]=[AB(— A + ()]
=[A(—A+B) (—A+40)

t. j. extern. souéin t¥f bodi A, B, C rovnd se extern. soucinu
prvntho Cinitele A a rovnobé&znfka sestrojeného z vektori — A 4B
a — A 4 C. Znaménkem tohoto rovnobéznika idi se znaménko
soutinu [ABC].

Posifime nyni tento rovnobéznik libovolné v roving, body
A, B, C stanovené; jsou-li nové polohy stran — A + B, —A4-C
vektory — D -+ E, —D | F, jest téz

[A(—A+B) (—A+ O]=[A(—=D+E) =D+
tudfz
[ABC] =[A (—D +E) (— D+ 1)]
=[(A(=D +D) (=D +E) (=D +F)]
=[(—D+A4) (—D+E) (=D +F)]
+[D(—D+E (D +B)
Souéin [(—D + A) (— D -+ E) (— D + F)] rovn4 se nulle,
ponévadz vektory — D -+ A, —D + E, — D + F jsou kompla-
ndrnf; zbyvd tedy

[ABC]=[D (—D+E) (— D +F)}

Dle toho se sou¢in [ABC] neménf, poSineme-li libovolné
rovnobéZnik o stranich — A + B,—A -4 C v roviné body
A, B, C poloZené.

Rovnobéiznik, ktery lze poSinovati toliko v jediné roviné,
stanovi rovinu momentovou**) (dle Grassmanna ,Flichentheil®,
dle Hankela ,Ebenenstick). Obsah rovnob&Znika jest ob-
sahem jejim a rovina, v niZ jest poloZen, mistem jejim. V nauce

*) Mohl by to byti jakykoli abrazec rovinny tého% obsahu, jehoz
obvod lze projiti v uréitém smyslu.

*¥) Neni-li se obdvati nedorozuméni, nazjvim tuto geom. veli¢inu
kritce rovinou.

18
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Grassmannové'jest rovina neomezend rovinou momentovou, jejiz
obsah rovnd se jednotce.

RovnobéZnostén, jimZ jest dén extern. souéin ti{ vektord,
a rovina momentovd jsou geom. veli¢iny stupné tretiho.

Externf soucin ¢tyr vektord (neb péti bodd) nemd v pro-
‘storu trojrozmérném Zdédného vyznamu; vyskytne-li se ndm v né-
kterych piipadech, poloZime zah nullu, poznamendvajice, Ze
bude pozdéji nutno jinym ustanovenim o to se postarati, abychom
pii ndsobeni v pottu Ciniteld nebyli tak omezeni. Jest tedy jesté
vySettiti externi souéin &fy# jednoduchych bodi. JiZ z toho, co
bylo povédéno o extern. souinu dvou a t¥{ jednoduchych bodd,
vysvitd, Ze sludf extern. sou¢inem ¢tyf bodd A, B, C, D vyroz-
umivati né&jakou &ast prostoru, ktery ted pokldddme za souhrn
geom. bodd.

Ptedpokldaddme-li, Ze pro extern. ndsobeni étyf badét plati
vSechny zdkony, které jsme poznali pfi extern. ndsobeni tif
bodd, mizeme psdti, majice zfeni k vyznamu soutinu [ABC]:

[ABCD] = — [ABCA] + [ABCD] = [ABC (— A - D)]
=[A(—A+B) (—A+4C) (—A+D)]

Extern. soutin [ABCD] rovnd se tedy extern. souéinu
~ prvniho éinitele A a rovnobéZnosténu urcujicimu soucin vektord
—A+B,— A+ C,—A—+D. Souéin [ABCD] se nezmén{, po-
Sineme-li tento rovnobéZnostén libovolné v prostoru. Nebot, je-li
nova jeho poloha déna body E, F, G, H, pfi éemiz

[(—A+B) (— A+ C) (— A+ D)]
=[(—E+F) (—E4+G) (—E+H)]
lze psiti:

[ABCD] = [A(— A + B) (— A+ ©) (— A+ D)]
=[A(—E+F) (—E+ G) (—E -+ H)]
=[A—E+E)(—E+F)(—E+G) (—E + 1))
=[(—E+A) (—E+F) (—E+G6) (—E { H)]

+[E(—E+F) (—E+G) (—E + H)]
Predposlednf soucin jest soucinem ¢tyF vektord, hodnota
jeho jest nulla; i zbyva
[ABCD] = [E(—E +T) (—E + 6) (—E+ H)),
¢imZ jest uvedend vlastnost rovnobéZnosténu -dokdzdna.
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Rovnobéznostén, ktery lze libovolné v prostoru poSinovati,
nazyvam télesem extensivnim (Grassmanniv ,Korpertheil“, Han-
keliv ,Raumstiick“). Obsah rovnobéznosténu jest obsahem extens.
télesa, prostor jest mistem jeho.

Téleso extensivni jest geom. veliinou stupné ctvréého.

Témito dvahami o extern. souinech vektord a bodd do-
spéli jsme ku geom. veli¢indm stupit vyS§ich, jichz piehled
tuto poddvém :

Geometrickd velicina Jeji misto } metrickd vel.
' vektor b&h délka
stupné prvnfho
e hnll)(())tf,lny' bod geom. soucinitel

rovnobéz- . _
e bé&h roviny | obsah rovnobéinika
stupné druhého {nik dvojice

rotor ptimka vzdal. dvou bod
rovnob&z- | prostor jakozto | obsah rovno-
. nostén soubor béht béznosténu
stupné tietiho o
rovina rovina obsah obrazce
momentova
P téleso ex- | prostor jakozto | obsah rovno-
stupné ctv1tého{ tensivni | soubor bodi béznosténu

Budiz zde jesté poznamendno, Ze bod jako Cinitel ménf
vektor v pifbuzny rotor, rovnobéznik dvojice v rovinu momen-
tovou a rovnobéZnostén v téleso extensivni.

Ku konci tohoto oddflu odvodim vyrazy, vyjadfujic geo-
metrické velitiny vy3%ich stuplid prdvé uvedené soutadnicemi
jejich éiniteld a to bud v soustavé vektor (3, j, &) neb v sou-
stavé bodd (A, B, C, D).

Budtez ddny v soustavé (4,7, k) dva vektory:

a=xi+Yj 4 2k,
b=x"i+4yj+ 2k;

pro jejich extern{ soucin najdeme:
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[ab] = (zy’ — yo') [iJ) -+ (& — 2y) [JF] + (e’ — w2) [Ri], (18)
jezto
[ =[] =kk]=0
a [Ji]1=—"[is], [kj] = —[ k], [ik] =— [k2].
Externf soutiny [ij], [j%], [k¢] na pravé strand této rov-
nice se vyskytujic{ jsou dle Grassmanna jednotkami stupné dru-

hého. O geometrickém vyznamu kazdého ze t¥f séitanci, jichz
souctem jest exter. soulin [ab] ddn, netfeba se SfFiti.

Jsou-li vektory @ a b rovnobézné, jest [ab] =O0; z toho
obdrzfme znidmou podminku pro Yovnobé&Znost dvou vektori:

| 2y 2 |
‘ x! y' z' I—-()o
Je-li ddn jests tret! vektor
¢ =i+ 9%+ ok,

mizeme snadno stanoviti vyraz pro [abc]; prihliZejice k vétdm,
které jsme vySe z definice extern. soutinu t¥f vektord odvodili,
nabudeme: ,

r y 2

[abe] =| 2 ¥' #

[iJk]. (19)

Externf soucin [#k] jest jednothow stupné tretiho.
Podminka, Ze t¥i vektory jsou komplandrni jest dle toho

x Yy 2
xl yl zl
x H" y " zll

=0.

A podobné vyjﬁdi‘fme extern. souciny dvou, tif a Ctyf bodd
jednoduchych v soustavé (A, B, C, D); jsou-li nejprve ddny dva
body M a N rovnicemi:

M=u A42 B+y C+2 D,
N=u, A+2,B+y C+2D,

.obdrfme pro rotor [MN] vyraz:
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[MN] =, z, [AB] +u, ¥, [AC] 4%, 2, [AD] + @, u, [BA]
+ @, 9, [BC] + =, 2, [BD] -+ y, u, [CA] + ¥, %, [CB]
+ ¥, 2, [CD] + # u, [DA] +# 2, [DB] 42, y, [DC],

uvézice, ze [AA]=[BB]=[CC]=[DD]=0. Kladouce ddle
na pravé strané [BA]=—[AB], [CA]=—[AC] atd. na-
lezneme :

[MN] = (uy 2, — Zty) [AB]+ (wl."/z — ¥,7,) [BC]
+ (yn Uy — “1.%) [CA] + (“12"2 - 31“2) [AD]
+ ("‘c1za - 2"1"‘”2) [BD] + (%52 - 51%) [CD]

aneb, poznatime-li determinanty stupné druhého, které se tu
vyskytuji ‘jako souéinitelé rotord [AB], [BC], [CA] atd kratieji:

[MN] = p,, [AB] + p,5 [BC] -+ p51 [CA] -+ py, [AD] + py [BD]
.+, [CD] (20)

Determinanty p,q, Pos, 05, atd. jsou sowradnicems rotoru,
vyhovuji kvadratické rovnici

D13 P3s + P23 Pia + P31 Pas =0

Jest zndmo, Ze poprvé Plicker uzil podobnych vyrazi
k uréeni piimky jakoZto prvku prostorového.

Bud dén mimo body M a N jeSte tiet{ bod
0 = u,A + 2,B + ,C + 2,D,
pak vypocitdme snadno pro rovinu vyraz:

[MNO]=p,5,[ABC]+-p,2,[ABD]+-p,3,[ACD] + p;3, [BCD], (21)
kde znaci

U 2 Yy U T 2
Doz =| % P2 Y2 |,p,=| % % % | atd.
Us X3 Y3 y X 2

Pro extensivni téleso zjedndme si koneénd vzorec:

T Y 4
Uy Ty Yy %y
Uy X3 Y3 &

Uy T, Y, 2,

[MNOP] = [ABCD]. (22)
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V soustavé (A, B, C, D) vyskytuji se étyfi jednotky stupné
prvého, totiz body A, B, C, D, jichz mista jsou vrcholy zdklad-
nfho &tyisténu; dédle Sest jednotek stupné druhého, totiZz rotory
[AB], [BC], [CA], [AD], [BD], [CD], jichZ osy jsou prodlouZené
hrany tohoto ctyfsténu; Cétyfi jednotky stupné tfettho: [ABC],
[ABD], [ACD], [BCD], jichZ mista jsou roviny obsahujici stény
jeho a konecné jedna jednotka stupné étvrtého [ABCD]. Z téchto
jednotek odvozuji se geom. velitiny, které ndsobenim bodd vzni-
kaji, determinanty stupné druhého, tietiho a étvrtého, utvofe-
« nymi dle vzorch (20), (21) a (22) ze soufadnic jednotlivych
¢initeld.

Dilezity jest ten pfipad zvldStni, v némZ poloZime bud za
soucin [ik] neb za [ABCD] absolutni jednotku; pak se vyjadiuje
kazdy rovnobéZnostén, uddvajici soutin tf{ vektori neb kazdé
téleso extensivn{ pouhym éislem. Nédsobfme-li velitiny geome-
trické externé, Setfice pii tom této podminky, provddime ndso-
benf, které nazyva Grassmann stereometrickym.*) V ndsledujicim
chceme casto tohoto ndsobenf uzfvati.

Dopliky geom. velicin. Vztyéime-li v kterémkoli bodé ro-
viny, v niZ lezf rovnobéZnfk extern. soufinu [ab] kolmici a vne-
seme-li na ni tolik jednotek délkovych, kolik md obsah rovno-
. béZnfka jednotek Ctvereénych a to ve sméru kladném neb zd-
porném dle toho, je-li soutin [ad] kladny neb zdporny, obdrzime
vektor, ktery nazyvd Grassmann doplikem soucinu [ab]. Pozna-
¢fme li tento vektor d, pfSeme:

d =|[ab];

naopak jest téZ rovnobéZnfk soucinu [ab] dopliikem vektora d,
tedy
[ad] = | d.

Sestrojme z vektord @, b, ¢ rovnobéZnostén**) a protnéme
jej rovinou R kolmou ku ¢; rovina ta protind rovnobézniky
piislusné k soulinim [ac] a [bec] v tusetkdch a’ a b'. Vedme

*) Podobny vyznam, jaky md ndsobenf stereometrické pro geometrii
prostorovou, mé pro geometrii rovinnou nédsobeni planimetrické, p¥i némi
bud [#5] neb [ABC] se rovnd absol. jednotce.

**) Laskavy ctendf zndzorni si snadno ndsledujfcf dvahu ndkresem.
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ddle v rovnobézniku o strandich a a b Whloptitku s =a 4 b;
rovina R seCe rovnobéinik piislusici k souéinu [sc] v dselce s,
kterd se patrné rovnd souétu o’ + 8. I jsou tusecky a’, b’ s
vySky rovnobéznikd [ac], [bc] a [sc], majicich stejnou zdkladnu
¢; tudiZ jsou obsahy téchto rovnobézniki dle zndmé véty geo-
metrické v piimém poméru dsecek a’, &, s’. BudteZ nynf do-
pliky soutind [ac] a [bc] vektory d a e vedené v roviné R; ty
jsou ptedevSim kolmé k a‘ a b’ a ponévadZz délky jejich maji
tolik jednotek, kolik jednotek ¢Etvereénych maji rovnobézniky
soutint [ac] a [be], jsou téZ umérny k témto dvéma tseckdm.
Sestrojime-li pak trojihelnik, jehoz dvé strany jsou tyto dopliky,
bude tento trojuhelnfk podobny k trojihelniku sestrojenému
z tsetek a’, b, s*; tudiZ tret jeho strana f jest doplikem sou-
¢inu [sc]. Jeizto f—=d 4 e, jest téz

| [ac] 4| [be] = | [sc]

¢ili
| [ac] + | [be] = |[(a + b) ¢} (23)

Z rovnice

[ac] + [be] = [sc]
plyne

ld4le=|f

neb

ld+|e=|(d+e), (24)

¢oZ lze rozsfiiti na libovolny podet séftanch.

O titech vektorech i, j, %, které ndm byly relativnimi jed-
notkami, pfedpokladejme ted, Ze stojf vzdjemnd na sobé kolmo
jakoz i, ze [¢k] = 1; pak tvoi{ dle Grassmanna normdini sku-
pinu vektord.

V této skuping budtez soutiny [jk], [k¢), [¢/] relativnimi
jednotkami pro geom. veliiny stupng druhého; tudiZ jest

i=|[k), 5=10k), k=]|[3],
i = (i), 15 = [l | & = [ij)
Pro doplnék vektora a — xi -+ ¥/ -+ 2k nabudeme pak vyrazu:
|a =[]+ k] + o]

tedy také
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a pro doplnék soudinu
[ab] = (xy’ — o) [§] + (&' — 2y’) [Jk] + (e2' — ') [Kd]
vyrazu:
| [ab] = (xy’ —yx') k + (y2' — 2y") i + (a2’ — =2') j.

. A podobné bud v soustavé (A, B, C, D) pfedpoklddaje, Ze
[ABCD]=1:
- |A=[BCD], |B=—[CDA], |C = [DAB], | D=—[ABC]
aneb
A =—|[BCD], B=|[CDA], C=—|[DAB], D =|[ABC],
déle

|[AB] = [CD], |[AC] = [DB], |[AD] = [BC] atd.;

z ¢ehoZ lze snadno ustanoviti vyrazy pro dopliky jinych bodd,
rotorl a rovin.

Obecné jmenuje Grassmann doplikem jednotky libovolného
stupné I veli¢éinu I‘; kterou jest danou jednotku I externé nd-
sobiti, aby sougin [II‘] se rovnal absolutni jednotce. Ponévadz
ptedpokidddme, Ze extern. soulin jednotek stupné prvntho
iy, Uy . . 1o S€ rovnd absolutni jednotce, rovnd se doplnék I’
externfmu soudinu vSech téch jednotek, které nejsou v soucinu
I obsaZeny s takovym znaménkem, aby [II‘] = - 1. Doplnék
geom. veli¢iny jakéhokoli stupné, kterou lze dle piedeslého vidy
psiti ve tvaru :

o, +ea, L, + ...+ e,

jest pak o |, +e | L+ ...+l

Internim soucinem dvou vektord nazyvd Grassmann externi
sou¢in ndsobence a dopliku ndsobitelova. TudiZ interni souéin
vektori a a b, kter§ oznaéime [a|b], d4n jest rovnob&nosténem,
jehoz jedna sténa jest kolmd ku b a mé tolik. ctvereénych jed-
‘notek, kolik md b jednotek délkovych a jehoz tfeti hranou jest
vektor "a. - VySkou tohoto rovnobéZnosténu kolmou ku |d jest
tisetka, jejiZ délka rovnd se délce pravoiihelného primétu vektora
a na béh vektora b. Znaménko soucinu se fidi znaménkem rov-
nobéznosténu; jsou-li oba dané vektory a a b na jedné strané
roviny, ve spoleéném potiteénim bodé obou vektorii ku & kolmo
vedend, jest souéin [a | 5] kladny; jsou-li na .opdénych strandch
této roviny, jest soucin ten zdporny.
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Z této definice plyne:

1. Interni soucin dvou vektord rovnd se nulle, stoj{-li oba
vektory na sobé kolmo. Nebof pak jest ndsobenec rovnobéZny
k roviné, v niz se nalézd doplnék ndsobiteliv.

A naopak: Rovnd-li se internf soulin dvou vektord nulle,
stoji oba vektory na sobé kolmo.

2. Internf ndsobeni dvou vektorit jest kommutativni, tedy

[a|0] =1[0]a].

Abychom tuto vétu dokdzali, sestrojme si rovnobéznostén
R,, jenZz piislusi intern. soutinu [a |d]; zdkladnou jeho jest rov-
nobéznik dopliku |b a vySkou priimét vektora a na béh vektora b.
Tento pravouhly rovnobéZnostén rovnd se, jak jiZz praveno, rovno-
béznosténu Sikmému B, o téze zdkladng, majici tfet{ hranu rovnou
vektoru a. Protneme-li B, rovinou kolmou k a, obdrifme ob-
délnfk, ktery jest primétem rovnobéznika | na rovinu se¢nou.
Ponévadz obsah rovnobéZnika |b md b Ctver. jednotek a tihel
roviny setné a roviny doplitku | jest ddn thlem e vektord a
a b, jakoZto kolmicim k témto rovindm, jest obsah tohoto fezu
beose: ¢tver. jednotek. Ucinme ho zdkladnou tfettho rovnobézno-
sténu pravotihlého R,, jehoZ vySkou jest vektor a; dle znimé
véty stereometrické jest B, — R,. Rovnobé&Znostén R, proménime
koneéné takto: zdkladnu ponechdme v roviné kolmé k a, ale
obsah jejiméj a étver. jednotek (misto b cos ). Mé-li obsah no-
vého rovnobéZnosténu R, se rovmati obsahu télesa R,, musi
byti jeho vySka dloubd dcosea jednotek (misto a jedn.). Rovno-
béZnostén B,, ktery se tedy obsahem rovnd R,, pfedstavuje pak
souéin [b]a]. Z toho, co bylo vySe povédéno o uréeni znaménka
intern. sou¢inu dvou vektord, vysvitd ddle, Ze oba soutiny [a |d]
a [b]a] jsou stejné oznadeny.

3. 7 rovnice:

[aed] + [ced] = [(a + c)ed],
platné pro extern. ndsobeni, plyne
[a]b] + [¢|b] =[(a + )| B],

poloZfme-li [ed] = |b. Tedy pfi ndsoben{ internim vyhovéno jest
principu distributivnfmu.
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Je-li v soudinu [a | b] vektor & =a, obdriime interni
dvojmoc vektora a, kterou oznatime aZ.
Jsou-li ddny v normdlnf skuping (i, j, k) dva vektory:

a=uxzi + yj + 2k,
=z + yj+ 2k,
najdeme pro jejich internf souéin nejprve vyraz:

[a | 8] = [(@i +gj+ 2k) | (20 4y + %))
= xx'i* + yyj: + 22'k2,
[El=[1k=[k]i=0.

Ponévadz predpokliddme, Ze
[ijk] = [ ki) = [kif] = 1,

jest téz ¢ —j 2 =k* =1, jak vychdz{ z této podmine¢né rov-
nice, klademe-li v ni za souliny [jk], [k¢], [#] piislusné do-
pliiky vektort 4, j, k.

Tedy obdrzime pro internf soucin dvou vektord vzorec:

uvdzime-li, Ze

[a | B) = aa' + yy' + &, (25)
a pro internf{ dvojmoc vektora:
at =z +y? 2~ (26)

Z (25) plyne, ze jest rovnice:
xx' +yy + 22 =0

podminkou, aby dva vektory stély na sobé kolmo.

" Positivni druhou odmocninu z internf dvojmoci néjaké
geom. veliiny zove Grassmann jeji numerickou hodnofou. Chceme
ji oznagiti tim, Ze dotyénou geom. veli¢inu uzavieme ve dvé
svislé tarky. Jest tedy dle (26)

la|=Va* + >+ 2%
zéroveh vidime, Ze lze za a® poloZiti téz |a|>
Abychom wustanovili numerickou hodnotu extern. souéinu
dvou vektord e a b, musfme nejprv nalézti vyraz pro interni
dvojmoc [ab]*; ta jest zvldStnim piipadem soulinu [abd | cd],
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pro ktery vyvodime nyni vzorec, jehoZ se v poitu geometrickém
¢ast&ji uzivd. Jsou-li ddny vektory:

a=x1+ Y+ le",
b=+ Y0 + 2.k,
¢ = wgi + Yy J -+ 2k,
d=wi+y,J + 2k,
jest piredevsim
[ab] = (x,y, — .'/1”2)[’7] + (9,2, — zl?/-z)[jk] + (2, — w122)[k'i‘],
[Cd] - ('7/'3?/4 - :’/3904)[':7] + (?/sz.t - 53?/4)[.7]0] + (23w4 - :c3.24)[kz].
Abychom utvoiili souéin [ab | ¢d], uvazme, Ze
(4 | k] = [ | ke] = [jk | ki] =0,
nebot stojf rovnobézniky v téchto intern. soucinech se vyskytu-
jici (a tedy i jejich dopliky) na sobé kolmo; déle jest
[§]F = [Jk) = [ki]* =1,
jak plyne z podmineénych rovnic [9k] = [Jjk¢] = [kij] = 1, vlo-

zime-li tu k= | [§], ¢ = | [Jk], j = | [Kil.
Procez jest

[ab I Cd] - (x]y2 - ylx‘.’)(xsy«; - .7/3904)
+ W2 — 2,9:) (Y32, — %Ys) + (2%, — 7,2,) (2,7, — 232,),

kde lze pravou stranu dle zndmého vzorce pfetvoriti takto:

[ab | cd] = (x,5 + Y195 + 2,25) (%02, + YoYs ~+ 2,7,)
— (23203 + Yoy + 2%) (2,2, + ¥,Ys + 22,)

[ab | cd]=[a | c]b | d]—[b | c]a [ d]. (27)
Polozime-li v této rovnici & = 1, obdrZime vzorec:
[a]|cdl=[a|c].|d—]|c.[a]d] (27a)
Dosadice jesté v pfedposlednim vzorci pro [ab|cd] ¢ = a,
— b, nabudeme konetné
[ab} = (z} +9i + 2)(@; + 92 + %) — @2, + 9% + 42)°
¢ili [ab]* = a®b* —[a | b]*; (28)
dslime-li obé strany algebraickym soucinem a*bd%, povstane rov-
nice:

¢ili
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[ab)t | [a| B} _
a*b? + bt — 1. @)

Definujme s Grassmannem thel dvou geom. velitin téhoZ
stupné A, B jako thel, jehoZ cosinus se rovnd poméru (v tom
smyslu jak jej arithmetika uZivd) jejich interniho soucinu k alge-
braickému soucinu dvojmoci jejich numerickych hodnot; poloZme
tedy

[A | B]

[AT.TB]’

pti demZ jesté ptedpoklddime, Z%e tuhel AB, zndzornime-li ho
tihlem dvou polopaprski, jest obsazen v mezich 0 a w. Pak jest
ihel o dvou vektord @ a b din rovnicf

[a] 0] .

Tal. o]

cos AB =

cosS & —

z toho plyne
[a) b _ [a] 0]
al* 1b)* " a’b:
a na zékladé rovnice (@) podobné
. _ [ab]2 _ [ab]?
sin*a = ?—b—i = ralz:‘a_lb"j .
Z vysledkt, k nimZz jsme takto dospéli, jest ziejmo, Ze
[a| b =|a|%|b]|*cos®a
a [ab]* =|a|* |b|*sin® «;
tudiz obdriime pro numerickou hodnotu intern. souinu dvou
vektorlt vyraz |a|.|b|.cos« a pro numerickou hodnotu jejich
extern. soutinu vyraz |a|.|bd]. sin a.*) (Dokongeni).

cos”oc.:l

Véstnik literarni.

Annuaire pour Y'an 1896, publié par le Bureau des
Lo;gitudes. Avec des Notices scientifiques. Paris, Gauthier- Villars
et fils.

Leto&nf roénfk tohoto sborniku honosf se tymiz pfed-
nostmi, které jsme jiz v difvéjiich letech rddi vytknuli: neoby-
éejnym bohatsvim obsahu, pfesnost{ idaji ze vSech obord nauk
pfirodnich a spolehlivost{ dat statistickych. Z ptipojenych letos

*) Jest tedy intern. soudin dvou vektorl @ a b totéZ, co v theorii qua-
terniond znamend — Sab a extern. soucin totéZ, co temsor Vab.
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