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Inflekéni piimka kubické kiivky raciondlné.
Dr. B. BydZovsky.

Uvod.

Analytické studium unikursdlnych ¢ar je usnadnéno pod-
statné tou okolnosti, Ze soufadnice jejich lze vyjddfiti co racio-
ndlné funkce jednoho parametru;*) to md ten smysl geometricky,
ze 1ze body téchto Car uvésti ve vztah jedno-jednoznaény s body
piimky nebo kuZelosetky. A tato okolnost zase md za ndsledek,
ze geometrické studium unikursdlnych &ar je v mnohém sméru
snadnéjdf neZ studium &éar rodu vysiiho nez 0. Otdzku o jedno-
Jjednoznatnych transformacich geometrickych roziesil vieobecné —
ne oviem zplsobem ¢isté synthetickym — Cremona svym pro-
slulym dilem; jeho theorie byla doplnéna a zdroveii zjednodusena
vétou, Ze kazdou Cremonovu transformaci lze nahraditi fadou
transformaci kvadratickych.**)

I lze postupnym uZivinim kvadratické transformace na
kuzelosetku zkoumati vlastnosti ¢ar stupné libovolné vysokého
8 touz vieobecnost, jakou dovoluje uZiti vieobecné transformace
Cremonovy. V tomto zjednoduSeni hodi se theorie téchto trans-
formaci zvl4§té dobfe pro uvahy synthetické, kde nelze pro-
jedndvati obecnou &dru stupné s-ho, nybrz nutno znendhla po-
stupovati ve studiu ¢ar zvldstnich od stupné nizitho k vy3simu.

Kvadratickou nazyvdme takovou jedno-jednoznalnou trans-
formaci, pii niZ bodu odpovid4 zase bod (obecné), pfimce vsak
kuzelosetka.***)

*) Srv. fadu ¢lanké v minulém roéniku Cas.

*¥) Vétu tu souéasné nalezli Clifford (Proc. math. Soc. 3), Nother
(Gott. Nachr. 1870; Math. Ann. 3) a Rosanes (Crelle’s J. f. M. 73).

**%) Lze oviem tvahou reciprokou dojiti ke konstrukei kvadratické
transformace, v niZ piimce odpovidd pifmka, bodu (jakozto stfedu svazku
paprski) kuzeloselka (jakoZto kiivka obalend svazkem 2-ho stupné). .
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Kvadraticky vztah dvou rovinnych poli sestrojime nej-
jednoduseji takto: volime v jedné roving tfi body o,, 0,, o,
v druhé t¥i body o’;, 0’5, 0’5 a ptifadime projektivné svazek (o,)
(totiz o stfedu o,) svazku (o’;), podobné (o,) atd., ale tak, aby
paprsku o,0, odpovidal paprsek o’,0’, paprsku 0,0, paprsek 0’0’
atd. BIliz8i dvaha ukdZe, Ze vztah takto konstruovany md tyto
vlastnosti:

1. Kazdému bodu v obecné poloze odpovidi jediny bod.

2. Vyjimku tvoff vrcholy obou tiirohdl prdvé zavedenych,
jez nazgvdme hlavnimi; vrcholu jednoho z nich totiz odpovidaji
viechny body té strany druhého t¥irohu, kterd lezi proti vrcholu
stejnd oznatenému, tedy na pf. vrcholu o, strana o’,0, atd.

3. Ptimce v obecné poloze odpovidd kuZelosetka, jdouci
vrcholy piislu§ného tiirohu; vieobecné odpovidd tdfe st. n-ho
téra st. 2n-ho, majicf v kazdém vrcholu tfirohu bod x-ndsobny.
Prochdzi-li &4ra pivodni nékterym vrcholem t¥irohu své roviny,
sniZf se stupeil ¢iry transformované o tolik jednotek, kolikrite
¢dra onim vrcholem prochdzi.

Tuto v$eobecnou transformaci*) lze v nékolika smérech
specialisovati; k velmi jednoduché formé dospéjeme, myslime-li
si, Ze ob& ptidruZené roviny splynou, a oba hlavni tiirohy padnou
na sebe svymi vrcholy stejné oznatenymi., Pak svazku paprski
v o, odpovidd zase svazek o stfedu o,, a sice tak, Ze paprsku
0,0, odpovidd paprsek o,0,, at jej potitdme do kterékoli z obou
rovin; z toho plyne, Ze oba svazky tvofi involuci.*¥*) To je dd-

“lezitd vyhoda oproti transformaci vseobecné.

Transformace v tomto zjednodu$eném tvaru uZijeme na
kuzelosetku; &éra transformovand je raciondlnd ¢&dra st. 4-ho,
majici v bodech o,, 0,, 0; body dvojné. Prochdzi-li kuzelosetka

*) V jiném tvaru poprvé sestrojil tento vztah Steiner, k jehoz jménu
se zpravidla pripind synthetickd theorie kvadratickych transformaci. V. Steiner
»Systematische Entwicklung etc.“ 2. Th. § 59., kde zdroven vystiZen jiz
viznam téchto transformaci pro studium &ar raciondlnych.

#¥) V tomto tvaru je kvadratickd transformace totozna se vztahem,
ktery-obdrzime, pfifadime-li bodu roviny bod k nému konjugovany vzhledem
ke svazku kuZeloseéek (v. na pr. Kiipper-Bobek: ,Einl. in die proj. Geom.*
ete. nebo Reye ,Geometrie der Lage“); sem spadd také ta transformace
roviny, kterd vznikne otoéenim dvou svazkii paprskd.
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‘bodem o,, rozpadne se tato ¢dra stupné Ctvrtého v Cdru stupné
tiettho s dvojnym bodem v o, a pifmku o0,0,. To je podklad
pro studium raciondlné ¢dry stupné tietiho, jez je t¥idy vieobecné
¢tvrté, coz je vyznateno symbolem C2.

Opirajice se o tuto transfofmaci, snadno dokdZeme vétu,
jez je zdékladni pro theorii ¢ar C2:

1. Dvojice priseki ¢dry C3 s paprsky svazku, jehoz stied x
lezi na ¢dfe, promitaji se z dvojného bodu o, paprskovou invo-
luci, jejiz jeden pér jsou ob& tetny v dvojném bodé, a paprsky
dvojné ty, které promitaji dotyéné body obou teten z bodu z
k C? vedenych.*)

Z této véty ihned vyplyvd véta dalsi:

2. Dotytné body tecen, vedenych postupné z jednotlivych
bodd ¢dry C2 k této tdfe, promitaji se z dvojného bodu pédry
paprskové involuce, jejiZz dvojné elementy jsou obé tetné v bodé
dvojném. '

Problémem zvldsté zajimavym je studium inflekénich bodd
kiivky C? a riznych vztaht, jez s nimi souvisi. Theorie dospéla
v té vécl k témto vysledkim:

Raciondlnd ‘kiivka st. 3-ho md obecné 3 body inflekéni,
z nichz jeden jen je redlny v piipadé, Ze dvojny bod je uzlovy,
viechny tii v pfipadé, Ze dvojny bod je isolovany. Je-li dvojny
bod bodem uvratu, md kiivka vibec jediny bod inflekéni.

Inflekéni body kfivky C} leii na piimce, kterou lze rovnéz
zviti inflekéni. Dikaz této dilezité véty vyplyvd ihned z véty
vieobecnéjsi, Ze tetnové body t¥i bodd na piimce leZicich opét
lezi na piimce. Tento dikaz, tak pFirozeny a jednoduchy, je
potud neuplny, Ze nijak nds nepoutuje o poloze inflekiéni p¥imky
vzhledem k ostatnim bodim ktfivky a nepodivd tedy nijaky
névod, kterak sestrojiti inflekéni pifmku z elementd, které
kfivku C? uréuji. Chceme-li dospéti k takové konstrukei inflekéni
pfimky, musime voliti k dikazu véty svrchu uvedené postup
jiny, pii némz by stdle byla patrna souvislost bodd inflekénich
8 ostatnimi body kfivky. Tim zpisobem podafi se ndm nalézti,
v tem tkvi vyznatné postaveni inflekéni piimky; zdrovei do-

*) V. na pr. Em. Weyr: ,Theorie d. mehrdeutigen geom. Elementar-
gebilde“, Leipzig 1869 a jinde.
1*
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spéjeme k mnoha vétdm, jeZ osvétluji nékteré stranky vieobecné
theorie raciondlnych Car 3-ho st.

I Konstrukce inflekéni primky.

1. Vytknéme na C? dva libovolné body o,, 0, a zvolme
je spolu s dvojnym bodem o, za hlavni body kvadratické trans-
formace Steinerovy o splyvajicich hlavnich tkirozich. Touto trans-
formaci ptejde C3% v kuzelosetku K, jeZz prochdzi bodem o,.
Libovolnému bodu z na C; odpovidd urtity jediny bod z’ na K,
az na zndmé vyjimky.

. Obéma tetndm, které lze vésti zbodu x ke kiivce, odpo-

vidaji v soustavé transformované obé kuzelosetky, vedené body
04, 0g, 03, =’ & dotykajici se kuZzelosetky K. Dotytné body obou
téchto kuZzeloselek obdrzime snadno jako dvojné body involuce,
kterou na K vytind svazek kuZelosetek vedeny body o,, 0p, 0,
', Stied ¢ této involuce lezi na o,0,; najdeme jej, kdyz z bodu
0, i " promitdime na K body o,, o3 (v. obr.1); tim vzniknou
na K body a, b; a, 8. Oba paprsky aB, ab pak se protinaji na
spojnici 0405 v bodé 4.

KdyZz bod 2’ probihd kiivou fadu na K, méni se poloha
bodu ¢ na 0,05, A jeto body z’ a f tvoii involuci, bod ¢ pak
opisuje fadu perspektivnou s fadou bodl B, vychdzi odtud, Zze
fada bodl 7 je projektivnd s Ffadou bodd z’. Zdroveii probihd
poldra bodu 4, jeZ je spojnici dvojnych bodd indukované invo-
luce, svazek projektivny s fadou bodi < a tedy také bodid z'.
St¥ed tohoto svazku p je oviem pél pimky o0,0,; miZeme jej
vyznaliti jako priisek kterychkoli dvou paprskd svazku, na pi.
téch, z nichz jeden jde bodem o,, druhy bodem oy

2. Nazveme-li konjugovanymi takové dva body na C2, jez
maji spoleény bod tetnovy, miZeme, uZijeme-li na kuzelosetku
8 celé rovinné pole kvadratické transformace, vysloviti vétu:
Kuzelosetky, vedené dvojnym bodem, dvéma pevnymi body (totiZ
05, 03) & Vidy jednim pdrem bodé konjugovanych na C32, tvofi
svazek, jehoz ttvrty bod base (transformovany bod p) lezi na
priiseku té&ch spojnic bodé konjugovanych, z nichZ jedna prochdzi
jednim, druhg druhym bodem danym.
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Budeme miti p¥ilezitost, uziti této véty, ponékud zobecnéné,
zajimavym zplisobem v pozdé&jsich kapitoldch.

Obr. 1.

3. Svazek, promitajici z bodu o, body 2" kuZzelosetky, vy-
tvofi se svazkem poldr o stiedu p opét kuZelosetku, kterou na-
zveme S. Ta prochdzi bodem o, a md v obecném p¥ipadé v tomto
bodé tetnu riznou od tetny kuzeloselky K; md tedy s K jesté
tfi body spoletny. Tyto tfi body, z nichZ je redlny bud jeden
neb vSechny tfi, odpovidaji, jak patrno, inflekénfm boddm na C:2.
Je-li totiz y jeden z prisekd, pak jedna z obou kuzelosetek
svazku o basi o,, 0,, 0,, y dotykd se kuZeloselky K prdvé
v bodu y, coZ znamend, pfeneseno na C3, Ze s tetnou, v tomto
bodé vedenou. splyne jeité jedna tetna a stane se tedy inflekini.
Nazveme x, primét bodu 2 z o, na 0,05, 4, pak priisek poldry
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bodu % 8 0,05. Rada bodi z, je _projektivnd s fadou bodd 7. Kdyz
z, =0, jest ' =a, a=o0,; ab==0,b; ptislusny bod ¢ je pak
V 05 Podobné kdyZ z, =o,, je 1=o0,. Je tedy o,, 0; jeden
par soumistnych fad projektivnych, a sice involutorni; tvoii tedy
x,, © na 0,0, involuci.

4. Majice toto na paméti, zvolme na C3 za 0,, o3 dva body
konjugované a transformujme na kuZelosetku K. Pdry konjugo-
vanych bodd na C? tvoii necentrdlni involuei*), jejiz dvojné body
jsou oba body nekone¢né blizké dvojnému bodu Cdry, t. j. body,
jez se z tohoto bodu promltaJi ob&éma tetnami. To pieneseno na
K znamend, Ze paprsky o,0, & 0,0, oddéluji harmonicky oba
paprsky, jimiz se promitaji z bodu o, priseky (af redlné &i ne)
kuzelosetky s 0,05 **), jinymi slovy, body o,, 0, jsou sdruzené
poly vzhledem ke kuZelosetce. Jezto bodéim o,, o; odpovidd na
K dvojice a, b, musi bod p lezeti na spojnici ab. Misto obr. 1.
kreslime tedy v tomto pfipadé obr. 2.: zvolime libovolné bod
0y, 0, & Smér od o, k oy; kreslime kuZelosetku K bodem o, ;
spojime a, b. Poldra bodu o, musi jiti bodem p; touto podminkou
je p stanoveno. PonévadZ pak polira bodu o, jde také bodem
03, je 1 tento bod stanoven. Tim mdme tplné sestrojen systém
vznikly transformaci pfi oné zvldstni volbé hlavnich bodd.

Kuzelosetka S, o niz byla nahote Fet, prochdzi v tomto
zvldStnim p¥ipadé ob&ma body o,, o;. Nebof pro 2’ =a je
1=o0; a tedy ¢, = 0,. I protnou se dva paprsky svazki kuZzelo-
selku S vytvofujicich v bodé o,, podobné v bodé o,. Jezto ku-
Zelosetce S jdouci body o, o, odpovidd v systému &iry C3
ptimka, dokdzali jsme timto zplisobem vétu napfed uvedenou,
ze inflekéni body Cdry C} leZ na pfimce, kterou nazveme m—
flekéni a oznalime oJ.

5. V souhlase s tim, co bylo hned zpfedu feteno, nalez-
neme nyni snadno souvislost této piimky s ostatnimi body Céry.

Hledejme polohu toho bodu «’ na K, jenz je transformo-
vany spoleény bod tetnovy obou bodd o,, o3 na Cj. Najdeme
stted involuce, jejiz dvojné body jsou a, b, jez odpovidaji

_ *) V. uvod, véta 2.
**) Teéném C§ v bods o, odpovida,)i totiz, jak pouéi jednoduch4 uvaha,
spojnice bodu o, s obéma priseky X s og0q.
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boddm o,, 0. Tento stied 7 lezi na 0,0, tam, kde se protinaji obé
tetné kuzelosetky K v bodech a, b vedené. Spojnice as protne
kuzelosetku po druhé v zndmém bodu #; v nasem piipadé 8 = a,
coz je jen tak mozné, kdyz hledany bod 2’ lezi na K tam, kde
ji protind @o,. Lezi oviem také na bo, (v. obr. 2.),

Obr. 2.

Ihned odtud ndsleduje, Ze musi bod p leZeti na spojnici
o,x, jezto je to tietf dla,gomilny roh tplného Etyrrohu o,, a,
#/, b. Tim je konstrukce bodu 2’ nalezena. Jeito tedy pa-
prsku olx =o,p svazku (o,) odpovidd ve svazku (p) paprsek
= pb ab, vychdzi odtud, Ze kuzelosetka S, jdouci body o,,
0y, 03, p, M4 v bodé p za tefnu pimku ab, &imz tato kuzelo-
setka je urtena.

Ptrejdéme nyni zpétnou transformaci k ¢dfe C2. Bodim
paprsku 0,7/, totiz o,, p, ', x,, jeZ tvoki harmonickou &tvefinu,
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odpovid4 harmonickd ttvefina na paprsku o,, v niz oviem body
0,, ¥, vyméni své misto. T&tivé ab odpovidd kuzelosetka, jez
jde body o,, 0,, 0; a md v bodech o,, 0; tetny spole¢né s tarou.
Jeito za body o,, 0o; jsme vzali zcela libovolnou dvojici konju-
govanych bodd, mizZeme vysloviti vétu:

Inflekéni pfimka ¢dry C3 dotyk4 se v3ech kuzelosetek, jez
prochdzeji dvojnym bodem a jednou dvojici konjugovanych bodd,

Obr. 3.

v nichZ maji tetné s tarou spoletné. Dotyény bod piimky J
lezi na paprsku, jenZ promitd z bodu dvojného bod z, spole¢ny
to bod tetnovy pfislu§né dvojice konjugovanych bodd. Onen do-
tyény bod pak oddéluje vzhledem k bodu dvojnému harmonicky
bod z a ten bod, v némZ uvedeny paprsek protind spojnici p¥i-
sludné dvojice konjugovanych boddi.

Odtud ihned vychdzi jedna konstrukce ptimky J. Z libo-
volného bodu z vedeme k &ife tefné; doty¢nymi body o,, 0z
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1
a bodem o, vedeme kuzelosetku, jez v obou bodech o,, 0; md
s tarou spoletné tetny. V priiseku p spojnice o,z s kuZelosetkou
ztidme teénu, kterd je totozna s p¥imkou J (v. obr. 3.).

Tuto konstrukci lze viak formulovati jesté jinak: Z libo-
volného bodu x vedeme obé tetné, spojime dotytné body o,, 033
na o,z tim vznikne prisek x,. Stanovime bod p harmonicky
sdruzeny s o, vzhledem k x, z, a najdeme paprsek harmonicky
sdruzeny s o,p vzhledem k po,, po;. Tento paprsek je hledand
pfimka J.

Budiz jesté poukdzdno k tomu, Zze konstrukci piimky J
Ize provésti linedrné. V jednom z bodii, uréujicich C®, na pf.
0,, vedeme tetnu, stanovime prisek x s C¢arou, vedeme druhou
tetnu k tdfe a mdme bod o;. Pak dle piedeslého. Jak patrno,

jsou to vesmés konstrukce linedrni.

II. Vztahy plynouci z konstrukce inflekéni pFimky.

1. Pro strutnost budu v dalsim nazyvati spojnici konju-
govanych bodid tétivou piisluinou k spoletnému teénovému bodu
obou konjugovanych; tétiva protne C3? jestd v jednom bodu, jejz
budu nazyvati tfetim prisekem tétivy.

2. Tétiva 0,0, protne piimku J v bodé y takovém, ze
Y, 09y Xy, 05 jé Ctvefina harmonickd. Paprsek o,y protne ddru
v bodé z,. Je ihned patrno, Ze je to tetnovy bod bodu z, jezto
body o0,, 03 jsou dvojné body involuce, kterou na C: indukuje
bod z*) a jejimZ jednim pdrem je x, z, (obr. 3.). Je to totiz
ta dvojice, kterou na C? vytind ten paprsek bodem xz vedeny,
ktery splyvd s tetnou v tomto bodu. Z bodu z, lze vésti jeité
jednu teénu; prisluiny dotyény bod z’ tvoii s x dvojici konju-
govanych bodid. Tétiva pfislu$nd bodu 2’ musi také jiti bodem y.
Kdybychom totiz podkladem konstrukce uéinili bod z’, musime
dojiti k téze piimce oJ, ale také k témuz bodu z,, tedy i k témuz
bodu y. Najdeme bod z’ snadno, kreslime-li tétivu p¥islusnou
bodu z,. Ta jde bodem x a bodem 2’,, jenz harmonicky oddéluje
0y, y vzhledem k z,. Spo;mce 7« protne J v bodé 2z Z pfed»
choziho vime, Ze body 2/, z oddéluJi harmonicky oba body z, 2/,

") V. uvod véta 1.
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¢imZ 2’ nalezeno. Je ihned patrno, Ze 2’ lezi na tétivé piislusné
bodu z; z téhoZz divodu musi tedy leZeti » na tétivé bodu x/,
t. j. tato tétiva jest yz.x) .

Predchozi vysledky shrneme ve vétu: Tétivy prislusné
dvéma konjugovanym boddm protinaji se na spojnici bodu dvoj-
ného se spoletnym tetnovym bodem obou bodd. Spoletny prisek
lezi na ptimce inflekéni, a tty¥i paprsky jim prochdzejici tvoii
harmonickou étvefinu; tétiva pak, p¥isluind jednomu z bodi kon-
jugovanych, prochdzi druhym bodem konjugovanym.

Kdybychom ddle sledovali tyto vztahy, dosli bychom k dalsim
vétdm, jeZ vesmés vyjadiuji vlastnosti inflekéni pfimky, ale vét-
§inou by to byly jen jiné formulace zdkladni véty privé vyslo-
vené. Nékteré z nich jsou nicméné dilezité, a setkdme se s nimi
v dal§ich vysledeich.

3. Predchozf véty lze uZiti zajimavym zplisobem pro zjedno-
dugenf konstrukce kiivky, pokud se jednd jen o to, zjednati si
znaény potet bodd i s tefnami.

K tomu cili odvodime jistou vétu pomocnou.

Z véty, Ze tetnové body t¥i bodd na pfimce lezicich opét
lezi na p¥imce, obrdcenim ihned obdrzime vétu: Ti pédry kon-
jugovanych bodd, jichz tii tetnové body lezf na p¥imece, sefadi
se Ctyfikrite po tfech na Ctyfech piimkdch a tvoii Sest rohd
uplného Ctyrstranu, vytvofeného témito pfimkami.

Diagondlné strany tohoto &tyrstranu jsou oviem pFisluiné
tétivy. V pifpadé, Ze dva z onéch te¢novych bodd tvori dvojici
bodd konjugovanych, prochdzeji dvé z onéch diagondl t&mito
body konjugovanymi, tieti pak se protind s pf{mkou bodi tec-
novych na piimce inflekéni. V tomto tvaru uvedené véty uzijeme.

4. Predpoklddejme, ze mdme doplniti kiivku C}, jez je ddna
dvojnym bodem ¢,, dvojici konjugovanych bodi z,, 2,, spoletnym
bodem te¢novym z, a tetnou v tomto bodé. Témito podminkami
je tdra urlena, jezto

34+24+24+2=9;

body konjugované totiz plati v tomto piipadé kazdy za dva,
jezto je zndma telna.

*) Véta posledni je znima. V. Binder. ,Unicursale Plancurven etc.
Diikaz oviem jiny.
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Sestrojime pfedevSim pifmku J. Prisek tetné v bodé 2z
se spojnici o,u — je-li w=(J, z,x,) — je v, tetnovy bod
bodu z,. Bod z,, konjugovany se z,, obdrzime jakoZto prisek

Obr. 4.

tétivy x,@, se z,v'}, kde v';, je bod na o,v, harmonicky sdruzeny
8 v, vzhledem k o,, u (v. obr. 4.). -
Spojnice 2,2, protne &4ru po tieti v bodé v,, konjugovaném
k v, a J vbodé {. Dejme tomu, Ze jsme nalezli v,, rovnéz oba
dotytné body z;, 2, teten z v, vedenych, jez oviem leZi na spoj-
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nici v,¢ (na které také lezi body 2/,, #/,, mi-li 2, vzhledem
k z, tyz vyznam, jako o', vzhledem k v,), a Ze jsme nalezli
také dotytné body obou teten, vedenych z bodu z,, 23, z,, které
nutné lezi na wz,.

Dvojice konjugovanych bodd z;, 2,5 «,, 2,; 23, x, maji
za spoleéné body tetnové body v,, 2z,, 2,, jeZ leZi na piimce.
Vzhledem k véts nahofe odvozené usoudime, Ze x,ay, 7, musi
se protinati v jednom, z,z,, 2,2, ve druhém z bodd z,;, z,.
Je ihned patrno, znime-li dvé z téchto tii dvojic konjugovanych
bodii, nalezneme tieti. Body ,, 2';, #., u, jez tvoii &tvefinu
harmonickou, promitnéme z bodu z; na zzz,; obdrZime harmo-
nickou &tvefinu z;2,2,2",, ¢imZz jsme dokdzali dilezitou vétu:
Dvé dvojice konjugovanych bodd, pFislu$nych co dotyCné body
dvéma bodim, jeZz samy tvoii dvojici bodi konjugovanych, pro-
mitaji se z bodu dvojného dvéma dvojicemi paprski, jez se od-
déluji harmonicky.

5. Na zdkladé predchoziho mizeme pokratovati v dopliio-
vini na8i ¢4ry, na niZz zndme mimo body dané také bod z,.
Snadno nyni sestrojime body a;, z,. Tyto body lez na uz,
a oddéluji harmonicky jednak x',, 2',, jednak u, 2’,. Tim z;, z,
nalezeno jednoduchou konstrukei kvadratickou. Pak z, = (2,2,,
2,2,), 2, = (x,23," 2,,). Spojnice z3z, protind J v témze bodé ¢
jako z,z,; tetnovy bod spoletny téchto dvou bodd, v,, nalezneme
na tétivé z,z, z podminky, Ze v,, 2y, f, 2/, tvoii harmonickou
ttvefinu. Z bodd z,, z,, 23, 2, najdeme v;, v, (kde vyznam
indext je jiz patrny dle analogie), jako jsme z;, 2, nalezli
Z 7y, X,, &3, z,. Pak najdeme tetnovy bod dvojice v,. v,, jejz
nazveme s, ; podobné s, k dvojici v, v,. A tak postupujeme ddle.

Je patrno, ze pfi udaném zvldstnim urdeni ¢dry, vykondme-li
jedinou kvadratickou konstrukci (nalezenf bodd z,, ,), sestroju-
jeme pak postupné body te¢nové a dotyéné stiidénim dvou jedno-
duchych konstrukei linedrnych. ,

(Na zdkladé této konstrukce je doplnén obr. 4. Pomocné
paprsky jsou vynechdny. Atkoliv konstrukce jen dvakrite byla
opétovdna, lze si uliniti o pribéhu kfivky dosti dobrou pied-
stavu. Body jdou za sebou na dfe v tomto sledu: z,, z,, ¢,
Sey B4y X1, Uyy Say 4y, Xgy Vg, Sgy Zyy Ly, V., S;. Posledni bod
neni kreslen, ponévadZz padne ponékud daleko.)
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Ke vem bodim zndme zdrovei tetné; a sice u bodd
s indexy 1, 2 jsou zndmy vSechny tii tetné, jez témi body lze
vésti; u bodd s indexy 3, 4 jen jedna. Oviem i k tém bychom
nalezli ptislugné ostatni tetny i s body doty¢nymi jednoduchou
kvadratickou konstrukei.

6. Kdyby C? byla urlena zcela obecné, bodem dvojnym
a Sesti dal$imi body, musili bychom napfed na zdkladé trans-
formace, nebo konstrukei svazku paprskil a s nim projektivné
involuce paprskové nalézti ty elementy, jeZ na%e konstrukce
predpoklddd. To by se stalo linedrnym zpidsobem.

Jezto x,, x,; %3, x, jsou dvojice téze involuce, miiZe
z téchto dvojic byti jen jedna redlnd v piipadé, Ze tato invo-
luce je hyperbolickd, t. j. dvojny bod kiivky uzlovy, nebot
paprsky o, (x,, z;, z,, z,) maji tvofiti ¢tvefinu harmonickou.
V tom ptipadé tedy stiidavé dostaneme dvojice redlné a ima-
gindrné; to oviem konstrukci nebude na zivadu. Nicméné se
hodi tato konstrukce nejlépe pro piipad tdry s bodem isolovanym.

IIL. Inflekéni primka a tétivy krivky.

1. Z predeslého asi jiz dostatetné vysvitlo, ze ptimka
inflekini je pfedevsim v tuzkém vztahu s témi p¥imkami, které
jsme nazvali tétivami kiivky. Tuto souvislost vystihneme zvldsté
uréité vétou, jiZ nyni odvodime.

Piedev§im je patrno, Ze bodem na inflekéni piimce lze
vésti obecné dvé tétivy kiivky. To plyne ihned z véty, kterd
je jen jinou formulaci véty dokdzané diive (II. 2):

Libovolnym bodem @ na pfimce inflekéni lze vésti dvé
tétivy kiivky; tyto oddéluji harmonicky pfimku inflekéni od bodu
dvojného.

Obé tétivy obdrzime takto: z bodu o, promitneme bod a
do bodu x na Cj; nalezneme dotyné body obou teten z z ve-
denych, na pf. y,, ¥,, pak ay,, ay, jsou hledané tétivy.

Mé4-li kiivka uzlovy bod a je-li & prisek jedné telny
v uzlovém bodu s J, lze timto bodem vésti jedinou tétivu, pravé
onu teénu.
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9. Z libovolného bodu x, na C} lze rovnéz vésti dvé tétivy;
jednak tu, jez spojuje bod z, s jeho bodem konjugovanym z,,
jednak tu, jez obsahuje dotyiné body teten z bodu x, vedenych
(coz plyne z véty IL. 2.). Je-li y spoleiny bod tenovy dvojice
x,, &, prasek J s 0,y Pak u a y bod harmonicky sdruzeny
s y vzhledem k o,, u, jsou ob& tétivy bodem z, vedené x,u
a z,, = x,y a plati tedy o obou téchto tétivdch véta, Ze spoj-
nice bodu s bodem dvojnym a jedna z obou tétiv harmonicky
oddéluji druhou t&tivu (totiz z,z,) a tetnu v bodu z, (=u,9).

Jezto jedna z obou tétiv, totiz z,x,, je vidy redlnd, musi
byti i drubd redlnd. KaZdym bodem na &dte jdou tedy dvé redlné
tétivy. Vyjimku tvoif ty body, jimiz lze vésti tétivu jedinou.

Je-li ¢ takovy bod a ¢ jeho konjugovany, pak musi 7’
byti zdroved tétivou piislusnou bodu #. Ale spojnice doty¢nych
bodii obou telen z bodu daného vedenych prochdzi bodem danym
jen tehdy, je-li tento bod inflekéni. Bod ¢ pak je jediny bod
doty¢ny, inflekénimu bodu ptisluSny. Jsou tedy na &dfe tii body,
jimiz lze vésti jen jednu tétivu této ¢dry; tou je zde tecna
z bodu inflekéniho vedend.

3. Vsechny vysledky dosud uvedené zdaji se nasvédéovati
tomu, Zze viechny tétivy ¢iry C? obaluji kuZeloselku, jez pro-
tind J v bodech, v niZ ji protinaji obé tetné v bodé dvojném,
a kterd protind ¢dru ve tfech uvedenych bodech, majic tam s ni
tetnu spole¢nou.

Vskutku je tomu tak, jak nds presvédéi jednoduchy dikaz.

4. Uzijeme k tomu cili véty dfive uvedené v odst. I. 2.
Oba pevné body, jez urtuji svazek, o némz je v oné vété fet,
zvolme za hlavni body transformace o,, o; spolu s bodem o,.
V systému kuzelosetky odpovidd onomu svazku svazek poldr,
jehoz stied je pél p pHmky o,0,. Spojnice o,p a 0p jsou oviem
dvé tétivy jdouci ob&ma body, tak Ze transformovany bod p
mizeme definovati jako prisek téch dvou tétiv, jeZ jdou bodem
0, & bodem o;, ale na nichZz tyto body nendlezeji do dvojice
konjugovanych bodi. Tim je urten &tvrty bod base uvedeného
svazku kuZelosedek.

Jestlize podriime bod o, za pevny bod base, za druhy
vSak béfeme postupné jiny a jiny bod z dry, méni i étvrty bod
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base svou polohu, zistdvd viak stdle na tétivé bodem o, vedené,
opisuje tedy ptimou fadu bodovou. Ponévadz &tvrty bod base
musi zdroveli leZeti na tétivé vedené bodem xz, je tato fada
totozna s fadou, ve které pevnou tétivu protinaji viechny ostatni
tétivy.

"\

Obr. 5.

V soustavé transformované (v. obr. 5.) odpovidd kaZdému
svazku kuZelosetek, o jakych zde mluvime, zase svazek body *)
0y, 05, x a bodem &tvrtym, jen lezi na o,p. Pi tom vytind
tento svazek na kuZelosetce K (transformované C3) involuci
bodovou, jeZ odpovid4 involuci bodi konjugovanych, tedy involuci

" indukovanou bodem p, kde, jak vime, bod p je pél pfimky o,0,.
Avsak étvrty bod base svazku, ktery jde body o,, 0,, x a vytind
na K involuci o stfedu p, snadno najdeme. Nazveme jej y;
je-li @ prisek K s 0,0,, B prisek K s zy, musi af prochdzeti
bodem p (dle znémé konstrukce sttedu involuce, ve které svazek
protind pevnou kuzelosetku); bod y tedy najdeme tak, Ze vedeme
ap, tim obdrzime £, a spojnice x3 protne o,p v hledaném bodu y.
KdyZ « probihd kfivou fadu na kuZeloselce, je bod # pevny
a y opisuje na o,p Fadu projektivni s fadou bodi x a tedy také
se svazkem, jenZ promitd z o, body x.

*) Oznaduji body transformované stejné jako pévodni.
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Zpétnou transformaci obdrzime tedy pro C? vétu: Vsechny
tétivy ¢dry protnou pevnou tétivu v fadé bodové projektivné
8 kiivou fadou, jiz vytvoii tieti priseky téchto tétiv (t. j. se
svazkem, jenZ z bodu o, tyto priseky promitd).

Kazdé dvé tétivy jsou tedy profaty vSemi ostatnimi téti-
vami ve dvou faddch projektivnych, z ¢ehoz ndsleduje, Ze tyto
tétivy obaluji kuZelosetku, ¢imZz domnénka svrchu pronesend
potvrzena. Pfipomindm je$té, Ze dikaz by zistal tyz, i kdyby p
nebyl pélem pimky o0,05; vskutku také v celém dikazu této
okolnosti ani nebylo pouZito. '

Kdyby tedy bod p leZel libovolné, dokdzali bychom, Zze
kuzelosetky vedené body o,, 0,, 0, a vZdy dvojici bodové invo-
luce na K indukované bodem p protinaji o,p v fadé projektivné
se svazkem (p). Odtud transformaci: spojnice dvojic libovolné
involuce bodové na (2 protinaji dvé pevné spojnice ve dvou
faddch projektivnych (tymZ postupem, jako prve). Tim jsme viak
dokdzali vétu: ‘

Spojnice dvojic bodové involuce obaluji kuZelosetku (vyjma
piipad, Ze jde o involuci centrdlnou).*)

Véta predchozi pak je ovSem jen specialisace této zde.

5. Pripomeneme-li si, Ze kazdé dvé teny z bodu na in-
flekéni pfimce ke kuZeloselce tétiv vedené oddéluji harmonicky
tuto pfimku od bodu dvojného, dojdeme k vété, jeZ nejurtitéji
vyjadfuje souvislost inflekéni pfimky s tétivami:

Inflekiéni p¥imka je poldrou dvojného bodu vzhledem ke
kuzelosetce tétiv. ’

6. Obé tetné v bodu dvojném jsou zdroveii tenami této
kuzelosetky. Dvé konjugované poliry bodem o, vedené promitaji
na ¢dfe dva body konjugované. jeZto tyto body jsou harmonicky

. (éleny tetnami v bodé dvojném. Na zdkladé této véty nalezneme
na tétivé bod, v némz se tétiva kuzelosetky dotykd.

Budtez ¢,, ¢, dva body konjugované; c,c, je tedy jedna
tetnd vedend bodem c, ke kuZelosetce; druhd necht se ji dotykd

*) Tuto vétu uvddi jiz E. Weyr, 1 c., jeho dikaz viak je neiplny;
dokazuje totiz jen, Ze kazdfm bodem C3§ lze vésti dvé spojnice dvojic invo-
luce, ne viak, Ze lze tak udiniti kazdym bodem roviny.
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v bodé¢ x. Tato drubd teénd obsahuje body b,, b,, v nichZ se
tiry dotykaji tetné z ¢, vedené. Paprsek b,b, protne J v bods b,
0,¢, pak v bodé ¢,, a &tvefina ¢;, b,, b, b, je harmonickd.
Tedy je také harmonickd tvefina c,, b,, 2, b,, nebof tyto body
jsou konjugované pély bodi piedeslé CtveFiny.

Tim je dokdzdna véta: Tétiva dotykd se kuZelosetky v bodé,
jenz je harmonicky sdruzen s tfetim prisekem tétivy vzhledem
k obéma konjugovanym bodim.*)

7. Je patrno, Ze lze wuziti kuzelosetky tétiv vhodnym zpi-
sobem jako pomicky ke konstrukeci; rovmnéz bylo by zajimavo,
uvazovati rizné tvary kuzelosetky tétiv, zvld§té v tom piipadé,
kdy inflekéni ptimka je v nekonelnu. To by nds vSak zavedlo
piili§ daleko. Obrdtime se je§té k jednomu uziti téch vét, jez
jsme o inflek¢ni p¥fmece nalezli.

IV. Konstrukce C: z elementii inflekénich.

1. Mezi elementy, danymi k ureni &dry, miZe byti jeden
nebo nékolik boddi inflekénich. Abychom mohli sledovati kon-
strukei v tom pifpadé, odvodime jesté nékteré vztahy, v nichz
hraje ulohu pf¥imka J.

Zavedeme si piehledné oznadeni:

0,, jako dosud, bod dvojny;

J spojnice bodi inflekénich

iy %4, %3 body inflekéni;

Jdy, Jyy Jy tetné inflekéni;

T,, T,, T, tetné vedené z bodid inflekénich k édfe;

ty, ty, t; dotytné body téchto telen;

I, 17 Ty, T3 T, T"5 tetné z téchto bodd vedens ;

8y, 8,, S, tétivy téchto teten.

2. Vedeme-li ob& tetné v jednom bodé inflekénfm, na pt.
1;, jest dotyiny -bod jedné z nich zase ¢,, druhé pak #,. Tétiva
obou tetnych z ¢, vedenych, totiz S, prochazi tedy dle véty
di¥fve uvedené bodem ¢,

*) Obdobn4 véta plati o &4fe st. 3-ho obecng, v. Schroter ,Die Theorie
der ebenen Curven 3er Ordnung, Leipzig 1832,
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Uvazme ddle, Ze body ¢,, 7,, ¢; lezi na piimce a Ze do-
tytné body tetnych z nich vedenjch musi leZeti po tfech na
étyfech paprscich. Dvojice dotyénych bodd jsou: 4, #,; 4y, #y;
is, t5. Vime, Ze 4,, iy, i3 leZi na piimce. I musi na ¢, lezeti
t5, podobné na 7,t; £; ama 4;¢, ¢,. Vieobecnd: spojnice fufg pro-
chdzi bodem 4y, kde «, f, y znati &tislice 1, 2, 3 vzaté v libo-
volném potddku.

Bodem inflekénim ¢, prochdzeji tedy tyto paprsky, pottem Sest :
6l_l.:? ‘7; Jl) E’ Slt Z;t;‘

Obdobné bodem 4, a 7.

3. Mezi témlto paprsky existuji jisté vztahy. Predeviim
je patrno, Ze o,4,, Sy, J, 4,¢, tvot harmonickou étvefinu.

Vime ddle (III. 2), ze obé t&tivy bodem vedené, tetna
v ném a spojnice s bodem dvojnym tvoii harmonickou &tvefinu.
Jednou z onéch t&tiv je zde T, ; tvoii tedy o4y, Jy, Sy, T
harmonickou &tvefinu.

Dal&f- vztah nalezneme, transformujeme-li C? na kuZelo-
setku vezmouce o,, ¢,, ¢, za body hlavni. Jak se poloha jednot-
livych bodi a piimek vzhledem ke kuZelosetce jevi, ukazuje
obr. 6. (K vili jednoduchosti znatfme vie, jako na C3.) Je ihned
patrno, Ze zlt a S, harmonicky oddéluji J a tyty. Na tdfe C3:
paprsky o,%,, J, S,, t,t; tvoii &tvefinu harmonickou.

I méme v bodé ¢, tyto tfi &tvefiny harmonické:

) o S J, T,
2. 041y, J1, S, 4t
3. 0%y, J; Sy tats

Z drubého a tietfho vztahu plyne, Ze Sest paprski v bodé
inflekénim tvofi involuci; dvojné jeji body jsou o,i;, S,; pdry
pak Jy, 0,5 J, fyts.

Najdéme paprsky, které v této involuci jsou ptidruZeny
paprskim &tvefiny prvé. Ctvefina tim vznikld je rovnéz harmo-
nickd. Tim nabyvdme &¢tvrtého vztahu harmonického:

4. o1ty 8y, bty Iy

odobnd oviem v bodech l9y 3.
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4, MiZeme je$té najiti nékteré vaztahy mezi témito Sesti
paprsky v riznych bodech inflekénich.

Protnéme spojnici 0,7, obéma Ctvefinami harmonickych
paprsk@ v i, a Vv 73

E, tlTs, Sy, J; E» E: Sa’ J.

Vzniknou dvé harmonické Ctvetiny bodd ma o,f,; ty maji
spoletné body o,, ¢, a prisek o,z s J. Jsou tedy ob& ttvefiny
totozné, to znamend:

Tétivy Ss, Sg protinaji se na spojnici o, ;.

Postupem zcela podobnym dokdZeme ze vztahu 1., ze také
talay tgtg se protinajl na oty, a ze vztahu 2., Ze J,, Jjg se pro-
tinaji na o,t,.

Posledni véta je zvld§té zajimavd; pravi, Ze dvé inflekénf
tetny se protinaji na spojnici dotyéného bodu tetné, z tfetiho
inflekéniho bodu vedené, s bodem dvojnym.

Nalezenych vztaht uZijeme v ndsledujicim ke konstrukei
tiry v piipads, Ze je ddn jeden nebo nékolik bodid inflekénfch.*)

5. Pfedpoklddejme za prvé, Ze je din jeden bod inflekénf
i, se svou tetnou J,.**)

Primku J lze v tom pfipadé snadno konstruovati. Najdeme
(linedrnou konstrukei) bod #,; zvldsté smadno, jsou-li ddny obé
tetné v bodé dvojném, jezto 0,7, 0,¢, oddéluji harmonicky tyto
tetny. I zndme v bodé ¢, tfi paprsky: o,¢,, Jy, 4,6,; i stano-
vime §,, dle 2. Vztah 1. ndm pak ihned poddvd hledanou
ptimku J. Najdeme-li jests (dle 3.) #,f,, mdme viech Sest vy-
znaénych paprskd v bodé <.

Zcela jednoduchou kvadratickou konstrukci najdeme oba
body 4,, 7;. Bod 7, i se svou tefnou plati za tfi podminky ***);
i musi k uréeni ¥iry byti ddny alespoii je§té tfi body. Budi
jeden z nich z. Nazveme bod, v ném% o,#, po druhé protini K,

*) Tytéz ulohy fesi Em. Weyr ve své ,Theorie der mehrdeutigen
Gebilde etc.“, ovéem s jinymi pomickami.
**) Bod inflekéni uréuje édru jednoznalné jen, je-li dén i se svou
teénou. Ditkaz je ponékud dlouhy, proto jej neuvddim.
*+¥) Ditkaz opét prechdzim ; je obsazen v dikazu, o némz jednd pred-
chozi pozn.
o*
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a (v. obr. 6,). Jeito piimka J jde bodem %, lezi jeji pdl na
0.t, a tedy o,, a lezi na jedné p¥imce s pélem p¥imky J. Pak
dle zndmé véty promitaji se body kuzelosetky z obou bodid o,, a
na J pédry involuce indukované. Jeito i, s prisekem ptimky J
a spojnice o,7, tvoM druhy pdr této involuce, najdeme i, 4,
snadno jako dvojné elementy involuce dané dvéma péry.

Obr. 6.

Je moZno najiti oba body ¢,, ¢35, aniZ transformujeme na
kuZelosetku. Z predchoziho totiz vysvitd, Ze bod, v némZ protne
ptimku J spojnice o,z, oddéluje harmonicky oba body i,, i,
vzhledem k bodu, v némz p¥imku J po druhé protne kuzelo-
setka vedend body o,, #,, z, ¢, 8tetnou J, v tomto bodé (tato
kuzelosetka totiz odpovids paprsku az). I najdeme i,, 45, jako
dvojici bodd soutasné harmonickych k bodim privé uvedenym
a k boddm 3, (J, o,¢,).

Zbyvé nalézti jesté znimych Sest paprskd v obou bodech
iy, %3 Nazveme ¢ priisek (J, o,t) Sestrojime-li bod s harmo-
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nicky k 4, ¢, vzhledem k oy, je 158 =S, z3s_..S. Jezto zndme
0415, S3, J (obdobnd v 43), sestrojime také Tots, Tals; t, DAk je
d4n jako prusek (igts, t5t1), t, podobné. RovnéZ je snadno na-
lézti J,, o,

Obr. 7.

6. Dvéma body inflekénimi i s tetnami (Sest elementd) a
bodem dvojnym je C} Gplné stanovena. Piimka J je pak bez-
prostfedné ddna. Tieti bod inflekéni stanovime snadno (v. obr. 7.).
Priisek obvu teten J,, J, spojme s bodem dvojnym; tato spoj-
nice protne J v bodé a; harmonicky sdruZeny s nfm vzhledem
k ¢,, i, je hledany bod i,.
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Tetnu J; v bodé 7, rovnéz snadno sestrojime: stanovime
k 4, bod harmonicky vzhledem k i,, 45, nazveme jej b. Na 0,b
musi se protnouti J,, J;, ¢imZ je J3 nalezeno.

M3-li konstrukce byti oprdavnéna, musi se J;, J; protnouti
na spojnici bodu o, s bodem harmonickym k 7, vzhledem k ¢,, ;.

Ze to vskutku nastane, snadno dokdZzeme. L

Oznatme (J,J;) = p,, obdobné p,, p,. Spojnice o,p, protne
J v bodé c¢. Dokdzeme-li, Ze bod ¢ je harmonicky sdruZen s 7,
vzhledem k 7, 45, je hofej§i tvrzeni dokdzéno.

Stanovili jsme postupné harmonické vztahy

L Uy @y Ty, T3

2. 41y 49y by dge

Promitejme prvni ¢tvefinu z bodu p; na J, do bodd
Py @5 Py, 3

Tyto body promitejme opét z o, na J; obdrzime harmo-
nickou ¢tvefinu

o

3. ¢, i3, b, a.

Jezto a, 7, oddéluji harmonicky obé dvojice 7, ¢, a b, ¢,
tvo¥ tyto pary involuci o dvojnych bodech a, i5. Ctveiina bod,
které v této involuci jsou sdruzeny s body Etvefiny 2., je har-
monickd, t. j. body

gy Ty, € 13
tvoii harmonickou ¢tvefinu, ¢im% Zddany dikaz proveden.

V kazdém bodé inflekénfm zndme t¥ ze Sesti dilezitych
paprski; ostatni sestrojime, najdeme-li alespoii jeden bod ¢,
na pf. ¢,.

7. Pokud je ddn dvojny bod, nemiize byti déno vice bodi
inflekénich i s tetnami nez dva. Zajimavo viak je, Ze C% je
jednoznatné stanovena, jsou-li dény tfi body inflekénf i s tet-
nami. JeZto oviem vi3echny body inflekéni lezi na pfimce, nenf
treti bod inflekéni Gplné libovolny. Mizeme tlohu proto vyjddfiti
presnéji tak: jest sestrojiti body &dry C?, jsou-li dény dva
body inflekéni i s tetnami a teti tetna inflekénf.*) JeZto telna

*) Coz znamend, Ze sestrojujeme nyni ¢dru se stanoviska teénového,
Jjako é&éru 4-té tridy.
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obytejna plati za jednu podminku, plati inflekéni za dvé; i mdme
celkem 8 nezdvislych podminek, jeZ s poZadavkem, aby C?} méla
dvojny bod, tvoii devét nutnych podminek.

Tretd bod inflekéni je ddn jako prisek pf¥imky J s teénou
inflek¢ni.

Dvojny bod &4ry snadno pak sestrojime. Sestrojime oba
body a a b, o nichz byla fe¢ vySe, a spojnice ap; a bp, se protne
v bodé o,. Dalii postup jako nahofe.

V. Ktivka reciproka.

Vse, co v predeslych odstaveich bylo Feteno o kfivee C%,
lze reciprokym zptsobem vyloziti o kfivce Cj, t. j. o kfivce
st. ¢tvrtého s tfemi body uvratu.

Mimo jiné zajimavé vysledky, k nimZ bychom takovym
zpGsobem dodli, vytykdm zvl4§té ten, jenZ je obsaZen v oddile
poslednim, jenZ totiZz poddvd ndvod, jak sestrojiti dvojnou te¢nou
kiivky Cji, jsou-li dény boedy tvratu i s teCnami.

Do podrobnosti nenf tfeba zachdzeti.

Poznamka k pribliznym kvadraturnim method4m.

Napsal Vilém Jung, professor v Praze.

1. Simpson-ovo kvadraturni pravidlo jest jen zvldstnim
piipadem Newton-Cotes-ovy kvadraturni methody, kterd jest
star§f a obecn&jSi. Zdkladni mySlenku této methody sdélil
Newton (1642—1727) v druhém svém dopise ze dne 24. ¥ijna
1676 s Letbnitz-em (1646—1716).%)

Pravi tam **), Ze lze pfibliZnym zpisobem pohodlné& pro-
vésti kvadraturu

P:]f(x) dx

*) Viz na pi.: M. Centor, ,Vorlesungen iiber Geschichte der Mathe-
uatik, III. Bd., pag. 368. Leipzig, 1698.
**) Pro struénost uzito nynéjsfho zpisobu psani.
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