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Tak jsme vidéli, ze, vezmeme-li pol O jako v predchdze-
jicim ¢ldnku, je rovnice Steinerovy hypocykloidy
» = 2a cos® & sin a,

Volime-li v$ak prisek os symmetrie (-%— ! 0) za pol, bude
jeji rovnice *)

p:%sin&x

a utinime-li bod vratu (22 | 0) Steinerovy hypocykloidy pélem,
bude jeji tangencidlni rovnice .
p=—2asinda

V prvnim pifpadé je (M) kruh a (M,) pFimy drojlist
(8. 42.). V pifpadé druhém je (M,) trojlistd rhodonea a (M)
je cissoidala. V tietim ptipadé je (M) ,foltum simple“ (El. 37.)
a kiivka (M) je cissoida. Tim je déna souvislost kiivek folium
simple, pfimého dvojlistu a Steinerovy hypocykloidy, jakoz
i kruhu, cissoidaly a' cissoidy.

0 JlSte grupé rovinnych kollineaci.
Dr. B. BydZovsky.

I. Transformace kubické kfivky.

1. Obecnd kiivka kubickd reprodukuje se osmndcti kolli-
neacemi ). Této okolnosti lze velmi vyhodné uZiti pro studium
nékterych vlastnosti kiivky *). S theorif grupy &, téchto kollineaci
totiz souvisi pfedev&im theorie jistych skupin bodovych na kiivce
a v roviné vibec; vedle toho lze studiem grupy dospéti ku
velmi vieobecnym vétdm, platfcim pro vSechny projektivné vy-
znaéné body kiivky 3),

*) Srovnej &l 41.

1) F. Klein, Math. Ann. IV. pg. 334,

2) Nekteré z rady vét zde odvozenych jsou jiZ zndmy odjinud; vytknu
je na pfisludnych mistech. Je v3ak zajimavo, Ze v Zidném pFipadé autofi
téchto vét neuddvaji pravy jejich kofen, tkvici prive ve vlastnostech grupy.
Souvisi to s tim, Ze pro geometrické studium kubické formy ternarné ne-
bylo téchto vlastnosti soustavné uzito.

3) V. kap. IV. odd. 3.
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2. Vyjddifme-li soufadnice bodd kfivky parametrem u
uzitim elliptickych funkef, jsou transformace svrchu zminéné vy-
jadfeny vztahem pro parametry )
2mew -+ 2ne’

3

Budeme stru¢né oznatovati: (m, n) transformace piisluné
'k prvému, [m, n] transformace pfisluiné k drubému znaménku.

Slozeni grupy t&chto transformaci prozkoumime co nej-
strutnéji. Jak zndmo *), jsou transformace (m, n) vSechny stupné
tretiho, transformace [m, »] stupné druhého.

Pro skldddni transformaci plati pravidla, jichZ netfeba od-
vozovati:

a) Dvé transformace tietiho stupné daji transformaci téhoz
stupné; kazdé dvé tyto transformace jsou zdménné. Vzorcem:

(m, n) (', n') = (0, n') (m, ») = (m 4 m', n 4+ n').

b) Dvé transformace stupné druhého ddvaji transformaci
stupné ttetiho dle vzorce

w=+u-+ (m, n =0, 1, 2).

[, W] [y 0] = (m" — m, n —n).
¢) Dvé transformace riznych stupiiéi ddvaji za soulin
transformaci stupné druhého dle vzoreil
(my, m) [, ') = [m 4 o', n 4+ 2")
[, n') (m;, n) =[m’ — m, n’ — n].
3. Grupa (7,4 obsahuje podgrupy stupné druhého, tfetiho,
Sestého, devdtého.
Podgrup stupné druhého je devét, totiz
0, 0), [m,n] m,n=020,1,2;
&tyfi podgrupy stupné tfetiho: (0,0) (m, n) (2m, 2n), kde 2m,
2r nahradime zbytky téchto ¢isel vzhledem k modulu 3.
Slozime-li transformace grupy G, s libovolnou transformact
stupné druhého, na p¥. [w/, n’], obdrzime
[y 0], [m 4 o'y, w -+ #'), [2m + ', 2n 4 2'];

misto posledni lze také psati [m’ — m, " — =n].

4) V. na pf. Harnack, Math. Ann. IX. pg. 44.
Halphen, Traité des fonctions elliptiques II. 442,
5) Halphen, Math. Ann. XV. pg. 860 sq.
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Tyto tii transformace tvoif s transformacemi grupy G,
grupu stupné Sestého G4. Jezto k téZe grupé stupné Sestého do-
sp&jeme uZitim t¥i transformaci stupné druhého, je patrno, Ze
ke kazdé grupé G, pifslusi téi grupy G,; i je jich celkem
dvanidcte.

O libovolnych dvou grupdch stupné Sestého platf, Ze

Ge . g == Gys.

Nebof kazdé dvé grupy G, se lisi alespoi tfemi trans-
formacemi, tak Ze souhrn obou grup obsahuje alespoii devét
transformaci, které netvofi grupu (v. déle): jich skldddnim tedy .
vzniknou nové transformace. Nutné pak musime dojiti ke vSem
transformacim grupy G,,, jezto opak toho by vyZadoval existenci
podgrupy, jejiz stupeii by byl = 9.

Podgrupa stupné devitého je jedind, totiz ta, k niZ ndlezi
viechny transformace (s, n). Podgrupa G, je v grupé invari-
antni. Je totiz dle pfedchozich pravidel

[m', %] (m, %) [m, #'] = [m' — m, o’ — n] [w’, 2]

= (— m, — n) = (2m, 2n).

Zgroveii pozorujeme, Ze transformovinim (m, n) obdrzime
element ndlezejici téze cyklické grupé stupné 3. Jezto mimo to
elementy 3. stupné jsou navzdjem zdménné, je patrno, Ze také
vSechny podgrupy stnpné 3. jsou v grupé invariantni.

SloZeni grupy lze tedy vyjadfiti schematem: G4, Gy, G, 1
fada indexi je 2, 3, 3.

Jeito tato Fada je slofena z prvolisel, je grupa metacy-
Llicka; to ostatné plyne dle véty Frobeniovy také z toho, Ze
stupell grupy mg tvar p* . ¢, kde p, ¢ jsou prvotisla 6). Z této
vlastnosti pak plyne, Ze musi grupa obsahovati invariantni pod-
grupu kommutativni?); takovou je privé na pf. G..

)

II. Geometricky vyznam transformaci G,,.

1. Uzitim vSech transformaci grupy na bod, jehoZ parametr
je v — a jejz budeme stru¢né nazyvati bodem » — nabudeme
daldich sedmndcti bodd, jez s danym tvoif osmndctibodovou
~ skupinu vzhledem ke grupé invariantnf. Jednotlivé jeji body

¢) V. Weber, Lehrb. d. Algebra IL. 2hé vyd str. 33. a 145.
") V. tamtéz, str. 33. '
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budeme oznatovati stejné jako transformace, jimiz jsme jich na-
byli, tedy na p¥. [m, n] zna¢i bod, jehoZ parametr je
e+t 2meo 2nm’.

3 _
I vznikne takovym zpiisobem na kfivce nekonetné mnoho skupin
"osmndctibodovych; nalezneme mezi nimi ty, jichz body nejsou
vesmés rizné. Totoznost dvou bodd (m, n) a (m’, n) nebo
[m, n] a [m’, n'] je vyloulena, vyjimaje pro m =0, n =0.
Dva body (m, ») a [m, n] jsou totozny, kdyz

’ ’ ol
“ + 2mo +_2125:_ — u+2mw + 2n'w ’
8 3
t. J. U= 2—ml-ﬁ:22n—lm (my,my, =0, 1, 2, 3, 4. 5).

Tim zpisobem obdrzime 36 bodd, z nichz kazdy je inva-
riantni vzhledem k jedné transformaci druhého stupné. Z rovnice

2m, 0 2— 2n,0° — _ 2mo 4‘; 20,0 + 2o -;— 2n0’ 0
4otiz plyne m, = m, n, == n (mod. 3); kazdy bod se tedy re-
produkuje transformaci [m,, n,], kde m,, n, jsou iisla piislu§nd
parametru bodu, o néjz bézi. Je z toho patrno, ze v fomto pFi-
padé skupiny 18tibodové prejdou ve skupiny devitibodové; kazdy
‘bod této skupiny nutno poklddati za dvojndsobny. Jak ostatné
zndmo, jsou to body inflexni a 27 bodii sextaktickych ). Plyne
odtud: body sextaktické se rozpadaji ve tFi skupiny devitibo-
dové, z nich? kaZdd je vzhledem ke grupé invariantni.

Vsechny ostatni skupiny sklddaji se z bodd navzdjem
riznijch.

2. Transformace [m, #] jsou stupné druhého a znati tedy
geometricky kollineace involutorné. Kazdd z nich nechdvé z uve-
denych 36 bodii &tyfi pevné. Nebot ob& kongruence

m=m,, n =n, (mod. 3)
maji pro dané m, n Fedenf :
my =m 4 3¢, n, —=mn 4 3t
Je patrno, Ze ve vzorci (1) obdrZime parametry stejné jen
pro takovd m,, jez jsou shodna dle modulu 6; i obdrZime pa-

8) Nizev Cayley-iv. V. Halphen, Traité II. 420.



29

rametry rizné pro hodnoty
m, m <+ 3; n, n4 3,
coz d4 celkem &ty hody, totiz

~ 2m 2nw’ 2me + 2no’
U = e -2—'" = Uy = 6 + o,
4 ’
g 2mae —é— 2nw Lo, ug = 2me + 2ne’ o

Mezi ¢isly m, m + 3; n, n + 3 jsou dvé sudd; tém od-
povidd bod inflexni Jsou-li to na pf. m, n, je w, bod inflexni;
ostatni jsou sextaktické a lezi na piimce, jeZto

Uy +u; +uy=(m-+ 2)w 4+ n+2) o =0.
Jezto pak mimo to w, 4 2u, =0, je patrno, Ze tato
piimka je harmonickd poldra inflexnfho bodu u,; i nabyvdme
vysledku:

Stredem kazdé involuce grupy je bod inflexni, osou pak
jeho harmonickd poldra.

Kazdd involuce nechdvdi nezménény také viechny &tyii
inflexni piimky bodem tim jdouci. Z ho¥ejitho pak je patrno, Ze
involuce [m, #] nechivi nezménény inflexni bod m,, n, °), kde

m n+3 n-+4+3

my =5 nebo — A m= ’2—‘ nebo —— — prvé v pifi-

2
padé, Ze m, resp. » je sudé, druhé v piipadé, Ze m, resp. »
je liché.
K libovolnému bodu obdrzime s nim sdruZeny v p¥isluiné
involuci promitnutim daného bodu z toho inflexnfho, jenz je
v involuci pevny.

3. Transformace (m, »n) jsou stupné tfetfho a znaif tedy
geometricky ferndrné cyklické kollineace. Z d¥ivéjsich vykladi
plyne, Ze dvojné body této kollineace neleZi na k¥ivce. Aviak
nalezneme je snadno, Transformujme inflexni bod m,, n, kolli-
neaci (m, n) a jejim Etvercem (2m, 2n). Obdrzfme body

my + m, n, + n; m; 4 2m, n, 4+ 2n.

9) Oznatujeme inflexni body struné m, n; na pk. 0, 03 2, 1 atd.
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Tyto dva body leZi s prvym bodem na pfimce ; je patrno,
7e tato piimka je v kollineaci pevnd. TotéZ plati o daldfch dvou
ptimkéch. Z toho plyne:

Trojuhelnik dvojnyjch elementi dané kollineace (m, n) a
(2m, 2n) je totodny s jednim inflexnim trojstranem (jehoz
. strany obsahuji vSech dev&t bodid inflexnich). Tyto trojstrany
jsou ¢tyfi; kollineace pak vidy po dvou maji stejné elementy
dvojné, tedy celkem prdvé Ctyfi trojstrany dvojné.

III. Skupiny téibodové a Sestibodové.

1. Body skupiny 18bodové jsou navzdjem v zajimavych
vztazich, ke kterym bliZze pfiblédneme. Viimnéme si predevsim
skupin tfibodovych, totiZz téch, jez obdrzime, transformujeme-li
bod » postupné kollineacf (m, n). Obdriime trojici bodovon
0, 0), (m, n), ("m, 2n). Tetnovy bod bodu u je — 2u; aviak

— %+« +2mw -4_--2222_ +u +4mw -l—irﬂ =0,

t. j. oba zbyvajici body leéi na paprsku, jenz prochaizi teénovym
bodem bodu prvého. Jezto tato tvaha plati pro bod libovolny,
plyne odtud véta zikladni pro skupinu trojbodovou:

Kazdé dva body takové skupiny protinaji kiivku v ted-
novém bodu prislusném bodu tretimu 1°).

Bod » nélez{ do &tyf skupin trojbodovych, jez odpovidaji
{tyfem podgrupim Gj; z toho plyne:

Devét boddt skupiny, jes odpovidd podgrupé G, md ta-
kovou vzdjemmou polohu, Ze vidy osm 2z nich le¥i na {tyrech
paprscich svasku, jehoZ stied je tednovy bod bodu devdtého.

Je patrno, Ze viech devét bodi lef- celkem na 36 pa-
prscich, které vzdy po &tyfech prochdzeji bodem na kiivce.
Stredy pHslusnych svazki tvo pak skupinu devitibodovou. Jezto
body [m, =] tvo¥i také skupinu devitibodovou, vyjdeme-li z bodu
— u, mizeme konetnd fci, ze viech 18 bodd lezf vzdy po dvou
na 72 paprscich, jez vzdy po ityfech prochdzeji tetnovymi body
bodi skupiny a vZdy po osmi jednotlivimi body skupiny samé.

10) X této vete vztahuje se pozn, 2. V. Schroeter, Theorie d. eb.
Kurven 3. O. str. 281.
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2. UvaZme, Ze grupa G,g je transitivni; lze tedy kazdy
bod 18bodové skupiny pievésti vhodné volenou kollineaci grupy
v kazdy jiny; tedy i kazdy tetnovy v kazdy jiny a také kazdou
ttvefinu paprskl, o nichZ jednd pfedchozi véta, v kaZdou jinou.
Z toho plyne, Ze dvojpomér této Ctveriny je vzhledem ke grupé
invariantni.

Tento dvojpomér je tedy jednoznacnd funkce parametru

4

majici periody 2%’, %ﬁl . Lze viak snadno ukdzati, Ze nikdy
dva z paprski Ctvefiny nesplynou. To by mohlo nastati jen, .
kdyZ nékteré body skupiny splynou, tedy jen pro nékterou ze .
étyf skupin nahofe nalezenych (v. II. 1.). Ale pro inflexni body
tyto ¢tvefiny jsou Ctvefinami inflexnich paprskd, jez prochdzeji
jednim inflexnim bodem; pro body sextaktické ¢tvefiny riznych
paprski, které prochdzeji inflexnim bodem a jsou mnosi¢i osmi
bodi téze devitibodové (v. tamtéZ) skupiny sextaktické.

Jezto dva paprsky Ctvefiny v Z4dném piipadé nesplynou,
nemize dvojpomér jich nikdy se stiti nekonetnym; jezto je
zdrovern jednoznatnou funkei, je nutné konstanini,

3. Totéz lze dokdzati analyticky, pfi CemZ .obdrZime zi-
roveii hodnotu dvojpoméru. Vyjdeme z bodu w; jeho telnovy
je — 2u; jim prochdzeji ttyii paprsky, na mchz lezi ostatni
body skupiny vidy po dvou takto:

T
Oznatime soufadnice bodu tetnového z’, »’ ostatnich &tyf
bodli se znaménky -
Zy i 1=1,2,3, 4.
Piimka vedend body z’, y’; x; y. stanovi na ose X tsek
0 =Y P
y —u
a hledany dvojpomér md hodnotu

lz, 9 |. |12y,
2®—z® @ _gw |1 23 Y| |1 Ty
T 2® — 2@ " )@ — 12 o 1z yr

. ¢}

12,9, (.12 9
|1 z3 ¥ 12y,
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Jestlize na pravé strané vyjddiime soufadnice elliptickymi
funkcemi !!), miiZzeme uZfti zndmého vztahu

i pu p'u |_ su—v)s(@—wow—u o(utv+tw)
pv plv |= (oucvow)?
1 pwpw]

Utinfme-li tak pro viechny &tyfi determmanty v (1) a na-
hradime u, v, w piisludnymi argumenty, vidime ihned, Ze jme-
novatelé se vesmés krati ; mimo to se kriti viechny o-funkce, jichz
argumentem je rozdfl, v némz ptichdzi argument bodu 2’, ¥,
jezto minory s fddkou z’, y* jsou v titateli i ve jmenovateli
tytéz. Zbudou tedy jen o-funkce typu ¢ (v —w) a o (w4 v+ w),
celkem Ctyfi v Citateli a Ctyfi ve jmenovateli, tak Ze

I e T EC
(5] (5 () ()

Tento vyraz neobsahuje u, je tedy A skuteiné konstanini.

(5
)=
-

(4&) 4+ 40’ 2 (n+ %) 'i_"'__"i (

qo)‘ '

=)

(4&)-}—2(»' —2(n+n')—ﬁ 20 + 40’
\7s ) ( 3 )

e

zkriti se po dosazeni vSechny o-funkee a vyjde
i(mq’—qm‘) 4+ __4_37_1 + @
A=e¢3 —e 3 2=¢" —Vl
Odtud plyne: CtveFiny paprskic nahore zavedend jsou
aequianharmonické.
Tim jsme doplnili vétu vyse odvozenou, ktela vyjadiuje

vlastnost devitibodovych skupin na kfivce. (Dokonteni.)

11) Na pf. dle Burkhardt, Elliptische Funktionen, pg. 830; a sice
ve tvaru x " pu, y —pu
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