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Prispévek ku theorii Descartes-ova listu.
Podédva

Dr. Karel Zahradnik,

professor deské vysoké $koly technické v Brné,
1. Rovnice Descartes-ova listu*) jest
| 2§ — Bazy =0,
aneb, uzijeme-li raciondlniho parametru « daného relac{ y — uax,

o — Sau

(1) T 14w
3ou?

TTrw

kdeZ vyznam parametru u» je patrny.
Tti body listu %, , u,, w, lezi na pffmece, vyhovuji-li para-
metry jejich relaci
@) %y Uy thy — — 1.

Splyne-li bod u, s bodem w,, plati w,—u, —u, a relace
(2) prejde ve
3) wu? = — 1,

relaci to mezi parametrem bodu dotyku « ptfmky s listem Des-
cartes-ovym a prisluSnym mu bodem tangencidlnim w,.
Jsou-li w’, w” kofeny rovnice (3), mdme

*) O této kiivce viz historické pozndmky Dr. @Q. Loria, Spezielle
algeb. und transc. ebene Curven, Theorie und Geschichte. Preklad F.
Schiitte-ho, Lipsko 1902. Ze svych pracf uvddim: Zur Theorie der Curven
dritter Ordoung und vierter Classe. Zprdvy o zasedin{ uéené spoleénosti,
Praha 1872. O skupindch bodd dotyénjch na listu Descartesové. Casopis
pro pést. mathem. a fys. roé. XXIV. pag. 282.
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(4) u/_'_“n: \ uluu:i
1
Prva z rovnic (4) pravi, Ze body dotyku tefen vedenych
z bodu listu jsou ve vztahu vyménlivém — involutornfm.

Pieme-li Ow = U’, Ow’ = U", miizeme tuto rovnici psati
(XYU'U") = — 1,

t. j. body dotyku sdruZené k témuZ tangencidlnimu bodu pro-
mitaji se z dvojného bodu v paprscich, jez harmonicky déli
tetny dvojného bodu.

Déle vysvitd z téze rovnice, Ze, lezi-li jeden bod dotyku
«’ na smycce, lezi druhy bod dotyku «” na ostatni ¢dsti kiivky,
a z rovnice (3) jde, Ze body dotyku w’, w” teten bodu u, jsou
redlné, je-li u, <<O, t. j. nelezi-li bod na smyéce listu.

2. Kdyby vSechny tfi priseéiky ptimky s listem splyvaly,
bylo by u, — u, = u, = w; ptimka byla by tefnou inflexni
v bodé u, jenZ je bodem inflexnfm listu a hodnoty parametru
jeho plynou z rovnice

) w = — L
M4 tedy Descartes-Gv list jeden bod inflexni redlny, pti-
padajicf parametru «%, — — 1 a dva body inflexni imagindrné

o parametrech
14V, 1—iVE

2 s 2

2 =
Tyto body inflexni leZf na piimce, neb soudin parametrii
jejich jest — — 1.
3. Body tbézné kiivky obdrZfme, kladouce
w+1=0,
ale to je rovnice (), z které% jsme uriili parametry bodd in-
flexnfch. Z toho vyplyva, %e body Gbézné jsou inflexnimi body

Descartes-ova listu, a tudfZz jsou i teény inflexnf jeho asymp-
totami.
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O kvadratické involuci bodi sdruZenych «’, u”.

4. Rovnice spojnice dvou bodd «’, w” ktivky jest
[w2w? — (W +w)]x+ [1 — wu’ (W ~+u')]y+ Baww’ = 0.

Maji-li ty body spoleény tangencidlni bod wu,, plat{ rov-
nice (4), a tfm je rovmnice spojnice bodd «’, w” sdruZenych
k bodu u,

6) Su, =+ uly + 3au, = 0.

Opi8e-li bod w, Descartes-iv list, obaluje sdruZend mu
ptimka S,, kuZeloselku, jeZ se jmenuje Weyr-Cayley-ova kuZelo-
secka kvadratické involuce bodové na listu dané rovnici (3).
Rovnice této kuZelosecky v souradnicich tangencidlnfch jsou

1 1
=W
:—1 %
= 3q"%

rovnici jeji v soutadnicich bodovych obdriime z rovnice (5) tim,
%e diskriminant levé strany klademe — 0. Obdrzime tak

(7 xy—(%a)zzo.

Zminénd kuZelosetka jest rovnostrannd hyperbola, jejiZ
asymptoty jsou tenami dvojuného bodu listu. Osa symmetrie
x =y listu je redlnou osou hyperboly, kterdZ se dotykd smyéky
3a
§$

Parametry prisekd Descartes-ova listu s kuZeloseckou in-
voluce obdrZzime, vloZime-li do rovnice (7) za z, y hodnoty
z (1). Tak obdrZfme

listu v bodé 19’23) piislu§ném parametru » — 1.

w* —1)?=0.
Je-li o imagindrni tiet{ kofen z jednitky, jsou
2

=1, e @«

hledané parametry prisekd, a to kazdy dvakrate, t. j. hyper-
32*
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bola kvadratické involuce (3) na Descartes-ové listu dotykd se
ho ttikrate.

Je-li w, = u, = w, = w, obdriime z relace (2), kterdz zde
pfechdzi v #® = — 1, parametry bod& obratu (odst. 2.) listu

w=—1 —a —ai
Body dotyku Weyr-ovy kuZelosedky kvadratické involuce
s Descartes-ovym listem jsou dle toho sdruZené body*) bodém
obratu listu.
Soutadnice bodu dotyku te¢ny S, jsou

xr, = 3a w

1———'2-' 1

®) 3a 1
Y :_'2_';»

1

Rovnice (8) vyjadiuje soutasné parametricky kuZelosetku
involuce (7) v soufadnicich bodovych.

5. Oznaéime-li S, spojnici bodd sdruZenyech ku bodu wus,
a podobng S® pro bod %™, mizeme Fici:

Pifmky &, §” jsou rovnobézné, jsou-li body w, w’ sdru-
Zené body ku wu,. Je totiZ vzhledem k rovnicim (4)

tg (§87) = 0.

6 JeZto pifmka S, == 8, = w'«” protind Descartes-iv list
jesté v bodé v, platf tudiZ

wuw'v =—1
a vzhledem k rovnicim (4) jest
9) - v+ u, =0.

Bod w, i prisek v primky ww’ s listem tvord dvojinu bodii
téZe kvadratické involuce, ku které dvojina bodd o', w'” spadd;
dle toho je spojnice v tetnou kuzelosedky involuce (7).

Spoleény tangencialnf bod bodd w,, v budiZ #; parametr
jeho je ddn rovnicf

*) Srovnej Dr. Em. Weyr, O involucich na krivkdch tfetftho stupné.
Casopis pro pést. mathem. a fys. IX. pag. 145.

~
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w

f—=— —.

-

Priisek spojnice w0 s listem budiz bod w, tudiz je

wow = — 1,

a jelikoz plati

w—+v=0,
jest :

1
w= w

tudfz

t+w=0.

Body #, w tvotf dle toho dvojinu kvadratické involuce (3).
P bodech ¢, w mohli bychom stejné postupovati jako pii bo-
dech w, w” neb w,, v atd.

7. Budiz bod v, na spojnici S, harmonicky sdruZen s bo-
dem » vzhledem k dvojiné bodd «', #’. Promitdme-li body w’,
u”, v, v; z dvojného bodu O listu, obdrzime

O ww'vw,) =—1,
t. ).
mu' ’
w—v b g
’” Y h 1
wW—v u —mv
aneb

(10) wu'’ — % W+ w’) (v +v,) +vv, =0.

Vzhledem k rovnicim (4) obdrZime z rovnice (10)

1
(11) v, — 2’
aneb, hledime-li k rovnici (9),
- 1
vl = '—u—;.

1

Rovnice paprsku*) Ov, je tudig

*) Ov, =O0w, w leif na lista, » na 8, t=—w=-—v a Jak
2 dalitho vysvitd, jest w = . '
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a soufadnice bodu v,, priseku to paprsku Ov, se spojnici S, »
jsou

3a
x:——?ul,
~_3% 1
Yy="73 w,

Srovndme-li tento vysledek s rovnicemi (8), shleddvdme
ihned, Ze bod v, jest bodem dotyku tetny S, =w'w”’ kuzelo-

setky involudni, t. j. bod dotyku teény ww' involuini kuzelosedky
je harmonicky sdruZeny bod s bodem v vzhledem k boddm w’, w'.
Z relace (11) vychdzf

vi(—rv) = — 1,

t. j. bod ¢ o parametru — v, jest tangencidlnfm bodem bodd
v a w, (odst. 6.); miZeme tudiz ¥ici: bod v, leZi na paprsku
harmonicky sdruZeném s paprskem Ot vzhledem na teény dvoj-
ného bodu.

8. Bod v, nele#{ na listu, aviak paprsek Owv, protind list
v bodé £, pro n&jz platf (rov. 11)

v =1;

jest totiz smérnice piimky Owv,, oznatend krdtce »,, soulasnd

parametr bodu v. Spojnice w,v protind Descartes-iv list v bodé
w, prodeZ platf

wow = — 1
a jeito
u, +v=0,
mime
viw=1.

Jest tedy bod w= s bodem <z, t. j. paprsek Ov, a spoj-
nice %o protinajl se v tém# bodé na Descartes-ové listu. Z toho
plyne i sestrojeni bodu »,. Tretf prisek w spojnice w,v s listem
spojime s dvojnjm bodem O. Prisek Ow . wu’ je hledany bod v,.

~
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9. Spojnice u,» m4 rovnici

!z +y— 3aul =0,
kterd substituci

ptrechdzf ve
=z + 1% + 3ar =0,

coz jest i z odst. 5. patrno. Soutadnice bodu dotyku teiny S,
8 kuZeloseckou involuénf jsou

3a 1 3a ,
(12) xzz'jz-a'-f’ y2:-2—ux'
Z rovnic (8) a (12) vychdazf

_8al+wu 3a 3a
xl - l - 2 u: —2— —:l;_?

3a | +u; _ 3a 3a
Yo = =79 —~ w 2

tedy
2o” 4% _ ¥

Xy — 1, x'

t. j. spojnice bodii dotyku teden wu” a wov s kuzelosetkou in-
volutni jest rovnobdzind se spojnicf bodu %, s dvojnym bodem
listu.

Dalsi relace mezi bodem «, a pirimkou S,,.

10. Vzddlenost ¢, bodu w, od p¥imky S., jest

6au

=TT
podobné vzddlenost ¢, bodu dvojného od pkimky S,
. 3Sau
0 Vﬁ—? H

tak Ze plati :
(13) 4, = 2q,.
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Spojnice w,0 proting p¥fmku S., v bodé M, a z podob-
nosti trojuhelnik@ plyne
w,0 = OM.
Bod M je symmetrickfm bodem bodu u, vzhledem ku

bodu dvojnému listu.
Hleddme-li stfed délky «u” sdruzené k boduu,, obdrzime

_3a; W woy 3au,
v T rlEm e = e
e v W)= e
yl“‘ 2 1_1,_,“”3 1 4‘—“"3 - 1+u?’

pouzijeme-li vatahu (4). Stred délky ww” sdruzené k bodu w,,
je bod symmetricky tomuto bodu vzhledem k dvojnému bodu.
MazZeme tedy Fici: spojnice u, O pili veddlenost bodii sdrufenyjch.
Misto streds vzddlenosti bod¥ sdruZenych k bodém listu Descar-
tes-ova jest opét tyi list Descartes-uv, pouze pootoleny okolo
dvojného bodu o 180°.

11. V odst. 10. nasli jsme, Ze

g, = _bau,
R
a pro vzddlenost Ov, bodu dotyku v pifmky 8, s involuéni
1 y 1 1
kuzeloseckou nafli bychom '

Ov. — 38 VIt ul
%,

172
tudiz
4. 6-7’1 = (3a)*
Relace této lze pti konstrukci vhodn& upotiebiti.

12. Na kazdé pifmce vedené urtitym bodem k listu a pro-
tinajfcf list v dal§fch dvou bodech %,, u, mame bod pilicf

délku w,u,.
Soutadnice toho bodu jsou

_3a A __3a
xz—‘g ek Y =5



kdez jest, pf§eme-li

o — —

1
v t = u, + uy,
A=2u+ Zuu = — 2a* -+t + at?

B = 2u® 4 ZuPu? = — 2a -+ a® + ¢
C=1+4 2u®+ Zvwu® =1+ a? — 3at + ¢3.

489

Jest tedy misto stredd délek w,u, pro vSechny pimky
jdoucf bodem % opé&t raciondlnf kiivka stupné ttetfho, kterdz
pfechdzi v Descartesiv list, stejné poloZeny s danym listem,

pti ném? misto @ tieba vaziti -é‘i, je-li @ =0, t. jou= oo, cot

jest samoziejmé.

13. Bod w, tvofi se svymi sdruZenymi body w’, w” troj-
thelnfk w,w'w”; jsou-li z,, y, soutadnice t&Zisté& tohoto troj-

thelnfka, jest

3
(3
B=a Y=

P '_‘QL:J;

Z_l__"*‘_'_ua.—_a—d.

Vzhledem k rovnicim (4) odstavee 1. jest

tedy

procez

(15)

.%3-1—:,‘_7;'

ty - 0 =,
1
w, (W + w’) - wu’ = o

1
uwwu’ =1,

1 )

A :—1—j_,u'
w

14wt
Bl:_—-j; )

Cl :@ﬁ':i)j
w

1§

)

— a“l )
Ty = — YR

1+ ]
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Misto té%ist trojihelniki w,wu’ jest opét list Descartes-iv,
a to amenSeny v poméru 1:3 a pootoéeny o 180% okolo dvoj-
ného bodu.

Primka a list.

14. Pitmka |7 protind list v bodech w,, u,, us, jez vy-
hovuj{ relacfm

(16) (W), = — 3ay, (w), = 3af, (w),=—1.
Bod stfednfch vzddlenosti prisekid mé soutadnice
3
—aV Y4
B=a Y T w = o
h=1
3 uf B
Yp=a ) ——— = L.
! hgll + uh 2
Vzhledem k hornfm relacim obdrzime
5 — S(an*—9§
8T g 7° l
17
(0 ), = 10— af)
3 £ — 7°

Lezf-li bod #, |y, na redlné asymptoté listu, jest v plat-
nosti

(18) a(E+9") — ¢+ =0,
aneb v soufadnicich bodovych
(19) x® 4 y* — 2xy — 4a (a 4 ) =0/

Je-li tedy piimka & | telnou paraboly (19), leZf bod
stfednich vzddlenost! prisekii ptfmky s listem na redlné asym-

ptoté listu.

Je-li ptimka £ |  teCnou paraboly an® —& =0, lezi bod
sttednich vzddlenost! prisekd na ose Y, tangenté to dvojného
bodu. Podobné lezf bod ten na ose X, t. j. na druhé tangentd
dvojného bodu listu, je-li £ | % teénou paraboly af? — n = 0.

~
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Rovnice teény.

15. Z rovnice spojnice dvou bodd (odst. 4.) plyne rovnice
tetny bodu w, klademe-li

w =u = wu.
Tak obdrzime

(20) w®® —2)x -+ (1 —2u)y -+ 3au® =0.

Jsou-li z | y soutadnice urditého bodu v roving listu, naj-
deme parametry bodd dotyku tecen vedenych z bodu z | ¥ na
list jako koteny rovnice (20); a jeito jest tato rovnice vzhledem
k parametru » stupné étvrtého, je patrno, Ze z kazdého bodu
z | y miZeme na list vésti &tyfi teény, t. j. Descartes-iv list
je krivka étvrté tiidy.

Vlozime-li do rovnice teény parametry bodd udb&Znych
listu, obdrZime rovnice asymptot listu a to

r+y+a=0,
@ (1—iV3)z 4+ (1 +iY3)y — 2a =0,
(1+V8)z+ (1 —iV3)y — 2a=0.

Priisek imagindrnych asymptot jest redlny bod (a | a), té-
7i8t& trojuhelnika asymptot pak leZi ve dvojném bodé& listu.

O prisecich kruhu s Descartes-ovym listem.

16. Parametry prisekd kruhu s Descartes-ovjm listem ob-
drzime vloZenfm hodnot pro «, ¥ z (1) do rovoice kruhu

22 4 y? — 202 — 28y + m? =0.

Tim obdrzfme rovnici Sestého stupné vzhledem k «, odpo-
vidajicf Sesti prisekdm kruhu s Descartes-ovym listem, totiz

(22) m*u® — 6apu’ + 3a (3a — 2a) u* — 2m2u®
~+3a (3a — 2) * — 6aau + m? = 0.
Je#to jiz tfi body kruh dplné uréuji, musf{ mezi parametry

priseki existovati téi relace, z nichz lze vypoditati parametry
ostatnfch tif prisekd. Tyto relace jsou
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Dy, — by - S, sty 16, — S 00, %, = O,
(23) Zu uguy, = 0,
Uy Uy Uy U Ut = 1.

Chceme-li nalézti podminku, kdy &tyii body w,, u,, u,, u,
lezf na kruhu, tteba z rovnice (23) vylou€iti (u; -4 ug), w,u,
jako neznimé.

V ndsledujicim budeme predpoklddati, Ze kruh probfhs
dvojnym bodem Descartes-ova listu, t. j. potitkem soutadnic.
Dle toho bude m? =0, tudiZ u; = 0, u; = o, a rovnice (22)
prejde ve

(24) ﬁu4+(a—~) "—}—(ﬁ———)u—}—a__o

z ni vychdzej{ vatahy

3a «
=0T B
2w uy, = 0,
(25) S, wythy, = g-g —1,
S Uyt t, — % ,

kdez se vztahuje souéet na kofeny rovniee (24).
Z rovnic (25) plyne

(26) Zu, — Zn gty - Sy w0, — 1,
Zwh,u, = 0.

Vylouéfme-li z téch rovnic bod #, a znatf{me-li (), kom-
binace A-tého stupné parametrd téf bodd =, , w,, %, mdme

|1+ ), — @)y, 1—w,+ ()|
(), (),
sili
27 [(w), + (w),][1 4 (w)s] = ()} 4 (w)3..

Rovnice tato vyjadfuje podminku, kdy t¥i body Descartes-

ova listu leZf na kruhu jdoucim dvojnym bodem listu.
. - 17, Dvojiny bodd kvadratické involuce dané rovnicf (3)
a ji sdruZené body lezf tehdy na kruhu jdoucim potitkem sou-

~
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fadnic, vyhovujf 1i parametry téch bodd rovnici (27). Dle toho
obdrZime
(28) ut —2u* — 24+ 1 = 0.

Existuji tudiZ étyre body w, (h =1, 2, 3, 4), které ¢ se
sdruZenyms jim body styku w, w, ledi na kruhw jdoucim dvoj-
ngm bodem listw. Jelikoz parametry w, téch bodd vyhovujf rov-
nicim (26), obdrzfme vlastnost, Ze tyto Ctyfi body w, leZi opét
na kruhu, jenZ prochdzi dvojnym bodem Descartes-ova listu.
Z rovnic (25) a (28) obdrzime soufadnice stfedu tohoto kruhu

a a
“—Ea ﬁ“—§1

a jelikoZ jest m? =0, plyne, Ze polomér toho kruhu — V%_-.

18. Hleddme-li rovnici kruhu, jenz prochdz{ involutornf
dvojinou ', %" na Descartes-ové listu a dvojnym bodem listu,
obdrzime vzhledem k

1
w+uw' =0, wu = m

z rovnic (25) pii w' =wu,, w' — u,

3a «
u, + Uy = G R
1
Uy = 0,
u _1_+__ Uy :'E —1
w 28 ¢
Uu, @
w B
7 rovnice druhé a ¢tvrté mdme
e__ 1
g u

a z prvni rovnice a tfet{ vzhledem na ptedchdzejici rovnici
nabudeme

_ 3au®(uw—1)

ﬁ - 9 (ug‘?i)_ )
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tim
o=—200—1
T2+

jakozto soufadnice stfedu krubu hledaného, jehoZ polomér
_3a w—1 —
= W T Yur +1.
Geometrické mfsto stfedd (e, ) kruhtG opsanych trojihel-
nikim z dvojin kvadratické involuce (3) na Descartes-ové listu

a jeho dvojného bodu je tedy raciondlnf kiivka tfettho stupnd.
Pro soutadnice bodu = listu a soutadnice stfedu kruhu ptislugné

nvolutorni dvojiny je v platnosti relace

Yo
et H1=0

O krivee harmonicky sdruZené.

19. Kazdd ptfmka jdoucf{ dvojnym bodem kfivky protind
kiivku v dal§im bod® A a redlnou jeji asymptotu v bodé B.
Uréme na kazdé takové pifmce bod C, aby bylo (4BOC) = — 1,
t. j. harmonicky sdruZeny s dvojnym bodem O vzhledem k dvo-
jing 4, B. Jsou-li § % soutadnice bodu C, x , y, soufadnice

bodu B, mdime -

2 _ 1 1 14w 1+u
T T Baw T a
2 1 1 144w 14w
Ty Ty Bawl T au
tudiZ jest
- £— G6au
29) S0t w4t 1)
n = uk.

Ktivka tato je raciondlnf tietiho stupné a &tvrté tiidy,
md veSkeré asymptoty redlné, coz jiz z konstrukce jest patrné.

0 harmonickych bodech a teénich Descartes-ova listu.

: '20. Kazdy kruh jdouct dvojnym bodem Descartes-ova listu
protind list mimo v dvojném bodé jesté ve ctyfech bodech,

~
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jichZ parametry plynou z rovnice (24). Avdak &tyfi body, jichz
parametry jsou kofeny bikvadratické rovnice
Au* 4 44w + 64,u® + 44,4 + 4, =0,

jsou harmonické, je-li v platnosti

4, A, A,
(30) 4, 4, A;|=0.
! A2 As A4
V nagem pifpadé jest
¢« 3a
4, =B, AI:Z—--Q—, A, =0,
3a
4, = ‘ii — g 4, =ea.

Podminka, aby kruh protfnal list ve ¢tyfech bodech harmo-
nickych (neptihliZejic k dvojnému bodu), je tudiz

a 3
p g 0
o 3 B 3
-8 0 FT—ge=0
B_3
0 i 8a o

&ili
31) ﬂ(é——z—a)z—{—a(%——g—a)z:(),

21. Parametry dotyénych bodid tefen vedenych z bodu (zy)
na list plynou z rovnice teény (20), jiZ miZeme psiti ve tvaru

zut — 2yu® 4 3au® — 2zu 4y = 0.
Zde jest

a X
4, ==, AIZ—%—7 A*z:?a As:"“‘2_7 4, =y.

Podminka, aby tecny z bodu (xy) na list tvofily skupinu
¢tyF harmonickych paprskd, jest v tomto piipadé
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A e
v —9 2
y o _r|_
2 2 2—0‘
a _r
g 9 Y

Vypocitdime-li determinant, obdriime

(32) (x*+ y® — 3 awxy) 4 a® =

jako rovnici mista bodd (x| y), z nichZ tangenty vedené ku
Descartes-ovu listu tvoff harmonicky svazek. Rovnici tuto lze
psdti ve tvaru

3
x3+y3—{-%z3—6awyz:0;

i shleddvdme, Zze kfivka (32) ma styk trojbodovy s Descartes-
ovym listem v jeho bodech inflexnfch.

22. Hleddame-li totéZ pro kfivku harmonicky sdruZenou
(odst. 19)), je

dy=o, A== A= — L @ty—20), 4=—F, 4=y,
a pideme-li —
P=x+y—2a=0,
je hledané mfsto
2(z* + y® + 3 Pry) — P*=0.

Volfme-li za strany trojihelnika soufadnicového osy X, Y,
a pifmku P = 0, miZeme rovnici toho mfsta psdti v kanonickém
tvaru
z} -+ ) + 2} — mx,x,x, = 0.

Ekvianharmonické body a teény Descartes-ova listu.

23. Kruh jdoucf dvojnym bodem listu protind list ve sku-
- piné ekvianharmonickych bodd, je-li v platnosti

Ay A, =347 — 44,4, =0.
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Klademe-li za 4, hodnoty odst. 20., obdrzime
[ 3 B 3\
aﬁ— 4 (Z—'ga) (Z———S—a)_ 0.
PiSeme-li

a=f+o, B=n+,

miizeme hornf rovnici psdti

3y +a((+n =0,

t. j. geometrické misto stied® kruhd, jez prochdzeji dvojnym
bodem Descartes-ova listu a list v ekvianharmonickych bodech
protinaji, jest hyperbola stejnostrannd, jejiz asymptoty jsou rovno-
bézny s tetnami dvojného bodu.

24. Piihlizfme-li k hodnotdm A, v odst. 21.a 22., miZeme
flci: ,geometrické misto bodd, z nichz tangenty vedené ku listu
tvoff ekvianharmonicky svazek, jest piimka tbéind dvakrite
vzatd“.

A ddle: ,geometrické misto bodd, z nichZ tangenty vedené
ku ktivee harmonicky sdruZené tvoif ekvianharmonicky svazek
paprskil, jest piimka P = 0 dvakrdte vzatd“.

0 kruhu jdoucim involutorni dvojinou a dvojnym
bodem listu.

25. V ndsledujicim zobecnime nékteré vysledky. Budiz
ddna kvadratickd involuce rovnici

(33) Uuy, + uy) + mu,u, +n =0.
Vylou¢ime-li (w, + u,) z rovnice spojnice bodd u,,
obdrzime
(lwu? 4+ mw,u, + n) z -+ (0+ muiu, + nuu,)y + 3 alu,u, =0
tili
(lx + my)uiu: + (mx + ny -+ 3al) w,u, + (nx -+ ly) = 0.
Diskriminant této rovnice poloZen na rovei nulle poskytuje

rovnici ktivky, kterou spojnice dvojin involuénich obalujf, totiZ
33

2
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(mx 4+ ny 4 8 al)? — 4(ix + my)(nx 4 ly) =0,

coz je Weyr-Cayley-ova kuZelosecka.
Klademe-li m = »n — 0, obdrzime rovnici (7) odst. 4.

26. Rovnice kruhu jdouciho dvojnym bodem listu a dvéma
jeho body u,, u, jest, uzijeme-li oznatenf

Uyt Uy =24 uu, =g,
— A —p4 —14dp— 24 p
2 2 —
(34) + Yy - 3a1+13_31”+y3y‘x+ 3“] +13_3ly+y3y——0'
Tvoii-li body w,, u, dvojiny kvadratické involuce dané
rovnicf

(35) 1A+ my +n=0,

mizeme 4 vyjddfiti pomoci u aneb obrdcené. Jsou-li &, # sou-
fadnice stfedu toho kruhu, je

3a(—A—p+ i+ p)u
2 1—3p+ 2+
_Be—ltptie—2

= 2 1 -8+ B8

o —

(36)

a jezto 4 a w véazdny jsou linearnou relaci (35), je misto stiedd
kruhit opsanych trojuhelnfku z dvojiny involutni a z dvojného
bodu listu raciondln{ kiivka ttetfho stupné.

217. Ve zvld8tnim pripade, kdyz m = 0, » = 0, tedy A =0,
obdrzfme, pfSeme-li y = %,

3a u—1
=T TiFw
__3a w?(u—1)
p= 2 1
jako v odst. 18.
28. V ptipadé, Ze
U, = p=—1,

méme centrdlnf involuci na Descartes-ovu listu. Spojnice u,u,
dvojin involu¢nich protinaji Descartes-iiv list v bodé u, = 1,

~
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tedy v bodé lezfcim na ose symmetrie listu. Toto plyne jak
Z roviic
wuuy —=—1,  wuu, ——1,

tak i z rovnice spojnice u,u, v odst. 4.

Jednotlivé dvojiny kvadratické involuce uvedené promitaji
se z dvojného bodu pod pravym ihlem.

Kruh jdouci dvojinou involu¢nf a dvojnym bodem listu
md, délku w,u, za sviij pramér a stied té délky za svij stied.
Dle toho mohli bychom piimo vypoéftati soufadnice (e, | B,)

toho sttedu, nez obdrzime je z rovnice (36), kladouce g — — 1,
totiz
_ 3a2—A4a?
] W= T EIFR
@7 _ 3a24-a--a

ﬂx—- ) 3l+13_.

Jest tudiz misto stfedd takovych kruhdt raciondlnf kiivka
stupné tietiho. Rovnici jeji ve tvaru f{e,, $,) = 0 najdeme vy-
louéenim parametru 4 z rovnic (37); vysledek eliminace jest

(e, + 8, — 3a)® (¢, + B,) + 3(e, + B, — a) (¢, — ,)*=0.
Krivka tato m& dvojny bod v priseku piimek

o +pB,—3a=0
al——ﬁ]:(),

tedy v bodé Descartes-ova listu pFisluSném parametru w = 1.
Prvnf rovnice je tetnou toho bodu a druhd rovnice je osou sym-
metrie listu. Vezmeme-li prvou pifmku za osu Y, druhou za
osu X, obdrzime
_ z -+ 3a
A
jakoZto rovnici geometrického mfsta stredd kruht jdoucfch dvoj-
nym bodem listu a dvojinou kvadratické involuce bodové na
Descartes-ové listu urtené rovnicf w,u, — 1.
29. Kdybychom chtéli uziti soutadnic trojihelnikovych,
vezmeme teény dvojného bodu a redlnou asymptotu za strany
fundamentdlniho trojihelnika. Rovnici listu

33*
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’ 2’ +y* — Bary =0
mizeme psati ve tvaru

*+y’—3xyx+y+a)=0,
tudfz, klademe-li

o, =
0x, =Y

T a
QT3 = tyv—g-— E

jest
(@, + 2)* + 3\2 22,2, =0

rovnice Descartes-ova listu v téchto specidlnich homogennich
soutadnicich. Parametrické vyjidien{ soufadnic obdrifme ihned
pomoci rovnic (1), éfmz vSak pii naSem vySetfovdni vétdfch vy-
hod bychom nedocflili.

0 vodivosti vzduchu zpisobené fostorem.

Napsal

Stanislav Petira,
professor stitni priim. $koly na Smichové.

Rychlost oxydace fosforu, siry a j. shleddna Ewanem™)
Gimérnou druhé odmocniné 2z panujiciho prdvé tlaku kysliku.
K vysvétleni toho ucinil van # Hoff**) hypothesu, Ze v oby-
tejném kysliku nastdvd jiz pred oxydaci rozitépenf v jedno-
tlivé atomy, jeZ jsou pravdépodcbné opacéné nabity. Téleso
oxydujfei pritahuje jednu z obou ¢dstf rozStépenim molekuly
kysliku vzniklych, takZe druhd je k disposici k jinym oxydacim;
timto zpisobem moZno vysvétliti vznik ozonu pii pozvolném
spalovéni fosforu.

Podobnou hypothesu ucinil jiz difve Clausius.***) Vzhle-

*) Th. Ewan, Zeitschr. fir physikal. Chem. 76. 315. 1895. ‘
*¥) J. H. van U'Hoff, Zeitschr. fiir. physikal Chem. 76. 411. 1895.
**¥) R. Clausius, Pogg. Ann. 103. 644. 1858 a 121. 250. 1864,

~
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