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zndmo, nepovsimnuté okolnosti poukézati, Ze kazdym bodem onoho
geom. mista jest moZno nekonedné mnoho trojin tecen vzéjemnd
kolmych.

Ku kadé plose stupné 2. (vyjimaje plochy vdlcové a kufe-
lové) ndleZi jind téhoZ stupné jakoZto geom. misto bod#, z mich
kaZdym lze stanoviti nekonedné mnoho trojin vzdjemné kolmyjch
teden plochy prvé.

O plochach rozvinutelnych.

Napsal
V. Rehofovsky v Praze.

(Pokragdovdnf{).

Konecéné jsou pifmky obrysové pro rovinu YZ dény rovnici

3t2—1=0,
t. j.
1 1
= e

kterymz hodnotdm piislusi piimky
49+ By3—1)z—Bay3—0>) =0,
4y+By3+1)z4+@Bay3-+b)=0.
Uréenim hodnot e, 8, 7, 0 pro tyto zvlastni hodnoty ¢ obdrzeli
bychom téZ ostatnf priméty téchto pifmek na rovinich XY a XZ,
Abychom urcili asymptoty kiivky vratu, prihliZzejme k tomu,
zda-li a mnoho-li mé kfivka (12) bod& v nekoneénu: shle-
dévime, Ze pouze pro
t=1
stivaji se soufadnice kiivky vratu a sice vSechny tii nekonecné
velkymi; kfivka méd tedy jediny bod v nekonecnu. Pro hodnotu
tu jest
e=1, f=a—0b y=—1,0=0d
a tedy rovnice asymptoty
y=a-t+a—2>,
z=—x-+0b;
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rovnice asymptotické roviny pak
x—y—~+a—>b=0.

Jak patrno, jest asymptota zdroveii obrysovou pifmkou
vzhledem k roviné XY,

10. Normalnd rovina k¥ivky vratu. Jest to rovina kolméd ku
teéné kfivky vratu t. j. ku p¥fmce povrchové plochy rozvinu-
telné, v bodu =, y, z kiivky vratu.

Rovnice piimky povrchové jsou

y = oax-p,
z = yx -} 0,
rovnice roviny prochdzejici bodem @, y, z a kolmé ku pffmce
povrchové dle zndmych relac *)
X—zda(¥—y)+v(Z—2)=0;
vlozime-li sem za @, y 2, hodnoty z rovnic (10), obdrifme

X a¥4rZ+ L e —@+r=0 g

co rovnici roviny normalné v bodu ¢ kiivky vratu. Rovnici té
1ze déti na zdkladé podmfnky (2) téz tvar

X+aY+yZ—|-— v (1+a2-4—y2)—(uﬁ-|—yd) =0.

Rovina ta jest geometrické mfsto vSech normal kfivky
vratu t. j. pfimek kolmjch ku teéné v bodu ¢ kiivky vratu.

KaZdému bodu k¥ivky vratu ndleZi jedind rovina normalnd;
vidy dvé soumezné tyto roviny protfnaji se v pifmce, kterdz
slove primka polarnd neb osa kiivosti, z p¥i¢in, jeZ pozndme
pozdéji (€l. 13). Veskeré piimky polarné, z nichZ vidy dvé sou-
mezné jsouce v jedné roviné normalné se protinajf, vytvotuji
novou plochu rozvinutelnou, plochu polarnou, kteraZ jest obalu-
Jief plochou veskerych rovin normalnych kfivky vratu. Rovnice
plochy té obdrii se podobné jako kaZdé plochy obalujfcf vylou-
Cenim proménného parametru ¢ z rovnice (14) a derivace této
rovnice podle ¢, totiz z

WYz + PP ) 2 L )
(o B 10 0 =0,

#) Dr. T. J. Studnicka: Anal. geometrie v prostoru str. 44.
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Oznaéime-li zkratka
P ttar ) —@+r)=0,
a derivaci této funkce podle ¢ tedy ¢‘, obdrii rovnice (14) a jeji

derivace tvary
X4 a¥Y4yZ 49 =0,

oYy Z4-9'=0;
teSfme-li rovnice tyto dle ¥ a Z, obdriime

_ VX4 —7'p
Y= — L LT
ay! — ya!
X — ap'+ '
Z = ,
oy’ — yo'

aneb jinak upraveno znaci-li D derivace,

O
Y (15)
p! D (% ) /
va}/‘ﬂ—iy_a’ - D—(Z_ )
o

Rovnice tyto podavaji rozvinutelnou plochu polarnou v tvaru
(1), jakym pivodni plocha jest ddna; lze tedy tuto odvozenou
plochu vySetfovati zcela timtéZz spisobem jako plochu piivodni
a uZfti veskerych jiz odvozenjch neb dile ndsledujicich vzorcid,
jen kdyz vsude

yl
za « piSeme — e
o)
» » D i k]
)
n ¥V » ay'— pat’
e

0 o(d)
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Zejmena dilezZita jest kiivka vratu plochy polarné; zavede-
me-li za @, B, », 0 prdvé uvedené hodnoty do vzorcd (10),
obdrZime pro soufadnice bodd této kiivky vyrazy:

() ()-(5) 7 (2)

b0 (5 5o ()

b(3)0 (22 (2)
7 )
2

CpaEaC

(D) G)-wr (F)

2() ()= (5)

k)

(16)

(16)

Ku geometrickému vjznamu této kiivky pro plochu pivodni

vratfme se pozdéji (¢l

14.), prozatim tuto podotfkime, Ze

kazdjm bodem této kiivky prochdzeji dvé piimky polarné a tedy
tfi po sobé jdoucf roviny normalné k¥ivky vratu dané plochy
rozvinutelné aneb jinak, geometrické misto prisecnyjch bods vidy
tFi soumeznijch rovin normalnijch jest kiftvka vratu plochy polarné.
Na zékladé toho obdrZely by se soutadnice (16) téZ tim spi-
sobem, Ze rovnici (14) roviny normalné derivujeme dvakrite

podle ¢ a z ti{ téchto rovnic uréfme =z, y, 2.

tutéz funkci co

difve, obdriime tu rovnice
zt+eayt+yzt+o =0
eyt 249 =0,

auy + 7”2 + (P“ —_—

z nichZ feSenfm plyne

D("’

L2 ("

o(5)"

(&) o(E)”

=)
o

Znadf-li ¢ opét

kteréZ rovnice jsou totozné s rovnicemi (16) majice pfi tom
jednodusd§f tvar.

11. Hlavnt normala. Jest to ona z normal, kteri zapada
do roviny oskuladnf, a rovnice jejf co rovnice priseku roviny
oskulaénf a roviny normalné jsou tedy
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(ay'— ye') @— y'y 4- a2~ By’ — da’ =0,
atay+ret £ (1ot — @+ =0,

aneb v rozvinutém tvaru

y = [a_al(1+“2+7’2)]m_{_ﬂ__ﬂ‘(l..}.a?_{_—yz)

oo’ + yyl oot — ,y?/ ] (18)
Y P e L PP € )
L e’ -y

Z4dné dvé soumezné z téchto normal, nalezajice se v riiz-
nych rovindch, se neprotinaji, vytvofuji tudiZ veSkeré hlavni
normaly plochu zborcenou; roviny te¢né této plochy v bodech
kfivky vratu, urCeny jsouce vidy hlavni normalou a teénou
kiivky vratu, jsou zdroveh rovinami oskulacnfmi této kiivky a
plati tedy: Kiivka vratu jest asymptotickou kiivkou plochy zbor-
cené hlavnich normal. Znajice jednu asymptotickou kiivku této
plochy jsme v stavu vSechny ostatni urciti.*)

12. Binormala. Tak slove ona normala, kterd jest kolmd k
roviné oskulaéni a tedy ku hlavni normale. Rovnice jeji budteZ
f—x __n—y__{—z,

a ~ b T ¢’
z podminky, Ze binormala jest kolmad k roviné oskulacni, jde
ab:c=(ay'— pa’): —y': o,
takZe rovnice binormaly jsou
E—a _ n—y _¢—z
a},/_ yal - ___yl - o
vloZfme-li za z, y, z soufadnice bodu kiivky vratu z rovnic (10)
a upravime-li rovnice v rozvinutém tvaru, obdrzime
7’ ﬁal —_— aﬂt dl
ay! — ya! f4+ - e ey —pat
al
ay’ —ya!

n=-—-

§= "

co rovnice binormaly kfivky vratu v bodu ¢. VeSkeré tyto binor-
maly, z nichZ Z4dné dvé soumezné se neprotinaji, stanovi opét
plochu zborcenou té vlastnosti, Ze jeji roviny teéné v bodech
kiivky vratu jsou kolmy k rovindm oskula¢nfm této kfivky,
z toho jde:

ayt —_ 70‘4 I

*) Srovnej: Archiv mathematiky a fysiky, svaz. IL. str. 216.
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Krwka wvratu jest geodetickow lrivkou zborcené plochy
binormal.

Avsak krivka vratu ma pro plochu tuto jesté jiny vyznam.
Oskulaénf roviny ve dvou soumeznjch bodech této kiivky proti-
naji se v tecné obsahujici body tyto, jsou tedy obé soumezné
binormaly kolmy k tecné a naopak; jest tudiZ tecna primkou
nejkratsi vzdalenosti obou mimosmérnych binormal (osa mimo-
smérek) a stanovi dle zndmych vlastnosti ploch zborcenjch na
binormale bod centralny, kteryZz se zde ztotozhuje s bodem
kiivky vratu. Geometrické misto vSech bod& centralnych na
piimkdch povrchovych ploch zborcenych jest kiivka, kterd ob-
drZela jméno kiivky strikéni; plati tedy:

Kiivka vratu jest k¥ivkou strikini zborcené plochy binormal.

13. Polomér a stied kivosti kFivky vratu. K¥ivost prostoro-
vych kiivek urCuje se podobnjm spisobem jako kiivek rovin-
nych; vytkneme-li sobé na kfivce prvek nekoneéné maly ds a
oznacime-li nekone¢né maly thel — thel kontingenéni —, ktery
teény v koncovych bodech prvku toho spolu uzaviraji, de, (srov.
¢l. 7.) jest polomér kiivosti prvku toho definovdn vzorcem

'y

T de’ )

myslime-li sobé& totiZz v nékterém bodu prvku ds rovinu osku-
laéni, obsahuje tato tfi soumezné body a dvé soumezné teny
kiivky prostorové, takZe promitneme-li tuto kfivku v jakémkoli
sméru do roviny oskulaéni, stotoZiiuji se priméty onéch bodl
a teCen s body a s tetnami samymi, zlstiva tedy ds i de pro
jisty bod kiivky prostorové, jakoZ i pro primét jeji do roviny
oskulaéni bodu toho konstantnf; obé kiivky maji tudiZ v bodu
tom stejnou kfivost a z té p¥{¢iny moZno uZfti vzorce pro kii-
vost kiivek rovinnjch téZ pre kiivky prostorové.

Obé veli¢iny do i ds miiZzeme sobé viak funkcemi «, 8, y,
vyjadriti ; predevsim jest dle vzorce (11)

_ Va4 p (ap'— ya)?
do = TF ot 72 dt.

ds? = du? 4 dy® 4 dz?;
hodnoty za dx, dy, dz zjednime sobé ze vzorch (10), totiZ
5

Déle jest
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do=—D (L) a :—D(%)dt,

dy = a dz -+ («'x 4 §) dt,
dz =y dz 4 (y'e -} 9%) dt,
aneb, ponévadz dle prvnfho ze vzorci (10)
o'z 4 p' =0, pe-+ 0’ =0,
téz
dy = adwx,
dz = pdux;
vlozZivie hodnoty tyto do vzorce pro ds, obdriime
ds? = (1 + a* + p?) da®

a tedy dile ds=— V1 a*f»*D ﬁl

- V1+a2+y21)(_y7) dt,
takZe koneCné se obdrii
O L 4.0
T Vet i (e —pa)t T N (20)

Atetry: (2
T Vet p T (ay — po)? v

co vjraz pro polomér kiivosti kiivky vratu v bodu ¢ Pii tom

mozno zanedbati znamen{ a hledéti jen k absolutnf délce polo-

méru. K stejnému vysledku prijdeme, uZijeme-li zndmého vzorce

pro polomér k¥ivosti.*)

ds?
E=vorrye
kdez
X — dy, dz — dz, dx dw,dy(
d%, d*|’ d%s, dz|’ d*z, d%y

Differencujeme-li rovnice
dy = ade, dz=1ypde
jedté jednou majice na zieteli, Ze pro body kiivky vratu jest
pouze ¢ neodvisle proménnou, obdrZime
d* = a'dz dt + a d’,
d*% = y'de dt =y d%,
a pomocf téchto hodnot dile

*) Dr. F. J, Studni¢ka : O poétu differencialnim str. 216., vyd. 2.
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= (ay' — ya') dtda?,
Y=y dt dx?,
Z = o' dt da?,
takie
VXE LY 7% = dtda?V o' /i (ap'—pa) %,

mimo 10 jest

ds = V1t-a®+ y*da.
Hodnoty tyto vloZeny do vzorce pro R podavaji
R— 1+ a2+ p*) dx
- 7R
Vol Ly (ay' — pa)®  di

O E=—a(®)=—n(d)

pe—_ _ (te4 o7 lﬂﬁg
Va‘”—[—y""-{—(ay‘—ya’)” o'
S (6 L v Y (L
\'4 a‘2+7'2—|-(067'—705‘)2 y‘ !
coz jest vzorec totoZny s (20).
Stred  kruhw kiivost: nalezd se v hlavn{ normale onoho
bodu kiivky vratu, v kterém pravé kfivost se vySetiuje; sou-
fadnice jeho uréeny jsou vzorci*):

4 ponevadz

Ydz—Zdy A3
==y %

Zde—Xdz ,,
”—y=?qﬁfpﬁ“’
£— Xdy—ded

— X4z

jest v3ak na zdkladé vypocténych hodnot

Ydz — Zdy = — (aa’ + py’) dt dec®

Zde — Xdz=[a' — p (ap' — pa’)] dt da?

Xdy—Yde=1[y' 4 a(ap’ — ya)] dtdz?
vloZime-li hodnoty tyto jakoZ i diive urené hodnoty pro
X?4- Y24 Z* a ds do hotejsich vzorcl, obdrifme

*) ibid. pag. 197. vyd. prvni.
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— (o' + ) A+ +9°) (8
T B T D(fx’)’

— o e —=r(ay'—yal(I+a*+9%) (B 9
’I-—Z’/+ a42+,},12_l_(ay4__yaz)2 D(a4)1 ("1)
B i o C e ) (U i o 00 ( 8 )

o't 4y o (ay’ — ye)* a /)’

Nahradime-li ve vzorcich téchto jesté x, y, z hodnotami
z rovnic (10), obdrZime soufadnice stfedu kfivosti co funkce
proménné ¢; vylouCenfm ¢ vidy ze dvou téchto rovnic obdrZime
priméty kfivky stred@ kFivosti na rovinich soufadnych.

YV ¢ldnku 10. uvedli jsme, Ze priisecnd pifmka dvou sou-
meznjch rovin normalnych kiivky vratu nazyvd se téZ osou
kiivosti; na tomto misté miZeme sobé vysvétliti plivod ndzvu
toho. Stopy obou soumeznych rovin normalnych na roviné osku-
laénf jsou totiZz dvé soumezné normaly oné rovinné kfivky v ro-
viné oskulanf, kterd v uvaZovaném bodu md stejnou kiivost
8 kiivkou vratu; obé soumezné normaly protinaji se viak ve stfedu
kruhu kiivosti, jest tedy priise¢nd pfimka obou rovin normalaych
totoZna 8 ptimkou, kterd ve sttedu krivosti jest normalnd ku
roviné oskulaéni. P¥{fmka tato jest spoleénou osou vSech piimych
kruhovych kuZeld, jichz ¥fdici{ kfivkou jest kruh kiivosti; odtud
pak nézev osa krivosti, Kazd4d osa kfivosti neb pffmka polarnd
jest rovnobézna s piisluénou binormalou; na zdkladé toho mozno
rovnice jeji psiti ve tvaru

{
Y—ﬂ:—ﬁ(x—@,

al
e X —9),
kdeZ £ n, ¢ jsou soufadnice stfedu kiivosti urcéené rovnicemi
(21). Ostatné jest téZ osa kiivosti urena v jiném tvaru rovni-

cemi (15).

Srovndme-li rovnice (22) s onémi (15), shleddvime, Ze jest

y ()

g —_—

p(5)

=z

(22)
Z—t=

7+

oy’ — ya—’
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5 - YW §_.
oy — ya D ( 7 ’
o
kterjchi jednodussich rovnic uZiti lze k urdeni 5 a f misto
(21), jakmile £ jiz bylo stanoveno.

14. V ¢lénku 10. ukazovali jsme ddle, Ze kiivka vratu
plochy os ktivosti jest geometrické misto priiseénych bodd vidy
tif soumeznych rovin normalnych p@vodni kiivky vratu t.
kazdy takovy bod jest stejné vzddlen od ¢&tyf soumeznych bodi
dané kfivky vratu a jest tedy stfedem koule, kterd témito
Ctyfmi body soumeznymi urcena jest; koule tato nazyvad se
koule oskulaént dané kiivky vratu. Soufadnice stfedu této koule
uréeny jsou vzorci (16) neb (17); polomér jeji uddvime pozdéji

Shrneme-li vysledky ¢lanki 10. a 13., pfichdzime k nasledu-
jicim vétdm:

Zborcend plocha hlavnich mormal a rozvinutelnd plocha os
k¥ivost: protinaji se orthogonalné v krivce, kterd jest geometrickym
mistem vsech stFedd kitvosti kitvky vratu a déle:

Krivka vratu rozvinutelné plochy os kiivost: jest geometrické
misto vSech stFedi kouli oskulacnich k¥ivky vratu dané plochy
rozvenutelné.

15. Polomér a st¥ed kroucenosti k¥ivky wvratu. K uréeni
poloméru tohoto uZijeme zndmého vzorce*) platného pro jakou
koliv kfivku prostorovou:

RI__ X2 + Y'Z + Z2
- & ! .
kdez X, Y, Z znaéi velitiny tytéZ jako v ¢l 13.
dx,dy, dz

&= |d%, d%, d*z|.
d3x, d3y, d%

Hodnoty pro X, Y, Z jiz zndme, zbjva jesté vyjadiiti &
funkcemi «, 8, p, d. Differencujeme-li vyrazy pro d% a d%z
z Clan. 13. jeSté jednou majice na zfeteli, Ze tu pouze ¢ jest
neodvislou proménnou, obdriime

d’y = a" dt* da -}- 2 &' dt d*x + « d’x,
dz® = p" dt* de 4 2 y' dt d*x 4y d®x;

*) ibid. pag. 228., vyd. druhé.
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vloZzfme-li veskeré znamé hodnoty do vzorce pro &, obdrifme
po priméfeném vycislenf determinantu
&= (a’y“ —_— ylall) dac3 dt3
a dosadfme-li tuto hodnotu jakoZ i onu pro X% - Y* - Z* z ¢l
13. do vzorce pro R, zjednidme si konecné
"°2 2 oyt — N2 ’

R (I
co vjraz pro polomér kroucenosti kiivky vratu v bodu ¢. Jedns-li
se 0 polomér Kkroucenosti pouze v jednom bodu a ne o pomér
a polohu jeho v riznjch bodech kiivky vratu, moZno opét zna-
meni zanedbati a hledéti jen k absolutnf délce jeho, jako
u poloméru ktivosti.

Stred kroucenost: nalezd se v binormale p¥islusného bodu
k¥ivky vratu. Oznalime-li 4, g, v dhly, které binormala uzavird
s osami soufadnymi, jsou souiadnice stiedu toho ureny vzorci

= x4 R'cosi,
n =y R cosp,
¢ =z R'cosv;
dle znimych relac analytické geometrie prostorové platf viak
pro thly A, g, v binormaly uréené rovnicemi (19)

cosp y!
cosA ay! —ypa' !
cosv __ o

cosA — ay'—ypa! ?
a mimo to
c0s?A -+ cos® u |- cos?v = 1,
z kterychZ rovnic mozno ustanoviti cosd, cosy, cosv. Zavede-
me-li krat${ oznacenf
a'? 4y | (ap! — pa)? = me,
zjedndme si fefenfm téchto rovnic

_ ayl__ya/
COSA_———T[————-,
)
cos p = -————M—y——-,
al
cosv ——M——_,

kteréZz hodnoty vloZeny byvie zdroveir s omou pro R’ do vzorcd
pro £ %, § podévaji
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f=a— aa;:”—— y"xa” ( )
n”?l—i-m (ﬁ:) (24)
b= — o -0 (7).

soufadnice stfredu kroucenosti vyjadfeny jsou zde opét co funkce
proménné £; vylouéime-li ¢ vidy ze dvou téchto rovnic, obdrzime
priméty krivky stfedd kroucenosti na rovinach soufadnych.

(Pokracovéni.)

Prispévek k theorii kuZelosecek.

Napsal
Vilém Jung v Pardubicich.

Znamena-li

8y @% - 20y, €Y 4 ayy Y? 4 203 2 - 2055 Y +- 2,3 =0
rovnici kfivky druhého stupné, vztaZzené na provouhlé soutad-
nice, degeneruje se takovito kfivka ve dvé pffmky, v konecnu
se pronikajfci, plati-li
11y G2y O3
Gigy Uggy Upg| =0;

Gyzy Go3 4 O33
plati-li vSak k tomu jeité
Byyy Qg | __
Byyy G|
znamena rovnice zminénd dvé rovnobézné piimky!

Tyto vztahy mezi souciniteli pro ony zvl4stn{ p¥{pady
kuZeloseCek se riznym zpGsobem odvadéji*); chci v téchto
fadcich naznaciti odvozeni, s kterym jsem se posud nikde nesetkal.

1. Kfivka druhého stupné 17 jest vjtvarem dvou projektiv-
nych svazkd paprskovych s=(4, B, C, ... Z) a s'= (4, B,
C, ... 2, ..) v téie roving, coZ lze symbolicky vyznaciti
I <és:8, (sms’).

*) Viz ku p¥. Studnitka ,Poznimka k analytické geometrii*, Casop.
math. a fys. R. VL. pag. 35—40.
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