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0 ¢étyrahelniku plose 2. stupné opsaném.
Napsal

Jan Sobotka,
professor ¢eské vysoké 3koly technické v Brné.

1. Rozezndvdme dva druhy &tykihelnikd, jez lze ploSe 2.
stupné opsati. Pfi prvnim druhu lezi é&tyfi body, v nichZz se
strany cétyfahelnfka plochy dotykaji v jedné roviné, kdeZto pii
druhém druhu tomu tak nenf. Tomuto druhému druhu vénoval
A. Mannheim v ,Bulletin de la Société mathématique de France¢
r. 1897 (Note 4 propos d'un théoréme connu de géométrie) po-
jedndnf, v ném# c¢tyfiahelnfk takovy tim bliZe charakterisuje, Ze
nejprvé plochu 2. stupné pirevddf kollineac{ v plochu kulovou
a tuto pak inversi v rovinu. -

Zde provedeme uvahy bezprostiedné na dané ploSe 2.
stupng P, ¢imZ dospéjeme kratkou cestou k vlastpostem &tyi-
tbelnfkd ji opsanych.

Budtez !, m dvé pifmky mimosmérné, které necht se
plochy P dotykaji v bodech Z, M a ddle budiz » jakdkoliv
trausversdla pifmek I, m, dotykajicf se plochy P v bodé N.
Rovina LMN nechf protne P v kuzelosetce u. KuZelosetka ta
uréuje s pifmkami 7, m plochu zborcenou 2. stupné R, kterd se
vytvoif svazky rovin, jichZ osami jsou pifmky 7/, m a které
perspektivné vztahujeme ke kuzeloseéce u. Plochy P, R se do-
tykaji podél kuZelosetky spoleénéu, jelikoZ majf ve ttech bodech
L, M, N na nf lezicich spoletné roviny tecné.

. Z toho plyne, Ze pifmky na R, které s = ndlezi k téze
soustavé, jsou transversdlami piimek J, m dotykajicfmi se plochy
P v bodech na kiivce » lezfcich. Libovolné dvé z téchto txans-
versal“tvok tedy s T8 in° “Stylihelnik proého drubv. :
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Povazujme ddle priseik !.n za vrchol kuZele plose P
opsaného. Kuzel ten protne m ve dvou bodech, jichZ spojnice
s vrcholem kuzele jest pffmka » & mimo ni daldf pfimka p,
kterd jest tedy rovnéz transversdlou p¥fmek I, »n dotykajici se
plochy P v bodé P. Piimka p nemiiZe ndleZeti plose R, po-
névadz tato z bodu I.n jiz dvé pifmky I a » vysild. Proto také
bod P nelez{ v roviné LMN. Tvoif tedy primky l, m, n, p
Gtyrihelnik druhého druhu.

Rovina LMP protne P v kuZelosetce v a utvary v, I, m
uréuji zplsobem prve vytéenym plochu mimosmérek 2. stupné
S dotykajfcf se plochy P podél ». Primky na S, které s p nd-
lezi k téZe soustavé piimek povrchovych, jsou tedy daldfmi trans-
versdlami ptimek !, m dotykajicimi se plochy P. Tim jsou
viechny moZné transversily ptfmek I, m dotykajic{ se plochy P
vylerpany, jelikoZ kazdym bodem na ! rovnéZ tak jako kazdym
bodem na m jenom dvé takové transversdly jsou moZny, z nichZ
jedna na R a jedna na S pripada.

Obdrzime takto vysledek:

Vsechny transversdly dvou tecen 1, m plochy 2. stupné do-
tykagici se této plochy, tvori dvé soustavy primek, z nichZ kaZdd
vypliuge jednu plochu zborcenou 2. stupné; libovolné dvé trans-
versdly, tése soustavé ndleZejici, tvori s 1 a m Ctyrihelnik proniho
drubu, lLibovolnd primka soustavy jedné a libovolnd primka sou-
stavy druhé tvori s 1 a m &yrdhelnik druhého druhu.

2. Plochy R, S maji ptimky I, m spoletny, protinajf se
proto v dalgich dvou ptimkdch. Znaéf-li Q, priseéik primky
m 8 rovinou tetnou plochy P v bodé L, jest ¢, = LQ, jednou
z nich a znaéi-li Q, priseétk pifmky ! s rovinou tetnou plochy
P v bodé M, jest q.—= MQ, pifimkou druhou. Piimky LM,
Q:Q. jsou polarné zdruZeny vzhledem ku viem tiem plochdm
R, S, P.

Piimky ploch R, S, které prochdzeji tymz bodem L, na I
a od pfimky ! se rizni, miZeme si téz tak odvoditi, Ze pro-
tneme P rovinou L,m v kuZeloselce s; piimky zminéné jsou
tecnami z L, ku s. Budtez dale 1, B body dotyku téchto
teten, z nichz leZf jeden, tieba U na » a. druhy 8 na v. Ptimka
UL necht protne m v bodé M,, ML, v bodé L,. Patrné jsou

1*
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body M,, L, harmonicky poloZeny vzhledem k bodim U, L.
Polozime-li témito body roviny ptimkou L M jdouci, obdrZime vétu:

Soustavy transversdl ku primkdm 1, m dotykajicich se
plochy P, dotykaji se této ve dvou kuseloseikdch w, v, jejiché
roviny jsou od sebe primkams 1, m harmonicky oddéleny.

Déle mdme vétu: .

V &yriuhelniku plose 2. stupné opsaném, jehoZ body dotyku
s plochou neledi v tése roviné, oddéluji vrcholy jedné strany jeji
bod dotykw harmonicky od bodw, v némZ strana ta protata jest
rovinou poloZenou body dotyénymi ostatnich tii stran étyrihelnika,

Obé véty vyslovil téz Manuheim na misté uvedeném.

Budtez U, V vrcholy kuZeli dotykajicich se plochy P
podél u, resp. v; vrcholy ty leZi na pifmce Q,Q,.. JelikoZz prvy
kuzel téZz plochy R se podél « dotykd, jest rovina kuZelosetky
u poldrnou rovinou bodu U vzhledem ku R a proto jsou U a
prasetik U, této roviny poldrné s Q;Q, bharmonicky od sebe
oddéleny body Qi, Q.. Z toho plyne, Ze rovina LMU obsa-
huje kuzeloseéku ». Mdme tedy disledek:

Roviny kuZeloseek u, v jsow k sobé sdruieny vzhledem ke
vdem trem plochdm P, R, S.

3. Je-li P plochou kulovou, pak jsou u, v dvéma kruZni-
cemi orthogondlné se protfnajicfmi, R a S jsou dva zborcené
hyperboloidy rotatni. Proto protinaji viechny pffmky prve vy-
téenych soustav na R a S kruZnice , v pod stejnymi thly.

Znaéf-li ABCD ctyiihelnik utvoieny ze ¢tyf piimek le-
Zicfch na rotaénim hyperboloidu, kterj m4 ptfmku o za osu
a myslime-li si strany ¢&tyfihelnika toho uspofddiny ve dva
péry po sobé& jdoucich stran, na pf. tak, Ze strany jednoho péru
se protinajl v 4, strany druhého v C, natez polozime jednim
z ostatnich dvou vrchold, na p¥. B, rovinu normdlnou k ose o,
profne tato piimku AD v B,, piimku CD v B, tak, Ze
DB, = DB,. Z toho vychdzi, Ze ve zborceném ¢&tyfihelnfku na
rotaénfm hyperboloidu leZieim rozdfl, resp. soutet dvou po
sobé jdoucich stran rovnd se rozdilu, resp. souétu ostatnich
dvou stran, podle toho, zdali rovina Ao pili vnitfni neb vnéjs
ihel Etyfdhelnika pfi A. Promitneme-li pravoihelné do roviny
normdlné ku o, sezndme sprivnost véty zndmé o &tyFihelnfku
z teCen kruZnice utvofeném a to pro kazdy jeho tvar.
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Tim obdrZime konstrukci koule vepsané danému Cctyrihel-
niku zborcenému ABCD ve formé nejjednodussf.

4. Jedi
| AB— AD|=|BC—CD| nebo |AB+ AD|=|BC+CD|

jest Etytihelnfk 4BCD kouli opsany.

Rozpiilime tdhly pfi 4 a C, a to v prvém piipadé vnitini,
v druhém zevnitinf uhly &tyfihelnika daného a poloZime kaZdou
ptimkou pillicf rovinu normdlnou k roviné ithlu; rovina ta jest
symmetrdlou thlu toho. Takto nabyté dvé roviny protinaji se
v ose o rotatniho hyperboloidu polozeného ¢tytihelnikem ABCD.
Osa o jest zdroveii jednim primérem koule Zddané.

Kazd4 rovina, kterou polozfme kolmo ku o, protind Ctyi-
uhelnfk ve ctyfech bodech leZfcich na kruZnici. Koule, kterd
rotacntho hyperboloidu se dotykd podél této kruznice, vyhovuje
na8f dloze. Jest tudfz kazdy bod na o od stran ¢&tyfdhelnika
stejné vzddlen a miZze byti povaZovdn za stfed koule Ctyfihel-
niku vepsané. Konetné seznivdme, Ze se roviny soumérnosti
vnitinfch dhld ¢&tyfdhelnika prvnfho druhu kouli opsaného
v jednom priméru koule protinaji.

5. Ctyrihelnik druhého druhu kouli opsany lze libovolné
zvoliti.

Ukdzeme zde jesté, kterak pro takovy ctyfuhelnik zborceny
ABCD mizeme sestrojiti kouli vepsanou (viz obr.).

Roviny soumérnosti po sobé nésledujicich stran Cctyfihel-
nfka a jich prodlouZenf protinaji se osmkrat po étyfech v jednom
bodé, ktery je stiedem koule, jez tloze Cinf zadost. Konstrukce
se znatné zjednodusi a nabude zajimavosti, redukujeme-li ji na
konstrukce v jediné roviné provadéné.

K tomu cili sklopme tieba rovinu ABC kolem pfimky AC
do roviny ACD, ¢imz B piejde do poloby (B). Budiz K jedna
z koulf hledanych, jejiz body dotyku s pfimkami 4B, BC, AD,

CD oznacfme posloupné pismeny T, Tp,, Tas, Tys.

Koule K dotykd se podél kruZnice na nf lezfcf v rovin&
TupTpy Tas obsazené rotaénfho hyperboloidu R, ktery obsahuje
piimky AB, BC, AD a proto rovinu ACD mimo AD jesté
v jedné pifmce CC; protfnd. Pfi tom znatime C; spoleny bod
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piimek 4D, CC,. Rovina merididnovd plochy R normélnd ku
rovingé ABC proting rovinu tuto v pifmce w pilic{ dhel piimek
AB, BC.

. Nynf rozeznivime dva piipady dle toho, pili-li « ihel
ABC' nebo jeho tihel vedlejsi. Mé&jme nejprvé prvnf p¥ipad na

zfeteli. Myslime-li si bodem A normélnou rovinu k ose byper-
boloidu rotacnfho R, pozndvdme, Ze

| AB— BC| =|AC,— CC,]|.
Nﬁsledkem tobo lez{ C, na hyperbole h majfci body A, C’
za ohmska a prochazejlci bodem (B).

Obdobné jest pro druhy ptipad, kdyﬁ pﬂmka w plli thel
ABC vedlejsl : _



AB +BC= AC, +C.C

a bod C, lezf na ellipse e s hyperbolou 4 konfokdlni a rovnéz
bodem (B) prochdzejicf.

Kruzrice m, v niZ hledand koule K protind rovinu ACD,
dotykd se netoliko pifmek AD, CD, nybrz i pifmky CC,, lei(c,
jak vime, na hyperboloidu R kouli opsaném.

Polozme ddle prfmkami 4B, BC, CD rotaéni hyperboloid
S, zde opét ten, jehoZ rovina merididnovd kolmd ku ABC jest
zarovell rovinou merididnovou pro R a vyhledejme jako prve
pfimku AD,, v nfZ rovina ADC protind mimo pifmku DC hy-
perboloid S. Bod D, budiz opét prisetitkem pifmek DC, AD,.
Ponévadz R a S majf uvedenou rovinu merididnovou spoletnou,
proto lezf body C,, D, bud oba na kuZeloselce h, anebo oba
na kuzelosetce e, a kruinice m jest vepsdna ¢Etytihelniku
AC/CD,, timZ jest vice neZ s dostatek stanovena. Oznatfme-li
stted jejl M, jsou MD, MC,, MD, tti priméry jejf pllic ahly
ptislu§né ve vytéeném ctyidhelniku.

Déle jest MC, stopou jedné roviny merididnové pro R
MD, stopou jedné roviny merididnové. pro S v roviné ACD,
z ¢ehoZ ndsleduje, Ze tyto stopy se dotykaji kuZeloselky b,
resp. e v bodech (), D,. Jelikoz pfimky AD, CD kuZelosetku
h, resp., v ve ¢tyrech bodech (), C,, D,, D, protinaji, jsme
vedeni ku étyfem bodim M, A/, M,, M, jakoito stfeddm
kruZnic, v nichZ jsou protnuty ony ¢&tyfi z hledanyeh ploch
kulovych, jejichz stfedy leZf ve spoleném 1erididnu ploch
R a S.

Tvoti proto teény v bodech C,, C,, D,, D, této kuzelo-
seCky tdplny CEtyistran, jehoZ dva pdry protilehlych vrchold utvo-
Feny jsou z bodt M, M,, M,, M, kdeito pér tieti G, H se-
stdvd z pold primek DA, DC vzhledem ke kuZeloseice vytend.

Jelikoz DA, DC jsou paprsky fokdlnfmi, lez{ body G, H
na piimkéach tidicich kuZelosecky.

Dvé thlopifény &tyfstranu jsou symmetrdly pifmek DA,
DC'; tbhlopi{éna tiet! jest poldrou bodu D vzhledem k nasi
kuzelosetce. Tytéz thlopticny md téZ Gplny ¢tykahelnik C,C,D, D,.

Z toho vyplyvaji mimochodem ndsledujfei vlastnosti ku-
Zelosecky:



.Prochdzejf-li dvé strany prot&j§f v tplném éEtyFiahelniku
kuZelosedce vepsaném ohnisky jejimi, pak pilf uhlopfiény &tyf-
dhelnika, které prochdzeji prisetikem D onéch dvou stran, dhly
témito uzaviené; teény kuZelosetky ve vrcholich Ctytihelntka
tvoff dplny étyi‘stran, majici tytéZ dhlopifény jako é&tyfdhelnfk;
kazdy vrchol &tyistranu, ktery lezf na jedné z uhlopiicen z bodu
D vychézejicich, jest sttedem kruZnice, kterd se dotykd pri-
vodi¢d bodi dotyénych pro ony strany étyfstranu, které zmi-
nénym vrcholem prochdzeji. Spojnice libovolného bodu D v ro-
viné kuZelosecky lezictho s body, v nichZ jeho poldra vzhledem
ke kuZelosetce jejt pifmky Fifdfcf protind, tvoif{ udhly, jejichz
symmetraly pili téZ dhly, které tvoif spojnice bodu D s ohnisky
kuzZelosetky a tedy také tdhly, které tvoii tetny z bodu D ke
kuZeloseéce vedené.®

© 6. Z tvah prdvé provedenych plyne udsledujfci konstrukee
ploch kulovyjch danému &tyitdhelniku ABCD vepsanych.

Sklopme rovinu ABC do roviny ACD, pki éemz prijde
bod B do polohy (B), sestrojme osy soumérnosti », s pfimek
AD, CD, jakoz i osy soumérnosti », » ptimek A(B), CB) a
obrafme pak zfetel ku kazdé z kuieloseéek h, e zvldst, které
bodem (B) prochézeji a body A, C maji za ohniska. Z kuZelo-
setek téch jest jedna A hyperbolou, druhd e ellipsou.

Budiz pro 4 piimka w te¢nou v bodé (B). Pol E paprsku
fokdlnfho A(B) vzhledem ku % jest prisetikem pifmky » s kol-
micf v 4 ku A(B) vztycenou. Tento pdl lef na pfimce Fidici a
kuzelose¢ky A pro ohnisko 4, éimZ piimka a jest jiz stanovena.
PonévadZ pol G pifmky AD lezi na a, obdriime jej v priseku
ptimky @ 8 kolmici v A ku AD vztycenou. Teény z G ku &
protinaji pi'fmky 7, § jiz v bodech, Jei jsme prve oznaéili M,
- Tim Jsou kruznice m, m,, m, , my, v mchi rovina 4BD
Styti z hledanfch ploch kulovyeh protind, stanoveny; nebot
majf uvedené body za sttedy a dotykaji se priimek AD, CD.
KruZnice obdobné a jejich sttedy M, IM,, M,, M, pro dalsi
étyti koule tloze vyhovujici, obdrZime tymZ postupem na z4-
kladé ellipsy e, &m% dospéjeme k bodu G, obdobnému bodu G.

Tetny z G ku h, resp. z G, ku e obdrzfme, kdyz kruZnici
Hdici kolem Copsanou, jejiZ polomér pro 4 se rovnd |CB — 4B/,
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pro e ale |CB + AB| protneme kruZnicf k nf orthogonélnou,
majicf stied v G resp. Gy a bodem 4 jdoucf v bodech 1, 2. Hle-
dané tetny jsou kolmice z G, resp. G, ku A1, A2 spusténé.

Protind-li jedna z hledanych kouli K, jejiz stfed znatime
K, rovinu ACD v kruZnici m sttedu M, rovinu ABC v kruZnici
n sttedu N, jest rovina MKN kolma ku AC; po sklopenf ro-
viny ABC ptijde bod N do polohy (N) a jest i potom
M(N) 1 AC.

Protinaji-li tudiZ kolmice ku AC' z bodd M, M, Mg, M,
vedené piimku » v bodech (N), (V,), (N,), (IV;) a z bodid I,
M, M,, WM, pfmku » v bodech (N), (N,), (N,), (I,), tu obdrzime
kruznice (n), (n,), (n,), (w,) a kruZnice (), (n,), (n,), (), které
ptisluing v bodech téch majf své stiedy a dotykaji se pifmek
A (B), ((B). KruZnice tyto protinajf se s pt{sluSnymi kruZnicemi
‘v roviné ACD na hledanych koulfch leZicimi na ptimce AC
redlné nebo zdruZené imagindrné.

Ototfme-li nynf rovinu ABC z polohy A(B)C' do polohy
plvodnf, pak stanovi dvojiny kruZnic mn, mmn,, myn,, mgn,,
mn, myn,, myn,, myu, vSech osm ploch kulovych tloze odpo-
vidajfcich.

0 determinantu z Bernoulliskych funlei.

Napsal
Dr. Karel Petr,

m, professor Ceské university v Praze.

' 'Chtéje odvoditi nékteré vzorce C’ebySevovy o interpolaci
pomoci methody nejmensfch &tverci,*) ptisel jsem k determioantu

Po (.’l)), P (x)a ehey (Pm~; (x>
F(z) = P, (), @, (:L‘), sty Pm (%) :

............

(Pm-—l (x) q’m (x)) . ' L) q)"”—" (.'E)

*) Viz &ldnek v progxammu druhého ceského gymn v Brné z Tokuw
'1902/3. .
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