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lim pa=a, +a, 8, +a, a0+, a3 030, + ...,
anebo ve formé symbolické
@y Gy Oy Gy o o

lim p, = = 6
o el Bt Bt Oaps - -« ’ (©)

z éehoZ ziejmé jde na jevo, Ze soulet této Fady nekonetné jest
hodnoty nekonecné.

. . . . v . o e
O integraci rovnic mezi tremi Uplnymi
differenciély.

Napsal
M. Lerch,

docent vysoké Skoly technické v Praze.

Ucebné knihy poctu integrdlniho mnohdy vyklddajf integraci
fovnice
Pdx -} Qdy + Rdz = 0,
aniZ pfi tom uifvajf t.zv. integraéni podminky, jeZ k existenci
integralu jest nutna.

Utelem téchto Fadkd jest elementdrny vyklad a odiivod-
nénf methody k integraci této rovnmice, vyklad uréeny hlavné pro
posluchace nasf vysoké Skoly technické.

Pokusme se ustanoviti funkci z dvou proménnych = a y
tak, aby uplny jeji differencidl dz hovél rovnici
a Pda + Qdy + Rdz =0,
kde P, Q, R jsou dané vyrazy obsahujici «, ¥, z

Rovnici (1) povaZovati dluzno za zkricené vyjadieni po-
Zadavku
2 _ P 2 Q.
% - R’y — R

m4-li tedy funkce existovati, musf
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9 % _ 9 0z
dy x T x

2 (R =2 (Q
dy \R]/™ & \R]"
Rozvineme-li obé strany této rovnice, majice zfetel k okol-
nosti, %e z je funkef « a y, obdrZime:

R(Z 42 2) _p (B B 2)

k)

£ j.

dy ' 0z Uy dy ' %2y
Q aQ oz R 2z
_R( Dzbw) Q( az bx)’
, 2z Oz
aneb vzhledem k uvedenym hodnotdm — , —:
dx ' dy
oP ) 2R Q3R
(R@_sz P(ay R
_ [+ QY (B PR
- (Rﬁa?_ az) Q (aw'—'i—i) ’
z CehoZ plyne po kratké redukei:
\ d oP
o P33 )+ (8-

Rovnice tato je mutnou pro moZnost feSeni; tfeba vSak
ukdzati, Ze je téZ dostatecnou.
Rovnici (1) l1ze nahraditi rovnicf

P, de+ Q,dy + R,dz =0,

kde P, = MP, Q, = MQ, R, =MR; z toho soudime, Ze musi
byti téZ splnéna rovnice vzniksf z (2) substituct P, Q, R, za
P, QR

Skuteéné méime

3o o) )

%
P, R, _ ., [P aM
% w M ( )+ ( SE_R

2*



Q, R . (0Q oM
e dqy =M _——-)+( Pi)y ’
a odtud identitu:

P, ( aR, aQ‘

By

o[ R aQ 2Q P
=M [P(ay +o(5—5) +B 2 |
kterdZto vétSina jest dle (2) rovna nulle, c. b. d.

Nyni tvrdime, Ze lze funkci M vizdy tak ustanoviti, aby
veli¢iny P,, Q, byly derivacemi tétéZz funkce f (, y, 2) podle
xzay tj

P if", Ql Q;

Za tim 1celem integrujeme obycejnou rovnici differencialnou
Pdxz 4 Qdy = 0,
v nfZ z je stdlym para,x.netrem. Obecné feSenf této rovnice budiZ
Sz y2)=C

kde f(x, y, 2, jest urity vyraz a C znalf integralni stédlou.
Bude nak nutné existovati t. zv. integracnf cinitel M, tak aby
platily rovnice

T Y =
e = = MP, = = MQ.

Tim jest existence funkce M doké4zéna.
Uplny defferencigl funkce f mé hodnotu

if — %dx-{—%dy + Y g = Pde+ Quiy + _g de

a tedy bude
¥
P,de + Q,dy = df — Sz-dZ;

nésledkem toho Ize rovx;ici (1) uvésti na tvar
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(1a) af 4 (Rl — —aaf;) dz =0,
kde R, — MR, nacez podminka (2) obdrif tvar:

A ) R A ) R )
e \ dy dydz| y\ X ] T

(2a)

Problém integrace rovnice (1) jest wplné rovnomocny
s tkolem FeSenf rovnice (1a). Tento chceme provésti.

Rovnice (1a) mé4 tu vyhodu, Ze obsahuje toliko dva diffe-
rencidly: df a dz; d4 se ocCekdvati, %e prejde v obyCejnou rov-
nici differencialnou, zavedeme-li do poétu misto proménné x ve-
licinu Z, kterd s nf souvis{ rovnici

3 fle, y, 9 =17;
povaZujme tedy a za funkei veliin y, z, Z, neodvisle promén-
nych, definovanou rovnici (3). Ukolem na3im bude ustanoviti
funkei z dvou proménnych y, Z tak, aby platila differencialnd
rovnice (1a), v ni% dluZzno « nahraditi pravé stanovenou hodnotou,
funkef to liter y, 2z, Z. Rovnice (la) obdrZf timto zpiisobem
tvar:

4) dZ + D (y,2,Z) dz =0,
kde

)
Qi(y,w,Z):Rl-——£.
Tvrdime, Ze litera y se ve funkci @ nevyskytne. UvaZme

za tim ucelem, Ze pravd strana obsahuje y a =, ale Ze x jest
funkece velitin y, z, Z definovand rovnici (3); bude pak Cdstecnd

derivace%; déna rovnici

Y ¥,
0z 'y~

Pocitejme nyni derivaci

?2__(331 2% 3£+(DR,__D’f .
T\ 2 T oy %y W)’
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vloZfme-li sem za % hodnotu vypoétenou z predposledni rov-
nice, mdme
of (R a?)_i R, Y
W@ x| y . e dy \ = dx dz
y A :
dx

kteryito vyraz je dle podminky (2a) nullou.

Médme tedy
WD
="
¢{mZ dokédzdno, Ze @ nezdvisf na y. Rovnice (4) je tedy tvarn
Y dZ + D (2,Z)dz =0

a bude ji definovéno z jakozto funkce jen jedné proménné Z,
ana litera y z pottu eo ipso odpadla. Integraci rovnice (4%)
pak obdriime relaci mezi z, Z a integraéni{ stdlou C, kteréito
relaci 1ze udéliti tvar

) Z =¥(, O).

Vysledek n4§ lze takto vysloviti:
Je-li z funkce proménnych x, 'y hovicf differencialné rov-
nici (1), lze ji definovati jakoZto funkei jediné proménné Z,
a sice pomoci rovnice (5), kde Z je veli¢ina z4visld na =, y, 2
zpiisobem udanym rovnici (3). ,
Jinymi slovy, pro hledanou funkeci musf obstéti rovnice tvaru:

) \ f(®y,2) =F(z, C),

kde C jest konstanta.

Rovnice (6) poddvd nejobecnéjsi veseni differcncialné rovnice
(1); zbyva ukdizati, Ze ji hovi pro vSecky hodnoty stdlé C.

Tu staéf uk4zati, Ze (6) se snd¥f s diff. rovnicf (1a); sku-
tetné mdme z (6) :
df = dF(z, C);
ze (4%) pak plyne :
dF(z, C) = dZ = — ¥(z, Z) de,



23

aneb, jelikoZ
o en=n—2,
posléze
dF(z,C) = (—— R, 4+ %‘;) dz;
méme tedy
af = (—Rl + %’;_) de,

coZ jest pravé rovaice (la).

O odchylce sméru tiZnice.

Pfse
dr. V. Laska.

O geofysice psdno v na$i literatuie poskrovnu, a predce
poukazujf novéjsf baddn{ zfejméji den ode dne na tuto nejmladsf
vétev véd piirodnich. Pfedsevzali jsme si tedy sezndmiti ctendte
s vysledky a methodami této védy. Pro tentokrate chceme pro-
mluviti o odchylce sméru tiznice. Zjev ten ma velikou dileZitost
jak v geodésii, tak v geologii. Za strucnostf odvodfme pfedem po-
ttebné jednoduché mathematické vzorce.

Postaéf ndm tplné, myslime-li si, Ze zemé jest kouli s polo-
mérem R a s hutnostf H. Sila, kterou zemé na zevn&jsf bod
plisobf, jest identickd se silou, kterou by na tento bod pisobilo
tézisté zemsé, kdyby celd hmota v téZisti byla obsaZena.

Potencial P vzhledem k bodu, leZfcimu ve vzdélenosti D
od povrchu zemé, bude:
M
— 1.2 .
1) P=k% RED
Od sily odstfedivé abstrahujeme.
Predpoklddejme, Ze v zemékouli nalézd se excentricky po-
loZend hmota m. Tuto nazveme -+ neb —, je-li jejf hutnost
= neZ hutnest zemé nebo hutnost okolnich hmot. Vzdalenost
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